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В В Е Д Е Н И Е

В основе рассмотрения пространственных движений вязкой не­
сжимаемой жидкости в любой ортогональной криволинейной си­
стеме координат лежит обобщенный закон Ньютона. Большинство 
жидкостей и газов обладающих свойствами ньютоновских жид­
костей описываются уравнениями Навье-Стокса динамики ньюто­
новской несжимаемой среды [1]. Решения задач о течении вязкой 
жидкости требует решения нелинейных дифференциальных урав­
нений в частных производных, причем нелинейность заключена 
стоящем в левой части уравнения инерционном члене, выражаю­
щем конвективную часть ускорения. Откидывание этого члена 
или замена его приближенным линейным выражением приводит к 
линеаризации уравнений. Простейшим примером такой линеари­
зации может служить классическая задача Стокса. Линеаризация 
применяется в задачах о движении вязкой жидкости сквозь тонкие 
щели. Сюда относятся такие важные для практики вопросы, как 
фильтрация вязких жидкостей сквозь пористые среды, движение 
жидких смазочных масел в тонком зазоре между вращающимся 
кареткой и шариками подшипникам др. Если рассмотреть филь­
трационное движение вязких жидкостей сквозь пористые среды, 
обычно под действием веса жидкости, в основе теории этих дви­
жений лежит закон Дарси[2]. Малая скорость или, точнее, малое 
рейнольдсово число протекания вязкой жидкости сквозь поры по­
зволяет пренебрегать конвективными ускорениями, вызываемыми 
кривизной пор и переменностью площади их сечений.

При движении вязких жидкостей сквозь пористые среды со срав­
нительно большими средними размерами пор (крупнозернистые 
породы, галька,руда, каменный уголь) линейный закон Дарси уже 
не оправдывается и должен быть заменен более сложным нелиней­
ным.
. Методы решения задач фильтрационного движения воды под 

гидротехническими сооружениями, так же как и нефти при про­
сачивании ее сквозь грунт, в настоящее время хорошо разработа­
ны. Эти методы близки к методам применяемым в гидродинамике 
плоских безвихревых потоков идеальной жидкости [3,4,5].

В монографии [125] модель Дарси для фильтрационных тече­
нии выводится как следствие моделей Жуковского Н.Е.и Навье- 
Стокса при выполнении некоторых гипотез. Следовательно, для



ного изучения течения вязкой несжимаемой жидкости через по­
ристые среды предпочтительнее использовать уравнения Навье- 
Стокса.

Данная книга посвяшена численному моделированию течения 
вязкой несжимаемой жидкости через пористые среды, описывае­
мых уравнениями Навье-Стокса. Характерным для таких задач 
является присутствие в уравнении движения жидкости члена с бы- 
строменяющимися коэффициентами. Этот дополнительный член 
выражает сопротивление пористой среды, а в подобластях не за­
нятой пористой средой он равен нулю. Для проведения сквозного 
счета на ПЭВМ  по всей области эффективным является рассма­
триваемая модель, так как течение в пористой среде и вне ее опи­
сывается одними уравнениями.

Для получения конкретных решений при интегрировании систе­
мы уравнений Навье-Стокса должны быть использованы гранич­
ные,а в случае нестационарного движения и начальные условия 
Для частных классов задач о движении вязкой жидкости суще­
ствую т строгие доказательства теорем о существовании и един­
ственности решений [6]. Эти теоремы, помимо своего общего ма­
тематического содержания, важны еще потому, что указывают, 
каковы должны быть присоединенные к дифференциальным урав 
нениям граничные и начальные условия, а так же и другие допол­
нительные требования, без выполнения которых решение задачи 
не будет единственным, а иногда и вообще может не существовать. 
Большое разнообразие неизбежно встающих перед практикой за­
дач, наряду с обычными задачами внешнего и внутреннего обтека­
ния, не позволяют считать вопросы математического обоснования 
исчерпанным.

В последнее время интенсивно развиваются методы приближен­
ного численного решения уравнений гидрогазодинамики. Именно 
эти методы и составляют теперь, наряду с физическим экспери­
ментом, главные инструменты исследования задач математиче­
ской физики. Характерными чертами большинства практических 
задач являются многомерность и нелинейность, из-за чего возмож­
ность их аналитш'сского решения становится, по существу, нере­
альной. Даже в случае линейных задач возникают затруднения, 
если расчетная область имеет достаточно сложную форму.

В численных методах, ориентированных на задачи гидрогазо­



6

динамики, к настоящему времени определился ряд направлений. 
Среди них выделяются методы конечных разностей, "крупных ча­
стиц", конечных элементов, интегральных соотношений, сеточно- 
вариационные и другие. Что касается динамики вязкой жидкости, 
то здесь наибольшие успехи связаны с применением метода конеч­
ных разностей, который и будет рассматриваться далее. Э тот ме­
тод выделяется простотой и универсальностью своих основ и мо­
жет обеспечить высокую точность результатов. Он применим для 
численного решения широкого класса задач, как для линейных, 
так и для нелинейных дифференциальных уравнений с различны­
ми граничными и начальными условиями. Принципы построения 
конечно-разностных аналогов краевых задач, такие как однород­
ность и консервативность, впервые сформулированы в основопо­
лагающей работе А.Н.Тихонова и А.А.Самарского [7]. Ими разра­
ботан интегро-интерполяционный метод построения разностных 
схем, позволяющий строить однородные и консервативные раз­
ностные схемы сквозного счета, которые дают возможность ре­
шать уравнения математической физики даже с разрывными коэф­
фициентами. Г.И.Марчук [8] предложил близкий к приведенному 
выше метод построения разностных схем, обоснованный на полу­
ченном им интегральном тождестве. Теория линейных разност­
ных схем, т.е. исследование таких свойств разностных схем, как 
аппроксимация и ее порядок, устойчивость, а следовательно схо­
димость посвящены монографии В.С.Рябенького и А.Ф.Филипова 
[9], А.А.Самарского [10,11], А.А.Самарского и В.Б.Андреева [12],
А.А.Самарского и Е.С.Николаева [13], Г.И.Марчука [14], С .К .Году­
нова и В.С.Рябенкого [15],Б.Л.Рождественского и Н.Н.Яненко [16],
Н.Н.Яненко [17], Р.Рихтмайера [18],Ю.И.Шокина [19] и других как 
в СНГ, так и зарубежных математиков- вычислителей.

Корректность нелинейных разностных схем исследована в ра­
ботах В.Н. Абрашина [20], [21], А.Д. Ляшко [22], Е .Г . Дьяконова 
[23], О.А. Ладыженской [6,37], P.Temam [24], У.М . Султангазина 
[25], Ш. Смагулова [26,27], Н .Т. Данаева[36] и Б .Т . Ж умагулова 
[21].

Построение эффективных численных алгоритмов для решения 
уравнений Навье-Стокса вязкой несжимаемой жидкости предста­
вляет большой интерес специалистам в области вычислительной 
гидродинамики. При рассмотрении этой системы в естественных



переменных возникают вычислительные трудности, обусловлен­
ные отсутствием граничного условия для давления на твердых 
стенках и построением сетки в областях со сложной геометрией.
С другой стороны система уравнений Навье-Стокса не является 
системой типа Коши-Ковалевской, поэтому непосредственное при­
менение метода дробных шагов затруднительно.

Численному решению уравнений Навье-Стокса в переменных 
скорость, давление посвящены работы [28]-[35]. Для построения 
вычислительных алгоритмов используются различные способы. На­
пример, метод искусственной сжимаемости в [28] метод маркеров 
и ячеек [29], методы основанные на е-аппрокси- мации в [30,31] и 
другие методы [32]-[37].

Прежде всего следует отметить идею аппроксимации уравнений 
Навье-Стокса уравнениями эвалюцнонного типа. Впервые эта идея 
была выдвинута в работе Н.Н.Владимировой, Б.Г.Кузнецова и
Н.Н.Яненко [30]. Р.Тсшаш в [31] предложил иной способ f -аппрокси- 
мации уравнений Навье-Стокса. Показано, что при определенных 
условиях на г, Л, г решение разностной схемы сходится к решению 
уравнений Навье-Стокса.

В  работе Жумагулова Б .Т ., Смагулова Ш .С., Данаева Н.Т., . 
Кузнецова Б .Г . [36] исследована сходимость экономических конечно­
разностных схем для уравнений Навье-Стокса.

О.А.Ладыженской и В.Я.Ривкнндом в [37] были исследованы 
различные разностные схемы дробных шагов. Некоторые разност­
ные схемы типа дробных шагов и итерационные схемы изучены в 
работе Г.М.Кобелькова [33]. Для численного решения уравнений 
Навье-Стокса для несжимаемой жидкости в естественых перемен­
ных широкое распространение получили конечно-разностные схе­
мы расщепления по физическим процессам [32]. Одним из основ­
ных моментов реализации явной разностной схемы является то, 
что условие непротекания на границах учитывается точно, а усло­
вие прилипания-приближенно на расстоянии Л/2 от границы по 
нормам, где Л-шаг сетки по соответствующему направлению. При 
этом для нахождения компонент вектора скорости необходимо ре­
ш ать разностное уравнение Пуассона для давления со сложными 
краевыми условиями.

Метод фиктивных областей в настоящее время широко исполь­
зуется для численного решения в задачах математической физики
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[38,39].
Впервые идея регуляризации области была выдвинута 

Э.Ч.Титчмарш ем [40], для задачи на определение собственных зна­
чений, однако в таком виде, как метод фиктивных областей пред­
ставлен в работах В.К.Саульева [41],[42], В.Я.Ривкинда [43] и 
В.Н.Лебедева [44], Mignot [45], Копченова В .Д  [46], Руховец Л.А .[47],
A.Н.Коновалова [48].

В.Я.Ривкиндом[43] рассмотрена задача Дирихле для эллипти­
ческого оператора второго порядка. Получены оценки близости 
решения исходной и вспомогательной задачи порядка -JI.
B.Д.Копченовым [46] получена более точная оценка порядка е.
В.И.Лебедевым для исходной задачи Дирихле для эллиптическо­
го уравнения предложен другой вариант вспомогательной задачи, 
полученный продолжением в фиктивную область по младшим ко­
эффициентам. Отмечается, что он более удобен с точки зрения 
численной реализации задачи.

Метод фиктивных областей эллиптического уравнения второго 
порядка с краевыми условиями третьего рода рассматривался 
Л.А.Руховцом [47]. Наиболее общая постановка вспомогательной 
задачи для эллиптического уравнения второго порядка рассматри­
валась Бугровым А.Н.[49].

Вспомогательные задачи, полученные продолжением в фиктив­
ную область по старшим коэффициентам, рассмотрены
А.Н.Коноваловым [55], А.Н.Бугровым, А.Н.Коноваловым,В.А. 
Щербаком [56].

Работа [39] посвящена использованию метода фиктивных обла­
стей для моделирования краевых условий в задачах фильтрации.

Обоснованию метода фиктивных областей на конечно-разност­
ном уровне посвящены работы Бугрова А.Н. [49], Ривкинда В .Я .[43], 
Утегенова К.У.[57] и др.Численная реализация вспомогательных 
уравнений, обусловленность которой, наряду с шагом сетки зави­
сит так же от малого параметра е .Вопрос построения итерацион­
ных схем, скорость сходимости которых не зависит от с, рассмо­
трен в работе А.Н.Бугрова [53].

Большой цикл исследований посвяшен методу фиктивных обла­
стей для уравнений Навье-Стокса вязкой несжимаемой жидкости. 
Более глубокому анализу метода фиктивных областей для урав­
нений Навье-Стокса посвящены работы Ш.Смагулова [50]-[56].В



предлагаемых вариантах метода фиктивных областей на границе 
вспомогательной области ставились такие же граничные условия 
как на границе исходной, т.е. проблема постановки граничных 
условий для давления или полного напора оставалась.

В первом разделе этой книги рассматривается метод фиктив­
ных областей как моделирования граничного условия для давле­
ния для уравнений Навье-Стокса.

Вопросам построения итерационных схем в методе фиктивных 
областей для уравнений четвертого порядка посвящены работы 
П.Н.Вабншсвпча и Т.Н.Вабнщевнча [38],[60].

В работе [61] рассматривается другой вариант метода фиктив 
ных областей для уравнений Навье-Стокса который основан на 
введении множителя Лагранжа. Затем строится итерационный 
процесс, с помощью которого находится решение вспомогательной 
задачи и введенный множитель. Проведены численные расчеты 
обтекания крылового профиля.

Отметим, что метод, близкий к методу фиктивных областей и 
названный методом фиктивных компонент, был предложен 
Г.И.Марчуком и Ю.А.Кузнецовым [62] и рассматривался в рабо­
тах Ю .А.Кузнецова, А.М.Мацокина [63], В.П.Ильина,
В.А.Коротксвнча [64], С.А.Войцеховского [65], Н.И.Николаевой [66].

В последние годы большое внимание уделяется методам деком­
позиции сложной расчетной области на простые подобласти при 
численном решении краевых задач математической физики. Эф­
фективными являются методы, которые позволяют свести про­
цесс решения исходной задачи к последовательности задач, рас­
сматриваемых в подобластях, имеющих более простую форму по 
сравнению с общей областью. Одним из таких методов являет­
ся альтернирующий метод Шварца. В этом методе область D 
представляется в виде объединения конечного числа подобластей 
Dm(m  ш 1 ,2 , . . . ,А/), причем каждая из подобластей имеет нену­
левое пересечение с другими. Предельный случай этого метода, 
когда подобласти Dm(m  =  1 ,2 ,. . ,  М) имеют лишь общую границу 
называется методом разделения области.Альтернирующий метод 
Ш варца известен в вычислительной математике уже многие годы 
[67],[68],[69],[70].

В настоящее время разработаны достаточно эффективные ал­
горитмы численного решения ряда задач математической физики

9



для случая простых областей. С учетом этого обстоятельства в по­
следние годы осуществляется поиск модификаций метода Шварца, 
обладающих более высокой скоростью сходимости, по сравнению 
с его классическим вариантом.

Итерационные методы разделения расчетной области основы­
ваются на классическом альтернирующем методе Шварца. 
Доказательство сходимости решения этого метода в соболевских 
пространствах, дается в работах Лионса Ж .[71]. Сеточные анало­
ги метода Шварца применительно к эллиптическим уравнениям 
рассмотрены в работах Кузнецова Ю.А.{72], Польского Б.С.[73], 
где установлена конечная скорость сходимости итерационного про­
цесса. Скорость сходимости которого оказывается тем выше, чем 
массивнее перекрытие подобластей. В работе Вабнщевнча П.Н.[75] 
на примере задачи Дирихле для эллиптических уравнений второго 
порядка рассмотрены некоторые модификации альтернирующего 
метода Шварца. Даются оценки скорости сходимости классиче­
ского и аддитивного(асинхронного) вариантов метода.

В работе [76] был предложен аналог альтернирующего метода 
Ш варца с разделением на две подобласти без перекрытия, сходя­
щийся со скоростью геометрической прогрессии. Построение это­
го метода существенно базировалось на использовании операторов 
типа Пуанкаре-Стеклова. Теория операторов Пуанкаре- Стеклова 
и на ее основе методы разделения на подобласти существенное раз­
витие получили в [77]-[80), а также в других работах этих авторов, 
ими были разработаны методы разделения области вариационных 
задач не только для эллиптических уравнений второго порядка, 
но и для некоторых задач теории упругости и теории переноса.

В работе [81] строится и исследуется итерационный метод с раз­
делением на подобласти (без налегания) решения смешанных кра­
евых задач для сингулярно возмущенного эллиптического уравне­
ния с большим параметром. Получены оценки ошибки решения в 
йространстве И'',1.
Легко заметить что методы Шварца и разделения области, фик­
тивных областей объединяются идеей перехода от решения задач 
в сложных областях к решению задач или последовательности за­
дач в областях, форма границ которых была бы более простой. 
Некоторые из алгоритмов этих методов будут рассмотрены в дан­
ной книге для решения уравнений Навье-Стокса.
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В настоящее время число научных работ по методу разделе­
ния области, методу фиктивных областей постоянно растет как 
в странах СНГ, так и за рубежом. Одной из причин этого роста 
является то, что данный метод часто позволяет осуществить рас­
параллеливание процесса решения задачи при использовании сети 
ПЭВМ , которые интенсивно внедряются в практику вычислений в 
последние годы.

В большинстве работ, посвященных численному моделирова­
нию вязких течений, для дискретизации расчетной области ис­
пользуется криволинейная система координат, согласованная с гра­
ницей. При этом, как правило, уравнения движения пробразуют- 
ся относительно независимых переменных, а компоненты вектора 
скорости по прежнему записываются в декартовой системе коор­
динат [82]-[94]. Такой подход не накладывает каких-либо ограни­
чений на систему координат, что упрощает процедуру дискрети­
зации расчетной области.

Построение разностной сетки для решения численными метода­
ми нестационарных уравнений гидродинамики можно рассматри­
вать как задачу определения в каждый момент времени t гладкого 
невырожденного преобразования некоторой области G< в физиче­
скую область Л'<; х : Gt —► X t, т.е. задание в области X t некоторой 
криволинейной системы координат. Узлы разностной сетки при 
этом определяются точками пересечения координат. Разностная 
сетка должна быть в каком-либо смысле "хорошей”, например, 
не сильно отличаться от лагранжевой, не очень деформировать­
ся, сгущ аться в областях с большими градиентами каких- либо 
физических величин и т.д.

Численное решение дифференциальных уравнений в областях 
со сложной геометрией границ эффективно осуществляется, если 
разностная сетка построена так, что два семейства координатных 
линий можно рассматривать как ортогональные. Задача постро­
ения ортогональных криволинейных сеток рассматривалась в ра­
ботах [82]-[85].

В  [82] конформное отображение было использовано для полу­
чения разностной сетки по зафиксированным точкам на конту­
ре области. При этом нахождение параметрической сетки, кото­
рая должна быть прообразом искомой, представляет определенные
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трудности. В [83] параметрическая сетка предполагается фикси­
рованной в процессе счета и отыскиваются не только внутренние 
узлы криволинейной сетки, но и узлы, лежащие на контуре обла­
сти, кроме угловых точек, положение которых определяется за­
ранее. В [84] рассматривается методика построения разностных 
сеток, близких к ортогональным с зафиксированными значениями 
координат узлов граничных точек. В указанных работах [82-84] 
задача построения криволинейной ортогональной сетки сводится 
к задаче минимизации функционала

где ы =  1 в работах [82],[83], и =  |/| в [84]. /-Якобиан отобра­
жения

Возросшие требования к эффективности современных вычисли­
тельных алгоритмов численного решения дифференциальных за­
дач, в частности, задач газовой динамики, привели к проблеме по­
строения криволинейных координат, зависящих не только от гео­
метрических характеристик области, но и от самого течения. Не­
которые вариационные принципы построения отображений, сгу­
щающихся в области больших градиентов, рассмотрены в [96],

В работе [88] на примере двухмерных краевых задач для элли­
птических и параболических уравнений второго порядка рассмо­
трены вопросы построения и применения адаптивных составных 
сеток. Вычислительная реализация основана на применении аль­
тернирующего метода Шварца и метола фиктивных областей.

В [89] рассматривается задача о построении ортогональных ко­
ординат для заданных областей с криволинейными границами, ко­
гда на Якобиан преобразования накладываются некоторые требо­

к ,т  =  1 ,2  (по повторяющимся индексам производится суммиро­
вания).

[97],[86].



вания.
В работе [95] для изучения трехмерного течения в канале с не­

регулярной геометрией используется численный метод интегри- 
рогания уравнений Навье-Стокса в криволинейной ортогональной 
системе координат. Описан эллиптический генератор расчетной 
сетки, близкой к ортогональной. Численно решена задача лами­
нарного течения несжимаемой жидкости через изогнутый канал 
квадратного сечения.

В третьем разделе для апробации предлагаемого метода реше­
ния уравнений Навье-Стокса в ортогональных криволинейных ко­
ординатах численно решена тестовая задача Роуча [98]-[103]. Дан­
ная задача посвящена изучению ламинарного течения жидкости в 
областях со сложной геометрией, т.е. в плоском канале с плавно 
расширяющейся входной частью. Приведены результаты сравне­
ния численных результатов с ранее известными численными ре­
шениями тестовой задачи Роуча.

В основе многих технологических процессов химической, нефтя­
ной, металлургической, горнорудной, атомной и других отраслей 
промышленности лежит явление протекания жидкости или газа в 
пористой среде. Расчеты для проектирования химических реак­
торов с неподвижным слоем катализатора, реакторов насыпного 
типа для атомных электростанций и т.п. требуют подробных све­
дений о картине течения в этих аппаратах. Одно из основных 
направлений развития химической технологии, связанное с бур­
ным прогрессом вычислительной техники, основывается на мате­
матическом моделировании технологических процессов. Распола­
гая математической моделью, с помощью современных ЭВМ  мож­
но расчитать характеристики процесса, отвечающие реальным 
размерам реактора и провести оптимизацию конечного результата 
по технологическим параметрам. Попытки математического мо­
делирования работы химических реакторов всегда заканчиваются 
успешно.

Актуальность исследования вопросов аппроксимации, устойчи­
вости и сходимости разностных схем, а так же численная реализа­
ция начально-краевых задач для уравнений, описывающих тече­
ние жидкости через пористые среды, обусловлена многочисленны­
ми приложениями в проектировании химических реакторов с непо­
движным слоем катализатора, фильтрации нефти в трещиновато­

i
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пористых средах сложной формы и т.п.
Закон Дарси широко используется при исследовании всех ви­

дов воды через пористые среды: притока к грунтовым колодцам 
течения воды в почве при ее орошении,фильтрации через основа­
ния платин и т.д . Кроме того, оказалось, что движение нефти в 
подземных пластах следует закону Дарси.

Экспериментальному определению проницаемости по Дарси для 
различных пористых сред посвяшены много работ [104]-[107]. По­
дробное изложение обших вопросов теории фильтрации можно най­
ти в [4,5,108]. Теоретически исследованы течения в слое или ре­
акторе в целом с использованием линейного и нелинейного закона 
Дарси для описания движения жидкости в неподвижном зернистом 
слое [105]-[112].

В работе В.П.Мясникова и В.Д.Котелкина [109] предложена и 
исследована гидродинамическая модель плоского химического ре­
актора с сосредоточенным вводом и выводом газа. В зернистом 
слое используется линейный закон Дарси, а в свободном простран­
стве- приближение потенциального течения несжимаемой жидко­
сти .В  работе [112] рассмотрена гидродинамическая модель плос­
кого реактора с центральным вводом потока. Определена область 
сходимости метода, исследовано влияние геометрических и дина­
мических параметров на течение в нем.

Экспериментальные исследования [105,106,107,110,116] течения 
в пористых средах, в частности, через зернистые слой, с заданным 
распределением скорости на входе показывают, что на выходе из 
слоя имеют место значительные неоднородности профиля скоро­
сти, причем максимум достигается в пристеночной области. Эти 
изменения течения через зернистые слои, возникновение, так на­
зываемых, ’’ушей” не находят объяснения в рамках классического 
закона Дарси. Классическая теория фильтрации предполагает по­
тенциальность течения вследствие малости скорости. Между тем, 
независимо от величин скорости такое предложение, вообще, гово­
ря несправедливо в окрестности границ пористой среды и способна 
приводить к парадоксам. Например, струи, проходящие сквозь те­
ло, замедляются, в результате чего за телом возникают существен­
ные неоднородности скорости, сохраняющиеся вниз по потоку, что 
возможно только при вихревом движении. Но вихреобраэование 
не( овместимо с потенциальностью течения в замкнутой области,
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занятой телом.
В работе Вайсмана А.М. и Гольдштика М.А. [111] развита те­

ория. учитывающая роль инерционных эффектов при движении в 
пористой среде. Дана приближенная постановка задачи, выделяю­
щая внутри пористой среды основную область течения, в которой 
справедлив классический закон Дарси. В качестве иллюстрации 
рассмотрен слабовозмущенный поток жидкости в плоском канале 
со вставкой из пористого материала.

В работе Б.П.Герасимова и других [113] предложена матема­
тическая модель конвективного теплообмена в пористых средах 
в приближении Дарси-Буссинеска в переменных гр,ы в осесимме­
тричной области. В этой модели при описании движения жид­
кости или газа через пористую среду рассматривается совокуп­
ность двух взаимно проникающих сплошных сред-твердой и га­
зообразной, действие которых друг на друга учитывается с по­
мощью эффективных объемных сил. Уравнения сохранения коли­
чества энергии и движения выписываются феноменологически, а 
конкретизация отдельных членов ведется с использованием мето­
дов осреднения параметров некоторой микроскопической модели. 
Модель реализована в рамках программного комплекса N EPTUN . 
Приводятся результаты тестовых расчетов.

Монография Ерш инаШ .А., Жапбасбаева У .К ., Балакаевой Г .Т . 
[114] посвящена вопросам математического моделирования полно­
го аэротермохимичсского процесса в аппаратах с подвижным ката­
литическим слоем, проточные реакторы, автомобильные нейтра­
лизаторы. Уравнения движения записаны в естественных пере­
менных и для численного расчета использована схема расщепле­
ния по физическим процессам [32].

В работе Ширко И .В.[122] предложена система уравнений для 
описания стационарного изотермического течения вязкой жидко­
сти и газа в недеформируемой среде. На входе в расчетную область 
заданы такие условия :

dVt
р =  con st , V, -  —  =  О,

на выходе- "мягкие” граничные условия. На основе метода по­
токов [123] разработан численный метод решения предложенных 
уравнений. При этом впервые в неодномерной постановке проведен



учет вязких свойств протекаюшей среды во всей области течения. 
Для определения коэффициента эффективной вязкости предлога- 
ется полуэмпирическое выражение в виде функции пористости.

Численное моделирование конвективного теплообмена вязкой жид­
кости в реакторах с пористой средой с криволинейными границами 
до настоящего времени не проводились. Характерным для таких 
задач является присутствие в уравнении движения жидкости чле­
на с быстроменяюшимися коэффициентами.
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1 . М о д е л и р о в а н и е  к р а е в ы х  у с л о в и й  в з а д а ч а х  

г и д р о д и н а м и к и  с  п о м о щ ь ю  м е т о д а  

ф и к т и в н ы х  о б л а с т е й .

Уравнения Навье -Стокса вязкой несжимаемой жидкости явля­
ются системой уравнений неклассического типа. Во-первых, она 
является нелинейной, неэволюционной системой, во-вторых в фи­
зической постановке отсутствую т граничные условия для давле­
ния. Это в свою очередь значительно затрудняет создание эффек­
тивного численного алгоритма для уравнений вязкой несжимаемой 
жидкости в естественных переменных. Уравнения Навье-Стокса 
для пространственных течений удобно решать в естественных пе­
ременных. Одной из актуальных проблем вычислительной мате­
матики является построение сетки в областях со сложной геоме­
трией. В последнее время для численного решения уравнений ма­
тематической физики в сложных областях применяется метод фик­
тивных областей [38]-[48]. Метод фиктивных областей для урав­
нений Навье-Стокса впервые применен в работе [50]. Более пол­
ные ответы  математическим вопросам метода фиктивных обла­
стей рассматривались в работе [55]. Метод фиктивных областей, 
как метод моделирования краевых условий для задачи фильтра­
ций рассматривался в работе [39], а для задачи гидродинамики 
в переменных функция тока, вихря скоростей изучена в работе 
[56].Впервые методу фиктивных областей как методу математиче­
ского моделирования граничного условия для давления посвящена 
работа [181].

В  настоящем разделе метод фиктивных областей рассматрива­
ется как метод регуляризации областей и моделирования краевых 
условий для давления или полного напора уравнениям вязкой не­
сжимаемой жидкости. С Помощью этого метода удается постро­
ить эффективный численный алгоритм для расчета давления или 
полного напора. По сути дела определение давления или полного 
напора сводится к решению задачи Дирихле для уравнения Пуас­
сона.



1.1  Л и н ей н ы е стац и о н ар н ы е уравнения С т о к с а .

В области Н С Я '1 с границей 5  ищем решения уравнении Стокса

[6 ].
рД«; - V p  =  /, ( 1.1.1)

divv =  0 , v |,= 0 ( 1.1.2)

Рассмотрим множество Л4(П) бесконечно дифференцируемых фи­
нитных в О соленоидальных векторов и введем в нем скалярное
произведение
[«, и] =  / иХк ■ vXkdx =   ̂их • vxdx, норму

Н я » ,  =  M l  =  1®«11о *=
Пополнение М  (П) в метрике L2(П) и Я (П ) приводит нас к полным 

гильбертовым пространствам, которые обозначим Vq(Q), V i (П). 
П о с т а н о в к а  всп о м о гател ьн о й  зад ач и . В области D , строго 
охватывающей область П С D  с границей 5 1 будем решать сле­
дующую задачу:

pA ve -  Vp1 =  /, в П
* Д г ‘ -  Vp‘  =  /, в А  =  D\П, (1.1.3)
Я* =  0 , в D.

Vе ■ г  — 0 ,ре =  0, на S i, (1.1.4)

с условиями согласования

H l s  =  0, — 6 • пре]|5 =  0, (1.1.5)

где т- касательный вектор к границе 5 ь (  ] означает скачок при 
переходе через 5 ,  ^-метрический тензор, п- нормаль к границе 5 , 
f продолжен в D\ с сохранением нормы Lj(D\)

Введем множество бесконечно дифференцируемых соленоидаль­
ных в D  вектор-функций v(x), с касательными составляющими 
обращающихся в нуль на 5 :
M {D ) =  {t>(x) 6  C°°(D ), divv =  0, v • r  =  0, x  €  5 } ,
где r -касательный вектор к границе S . Пространства, получен-

о *
ные замыканием M (D ) в нормах £j(Z ?) и 1У2 (£*) обозначим через 
v m v i ( D )  , их сопряженные пространства V *(D ), V *(D ), причем 
V (D ) и V*(D ) отождествляются. Здесь и в дальнейшем использу­
ются обозначения, взятые из работы (6],[144].

18
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Продолжение уравнений (1.1.1 ) ,(1 .1.2) в область будем на­
зывать продолжением по фиктивной вязкости. Известно [129],(134] 
если v(x) 6  И'2г( 0 |)П1 i(J3), 
u ( x )€  H i(D ),S i € С 2, то

' “)  *5> = ~k(x)(v'u)'1 6 5)- (1Л6)

где А.(г)- удвоенная средняя кривизна границы 5|, H\(D)~ множе­
ство векторов и €  (D ), удовлетворяющих краевым условиям
(1 1.4) и таких, что £  и ■ nds =  0.

О пределени е 1 .1 . Обобщенным решением задачи (1.1.3) -
(1.1.5) называется функция Vе (х) е  V,(D ), удовлетворяющая сле­
дующему интегральному тождеству

- ц  J  v‘t Фtd x - ~  I  t/J-Ф, d x - ~  I  k(x)v ‘ $ ds  =  // Фс/j, (1.1.7) 
П e D, e  ' d

с любой
Ф е щ о ) ,

где / продолжен нулем вне 11.
Т е о р е м а  1 .1 . Пусть / и к(х) > 0 являются линейными функци­
оналами над пространством V\(D). Тогда существует единствен­
ное обобщенное решение задачи ( 1.1.3 ) -(1,1.5).
Д о к а за т е л ь с т в о . В интегральном тождестве (1.1.7)положим Ф =  
vr } в результате имеем:

И К 1Й +  711^  1|о, +  7  /  * ( * )  W 'd x  =  / /  • v 4 x .
£  Sx D

Используя неравенство Шварца, оценим:

\ f f * d * \ < 6 K f D  +  Ct m %v №
о

Отсюда имеем:

После этого в силу теоремы Рисса [6] легко доказывается теорема 
1.1 и для решения имеет место оценка (1.1.8 ).



Далее уточним оценку ( 1.1.8 ) в смысле порядка е. Для этого 
обращаемся к интегральному тождеству (1.1.7). Пусть ф as id щ 
D\. Продолжим г  в П с сохранением нормы ||и'||цо(/>,«,divtF — 0.
Теперь в (1.1.7). положим Ф =  ф,

ц J  t£ • фхФх f  £  || \vlfdx  +  /  A:(x)|vr|*rfarj =  (/, ф)

О тсю да имеем

■20

е  | /  I>'х\ d x  +  j  k(x)\v‘ I </г| <  ft|jvx (|jjjj})||Ф ,||t,(n)Ф II/IIи,*(D)II ’̂11 Vj(0 ) <
V). S i /

-  (- (/'1К11й(П) +  11/11ц*(П)) • +  f  к (* )№ [*ёх \

Следовательно

II’’Mlи до,) < sC . (1 .1 9 )

Т е о р е м а  1 .2 . Пусть / e  £,(£> '), &  C Du  тогда обобщенное ре 
шение задачн(1.1.3)-(1.1.5) и* принадлежит W (/7") для 1У[ С D\
и удовлетворяет уравнениям

'- Лг? ~  =  / * йп''* ~  0 почти всюду в D", где /  €  Щ l(D “)

Пусть D?- любая строго внутренняя подобласть области £Х. фи к
сируем ее D ' С D ,. Возьмем Ф в ( 1.1.7) в виде

Ф »  rot (^rotvd^ ,

где (h усреднение

/  ы,(|* -  „|). H(y)rfy *  у

М--И<е р
г достаточно гладким неотрицательным усредняющим ядром * ( Ы ) .  
равным нулю при |„| > ] и такнМ) ЧТо интеграл от нер по „ Д

I [ а н( г ву равен некоторой константе Н  умноженной на р"

/ “ ( 1 ; | ) * - * л



£(х)-дваж ды  дифференцируемая непрерывная неотрицательная фи­
нитная в D\ функция, равная 1 в D'[ С D\ и не превосходящая 1 
во всем D\.

Подставим взятое нами Ф в (1.1.7) и сделаем ряд преобразова­
ний, заметив, что операция усреднения перестановочна с операци­
ей дифференцирования. Благодаря этому, имеем:

-  j f  ■ Фdx =  *  f  v‘t ■ <t>xdx =  f j '  v‘ [rot {C ro i^)\l>x dx =

=  I f  VU [ro( dx -  ~ t  I  & vp • rot { ? Г0Щ ) dx-ОJ D\
( 1.1.10)

rot (? ro tv p) =  ? ro tro tv p+
+ g r a d ?  x rotv‘p =  - ? A v ‘ +  g r a d ?  x rotv‘p. (1 ■ 1 • 11)

так как
divvp =  0 .

Поэтому из ( 1.1.10) учитывая (1.1.11) получим:

? ! ? ( A v t f d x  =• щ \ и

-  f  [~ fprot { ? rotv',) +  fA v pgrad^2 x rotv^dx. 

Оцениваем правую часть, по неравенству Коши, имеем

( 1.1.12)

/  [~ fp rot dx
V,

< & l e { A v t f d x  +  Ct [  |/,|2 dx, 
о; о;

-  j  A vp ■ g r a d ?  x rotv‘pdx
e  h

где C i и C i не зависят от s.
Отсюда следует:

Я 
£

< 6 ^ f ?  { A v t fd x  +  C ^  J  |Vt^|J d.r,
'0[ f  o',

- J ?  ( A v t f d x K C  <  oo.
£ O',

Отсюда в свою очередь следует оценка производных второго
порядка для vc



Переходим к пределу в (1.1.12) при р -+ 0. В результате получим

22

Теперь тождество (1.1.7) перепишем следующим образом:

для любого Ф €  М{1У1). Так как М (£))-плотно в М{£У() и *Д«/ -  
/ €  Li(D'{), то *A v ‘  — / есть градиент некоторой функции ре 6  
И j1 (£>'/), так что — Vp* =  /, где р* есть искомое давление. В 
области П вышеизложенное можно исследовать аналогично. 

Л е м м а  1 .1 . Имеет место оценка

Д о к а з а т е л ь с т в о . Правую часть (1.1.12) оцениваем следую­
щим образом:

(1.1.13)

(1.1.14)

Отсю да получаем:

т.е.

j  e {A v ‘f)7dx< С

Теперь снова обращаемся к ( 1.1.12), (1.1.15) и имееми имеем

f  t 2 (Avep)2 dx < Се C e(j ^(Avtfdx)1'*] <  <71+1/» . ei+i/*+i/«_



Далее рассуждая также, получим

/  ? ( А i t f ' h  < C ,£ 1 + 1/ni' 1+,/8+
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1У;

Лемма 1.1 доказана.
Т е о р е м а  1 .3 . Пусть / €  L2(D ) .S .S l €  С *,к (х ) > (), тогда для 
решения задач (1 1.3)-(1.1.5) имеет место оценка

^ И ”'11?г?ф|) +  Ир 'Ии-До ,) +  И' г !1иЧ(0) +  ||р1 и *(0) <  П 1 /И £ ,(0 )

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам достаточно вывести априорные опенки 
вблизи границ Si и 5 . Перепишем задачу (1 .1 .3),(1 .1 .4 ) в D |

f £ i ' e -  Vpe =  /,
divv* =  0 . (1.1.16)

/ Is , =  О. t'f • t|S| =  0 .

Применяя операцию дивергенции в ( 1.1 16), имеем:

Д pr -  - d i v f .  (11.17)

Отсюда легко выводим оценки первой производной вблизи грани 
иы 5(. То есть

/  |vPf r f r < q | / !| M0|t
r>i(S,)

где Df(S|)-o6aacTb вблизи границы S t с диаметром 6. Теперь из
(1.1.16) для Vе в D\ получаем задачу

Ди* =  i (V p '  +  f )  , dtrr*  =  0 , vf r|5l = 0 , (1.1.18)

/ is ,  =  О

Задача (1.1.18) подробно изучена в работе (128). Используя ре­
зультаты. полученные в [128], получим:

II* * II №j (D{(S,)) <  f̂||/|| (1.1.19)

Оценки вблизи границы 5  получаются точно так же как в работе 
(55). Итак, теорема 1.3 полностью доказана.

О ц ен ка ск ор ости  схо д и м ости  реш ения в м ето д е ф и кти в­
н ы х о б л а сте й .



Т е о р е м а  1 .4 . Пусть выполнены все условия теоремы 1.3. Тогда
имеет место оценка:

IK  -  1'ЦнДП) +  II/ -рИн'ДП) ^  C\\f\\L m  ■£. ( 1.1.20)

Причем эго оценка скорости сходимости неулучшаема.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим v‘ — v =  И-', рс — р =  я. В си­
лу уравнении (1.1.1)-(1.1.2) и (1 .1 .3)-( 1.1.5) для W.n в области П
получаем задачу:

p A l T - V 7r = :0  , divW  =  0 , ( 1.1.21)

W\S =  /|5 ,

причем ||v*||vv>/’(5) < Се.
В силу теоремы устойчивости по граничным данным решения

уравнений Стокса [6] имеем:
Ч

IK  -  ' ’И^ДО) +  II/ ~Т’Ни'ДО) <  Cl/Mlw^^s) -  Се-
Теорема 1.4 доказано.

С п ек т р а л ь н а я  за д а ч а . Рассмотрим оператор
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-  I  '  7 "  "  п  ( 1.1 2 2 )( fAusj -  Vpj, в D u v '

divu/j = 0 ,  в D -  D x[J f i .

JJ ■ r U  =  0 , p|s, =  0 , > =  1 ,2 ,...

=  0 ,
5

Оператор .4-самосопряженный* Рассмотрим теперь для этого
оператора задачу на собственные значения

A .U j — \ j t j j (1.1.23)



2.5

Обобщенное решение задачи (1.1.23) удовлетворяет формуле

/((Уд.; ,У Ф )п +  ^

+  /  k(x){4>j ■ <i>)ds

(Усдя У Ф )А +

=  А; (и,я Ф Ь , УФ € Ц ( 0 ) ,

Множество функций {uij} образует базис, и справедлива оценка

1И ,;гИм0) -  С  (1К 1к ( 0 ) + , 1К 11и7 (о,)+
+ II l’f 11̂ ( 0) +  ll/,f|U,(0) +  II II £,(£>,) +  l|VpJ|U,,n)) •

(1.1.24)

Если S ,S i -достаточно гладкие, то решение задачи (1.1.22),(1.1.23) 
достаточно гладкое в каждой из областей ft, D\ [6]. Справедливо 
следующее разложение в ряд Фурье

« (* )  =  E ( u(I )>u't)o wbV u (x) 6  Vi{D).
к- 1

1 .2  М одели р ован и е гр ан и ч н ы х условий д л я  п олн ого на­

пора Р  +  ^  =  Q и д авл ен и я  д л я  ст а ц и о н а р н ы х  у р а в ­
нений Н а в ь е -С т о к са .

Предлагается один способ математического моделирования гра­
ничных условий для полного напора или давления для уравнений 
Навье-Стокса методом фиктивных областей. На границе вспомо­
гательной области S 1 задается полный напор или давление и ка­
сательная составляющая вектора скорости.

П о с т а н о в к а  задачи . В области П с границей S  рассмотрим 
трехмерную стационарную модель течения вязкой несжимаемой 
жидкости

vxroh/ =  p A o -V Q  + /, 
divv =  0 , Q = p + 1Tp, 

с граничным условием
v|5 =  0 . ( 1.2 .2 )

Задачу (1.2.1),(1.2.2) решаем методом фиктивных областей в D

• v* х rotv1 =  div(neVv‘ ) -  +  /, divve =  0. (1.2.3)



Уравнение (1.2.3) решается со следующими граничными условия- 
ми и условиями согласования

V - r | S l = o ,  g*|5, - o ,  (1.2.4)

[//'V t/ -  Q 'i  • n]|s =  О, И 1 5 - 0 ,  (1.2.5)

где

/  =  в п
** \ It в D u D =  D iu n .

/ продолжаем вне П. с сохранением нормы в L j(Q ).
О п ределен и е 1 .2 . Обобщенным решением задачи (1.2.3)-(1.2.5) 
называется функция v‘ €  V\(£>), удовлетворяющая интегральному 
тождеству

/(И х rote') ■ 4- / //Vi/* • v W x+
0  ® ( 1 2  61
+  * ^  ■ y d s  ■= j {  • y d x .

для
V ^ € V ,(Z ?)

Т е о р е м а  1 .5 . Пусть / 6  V y(D ),S , S j -кусочно гладкие, <;(г)-удвоенная 
кривизна границы S i, неотрицательная функция. Тогда сущ еству­
ет хотя бы одно обобщенное решение задачи (1.2.3)-(1.2.5), и для 
решения имеет место оценка

Ж йщг») +  - | K lk , ‘(Di) <  C\\f\\y^D).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть w i . w j , базис в V j(D ). Тогда при­
ближенное решение задачи ( 1.2 .3) - (1.2 .5) будем искать в виде ко­
нечной суммы

^  =  (1.2.7)

К  X rotv^U i) +  j  n' ( v <  • Vw.) dx+

+  f  ^  b ( x ) ( * 4  • W t) d s  -  / ( /  • U i)d x  =  0 ,  t =  l , . . . , m .  ( 1 - 2 - 8 )

1ы собираемся показать, что система алгебраических уравнений 
, 1.2.8) имеет хотя бы одно решение. В этих целях используем лем­
му о неподвижных точках Брауэра (144). Умножим ( 1.2 .8 ) на

2
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суммируем uo « — 1 и составим сумму:

( П О ,О  =  к  X ro*i/*mtt £ )  +  j  // (V t* . • V i,‘j d x -  

- f ( / , v eJ d x  + * / * (x )K | 2c/s=//i'|VvJ,|sdx+

+  ? / * ( * ) K I * *  -  /(/ • Wm)d*.
(1.2.9)

Имеем:

D
Следовательно,

a значит (Р (£ ),£ )  > 0 , причем последнее условие выполняется при 
|{ | =  Р' ГД(‘ />-достаточно велико. Итак, сущ ествует функция v‘m с 
[w i,...,w m], удовлетворяющая равенству ( 1.2 .8 ) и, кроме того, име­
ет место неравенство

П р ед ел ьн ы й  переход. Из (1.2.10)следует, что г*т-  ограничено- 
в V( (D). Следовательно, мы можем выбрать такую последователь­
ность v‘kl что v‘t - *  Vе слабо в V,(D), при к - + оо.
В силу теоремы вложения vj -► v* сильно в L 4(D ) при к -4  оо. 
Пусть 1 фиксировано, к > ». Имеем

/ (v{ х roti’i  • w.) d x +  J  p* (V vJ • Vwi) rfx+

■+* / * ( * )  (ttf • u .) c/5 - f  f  ■ u .dx  =  0. ( 1 2 1 1 )
Si О

Покажем, что имеет место

У У | ^ < ,| 2</х +  J  /  <  C||/|| .̂(D). ( 1.2.10)
D Si

I  (v[ x  rotv‘k ■ U i )  dx = J  (v‘ x rotv1 ■ W.) dx. 

В самом деле

D

D



j(i'I — v‘ ) x  rotv‘k ■ Wj jrfj; < 
D

<  II1’* -  1 * II £<(/)) || l| Lt(D) llwiII Lt(D) 0 , k  - > 0 0 ,  

j  (v‘ x \ rotv‘k -  rotv‘ ) ■ u>{) dx -*  0, к -+ oo.
D

Теперь перейдем к пределу d ( 1.2.11) при к -у оо, получим:

для любого ».
Теорема 1.5 доказана.
Теперь получим более точную оценку в смысле порядка е. Обра­
щаемся к интегральному тождеству (1,2.6). Построим функцию 
фе(х) в D  следующим образом. Положим фе ~  v ‘ ( x )  в  D\ и про 
должим в Г2. сохраняя норму

llv1 II11(D) 5; (- ||y,f||и',|(Р|)- Положим в (1.2.6) ф =  У'', в результате 
получим:

/(t/ х rotn1 • il'l )dx +  • V ^ )< k +

+ ? (/  | V o 'p rfx+ ^ (x)K p rfa ) m j f . ^ d x .  ( I 212 )

Оцениваем интегралы, входящие в (1.2.12), учитывая свойства 
функции УЛ

J  ft/ X rotve uij) dx + jf*' (vv* • yw,) dx+

+  ~ j  k[ j) (v *  • w()tie -  / (/  - w,)dx =  0 ,
s. о

|/(/ ■ V-‘ )rfx| < ||/|к.(0 )||.//||Ц(£)) < С Щ у ;10)\\фЧ\щт

j / ( V v‘ . vy /)c fc | <  |  v  v'Htl(n, | |V y '| | tl(n) <

-  С *1^11^(П)11^Иц(д, <  C H V v‘ ||/jl(0)| |y / | |„ ,(Di)

\ W  X  г « * „ ‘ . r ) i x | <  . | ^ | W 0 )  <

£  C||rotv1 IIL)(Df||||ц ,0 )кф((Iwi{D )



Подставляя в ( 1.2.12), получим:

jlKII wi(Dl)<c~(f |v̂ !2dx + /*(x)K|Vs),/a < c\\nv.{D).
V , Si

(1.2.13)
З а м еч а н и е , Единственность обобщенного решения задач (1.2.3)-
(1.2.5) следует при малом И/Цк^о) или при достаточном большом 
/< > 0. Заметим,что в оценках (1.2.13)постоянные не зависят от е. j 

Следовательно, из последовательности {в 4} можно выделить под 
последовательности {д4<}, для которых при е, -а  0 . имеют место 
соотношения

v4‘ -4  в слабо в W j  (П)

в4' -4  в сильное L 4( ft) /10 141
в4‘ —» 0 сильно в L j(S )  

в4' -4  0 слабо в H'j (D i).

Теперь переходим в интегральном тождестве (1.2.6) к пределу
при

е, -4  0 и положим из класса V'i (П), в результате заметим, 
что v является обобщенным решением задач ( 1.2 .1) ,(1.2.2).
О ц ен ка ск ор ости  сход и м ости  реш ен ия за д а ч и  ( 1 .2 .3 ) - (1 .2 .5 ) .  
Имеет место следующая

Т е о р е м а  1 .6 . Пусть выполнены все условия теоремы 1.5. То­
гда имеет место оценка

F  ~  ^Ни'ДП) +  II\р ‘ -  Л||/.,(П) < С е, (1.2.15)

при достаточно большом // > 0, причем оценка (1.2.15) неулучша- 
емая в смысле порядка е.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что

Это следует в силу (1.2.13) и из теоремы вложения. Теперь постро­
им фе(х) , которая 1/(5  =  V'f(x)|s- Ф‘ (х) продолжаем вовнутрь ft 
с сохранением нормы [6]

tillin '.!(О) <  ^,|N'*lln',l/,(S) -  ^ £' divip1 — 0

Обозначим и ‘  — Vе -  фе , для и !  выполняются условия d iv u 1 — 0,

u4U =  0 -

29  l
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Положим в интегральном тождестве (1.2.6)

у  (П),у> — 0 в D\,v* =  u" +  V'<,

имеем

/((«* 4- V )  х rot(uf +  V )  ‘ <fi)dx+

+ р /(V ( uf +  tf*) • Vy>)<fx <pdx =  0 .
(1.2.16)

Обобщенное решение задачи (1.2.1),(1.2.2) удовлетворяет интеграль 

ному тождеству

f ( v  х roto • v )d i  +  ц J (V v • Vv>)dx =  / /  • ydx. (1.2.17)
0 O f t

Обозначим u*-t/ =  w, из (1.2.16), отнимая (1.2.17) и полагая у  =  w, 
получим:

^((м* -  v) х  rotv ■ w)<ix х ro<(uf -  v) • w)rfx+

+  ^(^ ‘ x rofu' • w)dx +  ^ (u* x rofV’* -w)dx+

+  /(V»' x rofV1* • w)<fx +  p / IVw'pdx +  p/(VV'* • Vuj)dx =  0 .

(1.2.18)
Здесь /(w x rotv ■ u)dx  =  0.

0
Остальные слагаемые соотношения (1.2.18) оцениваем так 

< || гotû  Ц £, (П) II ̂  (О) II II Х.4 (П) <

<  ||го<^'11 (̂0)11^11^(0)llwIU4(n) <

| ( v x  rotw • w ) d x

<  c ib l l  . i(n )||Vw|

J/ (V ^ X • u i)d x

^  C|lv< ll^i/i^ IMIiv,l(n) <  C e1,

<&\

/ W  ■ V u)dx

Vwllli(0 ) +  C»|

<  /i I I V I I  II Vû ll t ,(0) <

Подставляя полученные оценки, собирая подобные 
при малом 5, имеем

слагаемые
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/< -  C-V\\J. -  s > 60 >  o.
» »lwJ

Это может быть при малом ||/||2.- или при большом и > 0.
V',(0 )

Теорема 1.6 полностью доказана.
Далее рассмотрим нелинейную стационарную задачу в поста­

новке поля скоростей и давления

( i ' - V ) i ' +  Vp =  р Д г  + / , ( 1.2.20)

(iivv — 0 ,
; о ( 1 2 .21)в|<у =  0 . v ’

Вспомогательная задача метода фиктивных областей сводится к 
решению уравнений в области D.

( rf V K - V /  =  rf,v(/i'VtO +  /,
dtvv1 =  0 , (1 2 22)

« _  (1.2.23)

(//Vt1 - р ! S •nlj5 =  0 ) [t/rJ(5 =  0. (1.2.24)

/ продолжен в D\ с сохранением нормы L ^ t})  Отметим, что при 
получении априорных опенок решения вспомогательной задачи в 
постановке поля скоростей и полного напора при умножении нели­
нейных слагаемых на в£ после интегрирования они обращаются в 
ноль. Здесь это не получается, т е.

/ (в ' • У )в г • i fd x  ф 0 .
D

А п р и ор н ы е оценки реш ен ия зад ач и  ( 1 .2 .2 2 ) - (1 .2 .2 4 ) .  Умно­
жим (1.2.22) на Vе скалярно в Lt (D ), получим:

р / -f ? f  |Vt-'pc/x +  f  I Jt(*)|w*{2*  =

-  / |Bf |2(Bf • n)dg +  /(/ • v‘ )dx. (1.2.25)
Si D

Оцениваем слагаемые (1.2.25) по теореме вложения.

(/ |в*|2(вг • n)rfs| = J  |o'|Vs.
s,



Для оценки правой части будем использовать неравенство (135)

НЧ1,,5, < C H V u l I J J u l l '^ a  е  ( 0 ,1), q =

В нашем случае q =  3,»» =  3, а  =  5/6, G =  D\

IIи11з Si ^ ^11  ̂ "ll/,(Di) ' llull/,(£>,)• (1.2.26)

Используя неравенство (1.2.26), из (1.2.25) получим:

/I j  |Vvf |J</x +  - ( f  \Vvc^dx +  j  ik(x)|o'|2da) < 
n £ \  s, '

<  И Л к ч й М а д  +C ||V ,‘ ||$« 01| ■ <

< % ‘ ||’ ,(„  +  CV||/||J..(D,+

/
X 5/4

*(х )| И | **) .

О тсю да вытекает:

+ ( £  -  с » м С . ,  • i ^ i i l j i K b  <
где

,  ч i / i
|Vvf | dx +  f  *(x)|t/|JdsJ  , 

f -возьмем таким достаточно малым, чтобы выполнялось

я/ » > c . l» '| W a ) M ;3 i .
О тсю да имеем:

^ 11̂ * 111,(0 ) +  £|K ||?.0 l <  С||/||2И.(0 ). (1.2.27)

В силу теоремы вложения

I I ^ I I m o , ,  < c 0||v‘ ||liO l.

Ка 4 ---2 7 ) может быть справедливой, если е взять достаточно
малым, Чтобы выполнялось условие

^ 2 t '  ~ ! l / l l t . ( n ) -  (12 .28)
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Н Л кФ ) <

Т е о р е м а  1 .7 . Пусть / 6 \\(D) и выполняется условие (1.2.28). 
Т огда сущ ествует хотя бы одно обобщенное решение задачи (1.2,22)-
(1.2.24), и для решения имеет место оценка

при достаточно большом р  > 0 .
Существование решения доказывается методом Галеркина. Ис­

пользуется теорема о неподвижных точках Брауэра [144] при ма­
лом е > 0. Оценка (1.2.29) получается точно так же, как оценка
(1.2.13). После этого получим, так же как в теореме 1.6 оценку

при малом И/Нц.ф,- Если ( / ,« / ) -  решение задачи (1 .2.22)-( 1.2.24), 
то (vl ,p* 4-С о )-  (С0 произвольная постоянная) также является ре­
шением задачи (1,2.2?) (1.2.24), и С0- возьмем так, чтобы выпол­
нялось условие

Пусть t/'r\s ~  « 'Is , ф' продолжаем в П, сохраняя норму

;((<«' +  Ф') V ) K  +  V ) ,v )d x  4- р  /(V(u? +  ф‘ ) • V 0 ')rfx  =

кроме того

IK Ik (D ) + -|Kllt,£>i < С||/1К (Д ), (1.2.29)

IK  -  v||h-,'(0 ) +  Ж  ~ PlU,(n) < Ce,

IK  ~  t/IK,l(n) < C e,

J  p‘ dx — 0 .
n

IN'f ||w,'(n) <  Н К й и Л '^ Г

Тогда

(1.2.30)
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для любого хр 6 И-; (П). Оцениваем р' -  р в негативной норме

sup \1(р‘ -  p)div<pdx <
M l. =110 

*1
< sup !/[((«' +  V > ') -V )K  +  Г ) -  < p ) - { (v -V )v  -ip)]dx+  

HI • =i**
"I ,
Ф j/((V(Mr + V ) -  V v ) ‘ V<p)dx.+  sup 

Ml - 
w\

(1.2.32)
Оцениваем интегралы (1.2.32) по неравенству Гельдера

/((«'■ V)uf - ( v V ) v)-v>dx = |/((((u'-w)-V)«4(v-V)(u*-v))-9)rfj-| < 

< ( I K  -  H Im oiIIVu'IIw o) +  l « W ^  “  v)IU,(n>)-

| / ((V (« ' +  ф1) -  Vu) • V ^ \  <  (||V(u‘ -  v)| +  IIV^IDIbH и (П). 

| / (K  • V ) * '  • v)dx\ +  |/((0‘ • V)U* • V)di < Ce||<̂ ||, i 
" V ,(n)

Следовательно, мы приходим к неравенству

sup
Ml • w\

J ( p ‘ ~  p)div<pdx <  eC,

О тсю да следует

IK  -  PlU,(0 ) <  C e.
Теорема 1.7 доказана.

Существование сильного решения доказано в следующей теоре­
ме.

Т е о р е м а  1 .8 . Пусть 5 ,S ,  €  С *, f  €  L7{D ), k{x) -  неотрица­
тельная функция. Тогда сущ ествует хотя бы одно сильное реше­
ние задачи (1.2.22)-(1.2.24), и для решения имеет место оценка

11у Иц(О) +  ||ц ||ц->(П) +  -|K||w',, (Dl)+



+ ll/IU,(0) + IIV H ^o , + ||V /||il(Dl) < С\\/\\щ0),
кроме того

Jll’e _  Ч1и?(П) +  I\pe ~ Plliv^n) < C e, 

при достаточно малом ||/||£,(0 )-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Приближенное решение задач (1.2.22) -(2.2.24 

будем искать в виде конечной суммы

N

4  -  £  « м »
1=1

где -собственные функции оператора (1.1.22),(1 .1 .23). 
а,-находятся из системы алгебраических уравнений

( ( 4  • V )v } / ,v j)o  +  (/ V t / , V u j ) D =  (f,u ij)D, j  =  1

(1.2.33)
и для решения v*N имеет место оценка

I l 4 lk ( 0 )  +  “ II ̂ 4 II «7(0,) <  СII/IIi',* (О)-

Умножим (1.2.33) на а ; Л; , суммируем по j  =  1 и, исполь­
зуя оценки (1.1.24), имеем:

“ II411*7(0,) + IK|llV,J(n) <
11(4  • ^ )^ IU ,(n ) + 1|(«* • v )^ IU ,(0 ,) +  ||/||t,(0 ),

11(4 • V )4 IU ,(0 )  <  ||Vt/̂ ||i 4(n)||û ||i<(n) <

< • nv»s,K^n) - <
5  Ни'дп) +  c .B / ft .m ,.

Аналогично:

11(4 ■ v )4 IU,(o.) £ <J|l4 l l^ (0i) + ^ l l / l l l , ( 0,)-

3 5 ;

И так, получена следующая оценка

-II4 IIu7(0 ,) +  Il4lliv ,j (ft) < c\\}\\Lj(Dy (1.2.34)



После перехода « пределу « о »  предела»». ♦У »™ »*
vl €  W jfflJ .v *  £  VV'j (-Di) удовлетворяет уравнению (1.2.22)-(1.1.14)
почти всюду в 0 „ П  на S  в соответствуюшей мере.

Теперь покажем оценку скорости сходимости. Обозначим 

t; =  И7, для W*- получим задачу

{W  • V)v* +  (v ■ V )U ' =  /iAWK -  V(p‘ -  p), 

divW  =  0 ,

И’|5 =  ve|5 €  ^ /J(5),||t-f IU v >(5) <  еЦ/Hwoj-

Используя теорему об устойчивости линейной задачи по гранич­
ным условиям и по правой части, получим

НИ'Вигдо) +  I I ~  Р)IU,(0 ) й  С Ш  ' v Klk><0)+  , ,  2 , м
+ l l ( v V ) ir | U l(n))+.q|v'||< ,(5).

Оценим правую часть (1.2.35) по теореме вложения

||(W  • V )vf ||t , (n) <  ||Vvf ||i4(n)||W'||£4(n) <  С||/||^(П)||^1к>(П).

К »  • V )W/1lt*(nj <  llvUl«{Q)fiVW^llt«(0 ) <  С||/1к,(П)НИ/11и'’ (П)-

О тсю да и из (1.2.35)имеем:

(1 -  c m w d m w i v )  <  С 1 И 1 < ’(5> <  с е .

Предположим 1 -  С'Ц/Цt»(Q) >  <*о >  0 и имеем:

т * ц а) < Се.

Теорема 1.8 доказана.

1 .3  М а т е м а т и ч е с к о е  м одели р ован и е к р а е в ы х  условий д л я  
д авл ен и я  и полного н ап ора в  н естац и он ар н ы х у р а в ­
н ен и ях Н а в ь е  - С т о к с а  м ето д о м  ф и кти вн ы х о б л а сте й .

П о с т а н о в к а  зад ач и . В ограниченной области П С Д2 рассмо­
трим начально-краевую задачу для нестационарного течения вяз­
кой несжи-маемой жидкости. Задача сводится к решению системы 
нелинейных уравнений Навье - Стокса

dv
•fi +  ( v V ) v  =  p & v - V p  +  f ,  (1.3.1)

36



divv — 0, (1.3.2)

v|<=o =  0, v|s =  0. (1.3.3)

Для простоты будем предполагать vo(t) =  0- Вспомагательнал 
задача, соответствующая методу фиктивных областей, сводится к 
решению системы дифференциальных уравнений в D — D\ U Д.
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^  +  к  • V )v‘ =  div(p‘ V tO  -  V p ' +  /, 
divv1 = 0 ,

v'|(=0 =  0 ,v 1 .r|5l = 0 ,рг|5, = 0 ,  (1.3.5)

[ (/  ■ Vv1 -  p'<5)n]|s =  0,(vf ]|s  =  0, (1.3.6)

п,т- нормальный и касательный вектор к границе S\. 
О п ределен и е 1 .3  Обобщенным решением задачи (1.3.4)-(2.3.6) 
называется функция

V1 € l j ( 0 , T\V\(D))C\£-«,(0,Г ) ; £*(£>)), 

удовлетворяющая интегральному тождеству.

-  J(v *, Ф,)udt -  J ( K  • V )® , v‘ )Ddt +  (v‘  ■ * )v *  • ndsdt+

+  ? j f  * (x )(v  • i )d s d t  +  l ^ 'V v 1 • V $ ) D<ft «  f ( f  ■ Ф)Ddt,

(1.3.7)
для любого

Ф e  С  (0, T ; Vi (£>)), Ф(Т) =  0, (и, v)o -  /  и • vdi.
о  j

Будем предполагать, что к(х)- неотрицательная функция. Пусть j 
Wi,ui2,w m,.. .  произвольный базис в V i(D ),v^-приближенное реше- j  
ние задач (1.3.4)-(2.3.6)

N
= Е  a Nm(t)ujm, (1.3.8)

m=l

^ ^ т (0 ’ находятся 1П системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений

^ ( ^ ( 0 . w>)o +  ((•'* ■ v )vb’ U j)o  +  f f  k(x)(v ‘N,U j)od s+
■St "  (1.3.9)+ (//fVv^,wj)D = (f,ujj)D,j = 1,...,V.



4 (0 l<=o =  0.«/vm(0l<=o =  0 ,m  =  (1.3.10)

Разрешимость (1 3.9)-( 1.3.10) в малом по времени известна из об 
шей теории обыкновенных дифференциальных уравнений (149). Гло 
бальная разрешимость следует из априорных оценок решения.
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om a x K ( O l k (0 ) <  С  <  оо, (1.3.11)

которая получается из системы (1.3.9). Умножая (1.3.9) на o v m(f), 
суммируя по m =  в результате получим:

им 4 (ОН2 (0) +  ( ( 4  • v ) 4 . 4 ) o  +  ^114*111,(0)+
+ ? II4 *  111,(0,) +  f  f  * ( * ) ( 4 ( * ) ) 8*  < ll/Ik,*(D) • IK Ik io )

(1.3.12)

| / ( ( 4(0 v ) 4 (0.4 (0)rf* / ( 4 (0)*4 (0<tf

~ I, ~ c °llv 4 ( 0 lll,(0 , »II4 ( 0 IIi,(o ,>•

О тсю да получаем неравенство

Ш 4 (О | Ц ,(0 )  +  Р|14«И*,(П)+ 
+ ( f  H4 (O lli,(0,) - Coj • 11̂ 4 (0111,(0,) £  11/ ( О 1к,-(0)1к Ч О 1к , (0)'

(1 .313 )
Пусть

р/и -  Il4 (0 li,(o ,) • Со > о.

Тогда получим

<ккг 114(0110 < j\\f(t)\\v; (O)dt,

Если е  возьмем так, чтобы

Т 

о

л

p/ut — С0 J  ||/(01| 17(0 )Л  > 0 , (1.3.14)



то in  (1 .3 .13 ) выводим оценку:

max,||l.;v(0|UJ(D) + [ | | V 4 ( 0 l l ^ +

+ J / l | v ^ ( 0 l l b 1*  +  ? / / * ( * ) K ( 0 l , * * S  (1.3.15)О 0 5|

< cj\ \ f(t)[\ lnD)d t < C < o c ,

где постоянная С  не зависит от е.
П усть D ,I/4 Ч '^^-суж ение на (0 ,Т )  обратного преобразования 

Ф урье по г  от г 1/4- * i f f ,  v% - преобразование Фурье по ( функции 
v%, которая получается продолжением v% нулем вне (О ,Г). 
Л е м м а  1 .2  Имеет место оценка

IIД1/4 " t'wlUj(o,nv(i>)) <  С  < оо, 

для любого к > 0 ,С - н е  зависит от е.

.  По определению обобщенной производной [150], из (1.3.9) для 
ii%(t) получаем уравнение

— (v%(t),ujj)D +  {(v%(t) ■ V)v%(t),u>j)D +  (p ‘ Vv%(t)Vujj)D+

+ ~ [  k{x)(v% (O iwj)^ s =  ( L uj)  ~ {vn(T ) ,u j)St 
St

где ^г-мера Дирака, сосредоточенная в t — Т.
Заметим что:

((v%(t) ■ <  I| v ^ (0 ||ti(d )II^ IIm o) • Ы и ю  <
<  С||б^(«)||ц(0)Щ-||ц(0 ).

(1.3.16)
Следовательно,

({V%(t) • V)v%,u>j)D =  (u„{v%),u>j)D. (1.3.17)

Положим un( v%) =  uN(t),H n(t)— преобразование Фурье от u \(t), 
^ (^-преобразование Фурье от v*(£)- Тогда в силу (1.3.16) имеем.

2 n ir{v % (r)^ j)[ , +  (йяг(г),ц; j )D +  {^ v% (r),U j)D+
+  ? f * ( * ) (? % u ^ ds  =  ( / , ^ ) D -  (v%(T)ojj)e - ^ T. (1-3-18)

S i %
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Однако v‘N(t) €  [w ,,w j,..,w *], поэтому из (1.3.18) следует.

27rir||{î (r)||Jj(D) +  (/<f V C ^(r), V w ^(r))o =

=  ( / > ) , № ) ) o  -  J? / * (* )» fr (7’){' * ( r )A5 =  (1.3 19)

=  ( v N ( r ) , v % { T ) ) De - U i  -  ( u n ( t ) } v‘n ( t ) ) d .

Взяв мнимую часть (1.3.19) и оценив правую часть сверху, мы
получаем

MII®Af(r )lli»(0 ) ^  11й* И 1к ( О ) Р И г ) 1к ( 0 )+  , .
+||/|| (̂D) ll^ ( 0 l k ^ ,  +  ll^ (r)| | ij(O )||^(r)||M D). [ ■ 1

В силу свойств (1.3.16),(1 .3 .17), используя оценку из (144) имеем:

оо Т

/  11слг(0 Нк1*(О)<*г  -  С  J  11илг(01к (О )л  <  с  <  оо,
-ОО О

IIfiAf(r )Ikr(D) <  С.

Кроме того, из (1.3.15) следует ||г̂ (Г)|| <  С  <  оо. С учетом этих 
оценок, (1.3.20) перепишем в виде

1г 1ИСлЛг )||*(0 ) <  С||^(г)||ц(0 ) +

+ 11/ (011^ (0 ). | | ^ (r)Iv l(0 ) +  Ci||i)̂ (r)||^(0 ).

Пусть а -  произвольная постоянная и 2а  >  1. Тогда

Z  < С, _т dT+

+ С 3_ ?  ||/(г)||ц.(0 )||{̂ (г)||ц(£))/(1 +  \T\')dT+ ( 1.3 .21)

+ С з_ /  (E d lfip filrfr .

Заметим, что ф  €  L 3(R T) и в силу (1.3.15)

* » { r )  €  L t iR r W D ) ) .

Следовательно, используя неравенство Гельдера, легко можно по­
казать что.
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Используя неравенство Коши, можно показать ограниченность 
второго интеграла в правой части (1.3.21)

ОС

/ ll/ll v̂ ,*(0)Ih’/V II Vr,(£>>/(1 +  M ')tfr < С  < 00.

Ограниченность последнего интеграла в (1.3.21) следует из нера­
венства:

7  < С [  E M 4 ! l m dr < с < ос.
М, 1 +  Н '  -  J L  1 + И '

Следовательно, используя лемму компактности (144), имеем соот­
ношения:
v‘N(t) -4  vc(t) * слабо в 1о с(0 ,Г ; V (D ))t
Vy(t) -4  r f (t) слабо в L i(0 ,T ,V i(D )),
v'N(t) -4  o '(f)  сильно в L i(0 ,T ,V (D )) .

при TV -4  00.
Теперь после перехода к пределу в (1.3.9) и интегрирования по 

частям убедимся, что ve(t) - обобщенное решение задачи (1.3.4)
(1.3.6).

Имеет место следующая 
Т е о р е м а  1 .9 . Пусть f ( t )  €  1 2(0, Г ;  Т,’ ф )),£ -у д о вл етво р я ет  усло­
вию (1.3.14). Тогда существует хотя бы одно обобщенное решение 
задачи (1.3.4)-(1.3.6) и для решения имеет место оценка (1.3.15), 
кроме того при f  4  0 решение задачи (1.3.4)-( 1.3.6) сходится к 
решению задачи (1.3.1)-( 1.3.3).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема существование уже доказана. Нам 
остается доказать сходимость решения. Заметим, что получен­
ные априорные оценки (1.3.15) и оценка леммы 1.1 равномерны 
по е. Поэтому из последовательности (и '}  можно выделить под­
последовательности {е*‘ } ,  для которых при г,- -4  0 имеет место 
соотношения

к ' Ч в  * слабо в Тоо(0,Г; V (D )), 
v4 -у  v слабо в Т2(0 ,Г ;  l ri(£ ))), 
v“ -4  v сильно в Lj(0,T\Vr(D )),
Теперь в интегральном тождестве (1.3.7) положим Ф =  0 в D\ 

и, переходя к пределу, получим
т т т

-  / (« , Ф .Ь Л  -  / [(к • У)Ф , «)а -  p (V „ , У Ф )п]<Тх =  /(/, Ф )„Л ,



для любого 0
ф e C ‘ (0 ,T ;V i (П)).

О стается показать, что t/|s  =  0. Покажем, что |КЦл,(0.Г;£,(5)) <>
при £ —> 0. Для этого воспользуемся неравенством

IKIL.<o.:r;£,(S)) £  С ОКЯМОХАЮИ +  I I “♦ 0
при е —> 0.

Итак, теорема 1.9 полностью доказана.
О пределени е 1 .4  Сильно обобщенным решением задачи (1.3.4)

( 1.3 .6 ) называются функции t/'.vf.vf, 6  L^(0,T; L j(D )), 
ve €  L2(0 ,Г ; Vt(D )), удовлетворяющие интегральному тождеству

(v f, v)d +  ( / V t / ,  V<p)0 +  ((t/'V)y?, v, )D+  #
+  f e ,K - V ) ( « , - " ) *  +  f ( * ( * K . V ) 5, =  (/.«r»), (1.3.22)

для любого v? € V̂ i(Z?). По определению t/ €  L j(0 ,T ;V (fi) ) ,  поэто­
му начальное данное удовлетворяет в этом смысле

jia  w  ~ ~ °-
Т е о р е м а  1 .1 0 . Пусть выполнены условия теоремы 1.9 и 
Д О  €  Д з(0 ,Г ;17 (Г > )). Тогда существует единственное сильно 
обобщенное решение задач (1.3.4)-(1.3.6), для решения имеют ме­
сто оценки1

II * tx II £  j ( 0 , T ;X . | ( O ) )  +  ^ I K , I U , ( 0 , T ; L , ( O , ) )  <  С Ц / l  | | Г , » ( 0 , Т ; »

f (|1^1и,(0.Г;й(О1)) +  у  Jt(i)|v*|Jd,)«/jj <  С  < оо. (1.3.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Дифференцируем (1.3 .9) по t  и умножим на 
a /v>( )« суммируем по «  1, . . .  ,7V, интегрируем по частям и имеем

i H . l l  +  ((«'АН • V)wfr(0 .v fo )o +

+ / Ы г№  ■ n)ds +  +  ? 1 К Л Ь ,+
(1.3.24)

+  ? s{  * ( * ) ( « * , ) * *  -  /(/, ■ t/J,,)«fa.
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Оцениваем интегралы (1.3.24) по неравенствам теорем вложении

1М « * М У м Ы  ^  l|v^||i 3(£,)H^,||i4(0 ) <

< C « ** Im i> )IK 4K  J  < + Q||Vv^(0 IIIj(D)| | ^ (||j ,

I I^ N tfv ^ n d a I < IK I^ s.jH w JiriB ^ s,) <
5i

< C|l II0 * IIV*<IIofIIv‘n II0 |2IIvNtIIXDi <  *l| V v JU | 4 C ,K ,| | V tf,l|2
Отсюда при малом 6 имеем оценку

lluW<lli«(0,T;V(D)) +  ||^(1к ,(0,Г;Ц(О)) +
+  ;k l l l'w J i . , ( 0 .r ; i , (£>,)) ^  C||/(|lii(0,r;Vl*(D))- (1 .3 .25)

В силу оценки (1.3.25) легко доказывается единственность силъ 
но обобщенного решения задачи (1.3.4)-(1.3.6) и для решение v*(l) 
имеет место оценка (1.3.25). Нам остается доказать вторую оцен 
ку (1.3.23). Пусть 4>‘ {t) — И(<),аг € Д .  Продолжим ^ (t )  в П с 
сохранением нормы

N ,f(*)lk (o ) <  IK W IIiv^o,)-

Это всегда можно сделать, потому что vft € i ,(o,t ,i ,(d,))- Каждый 
интеграл непрерывен по t. Тогда в (1.3.22) положим Ф(*) =  ф1(t) 
и будем иметь

^ а и о и * + /  ц х )(^ (1 ))Ч з)  =  ~ ( ш г а ) ) о +

+ (v ‘ (t) ■ V W (t ) ,V (t ) )D +  /*(«*, v i)fl +  (/, V ) d .

Оцениваем интегралы, входящие в (1.3.26), по неравенствам Гель- 
дера и неравенствам вложения

1И 0 . ^ ( 0 Ы <  1И 01и,<о)№ '(0 1и,<л> <

<  C K W H w c t K W I 'e ,  +  /  * (x ) (« * (0 )V « )  <  O ||v '(0 lll|v '(t )) ||i.^
s‘

< 1К(< )Н пШ 011п < C K W IM H O IU

4:1

|(«‘ ( f ) V K ( f ) .^ < 0 b l  <  llv ^ ( 0 Hi,(O)ll^f (0 IU<(f)H,', (0 IU,iD, <
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< U V ^M l’ i n O l k i v  

K/((),V'f (‘ ))l < H/W lkiDiH^WItaw ^ I / ( 0HWd , I ^ ) I , a .

Итак, теорема 1.10 полностью доказана.

О пределени е 1 .5  Сильным решением задачи (1.3.4)-(1.3.6) на­
зывается функция ve €  L j(0 ,T ;V i(D ))n L i(0 ,T ;lV j(D i) )n  
n L j(0 ,T ;  И’|(П)), vf €  L j(0 ,T ;  1 2(П)), удовлетворяющая уравне­
нию (1.3.4) и условиям (1.3.5),(1.3.6) почти всюду в соответству­
ющей мере.

Т е о р е м а  1 .1 1 . Пусть f ( t )  €  L j(0 ,T ; L j(D )) ,S ,S |  е  C \ D  С 
Л2. Тогда существует единственное сильное решение задачи ( 1.3.4)-
(1.3.6), и для решения имеет место оценка

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сильное решение будем искать методом Галер 
кина, в виде (1.3.8), при этом базисные функции {« '„ ,) являются 
собственными функциями оператора (1.1.22),(1.1.23). Рассуждая 
так же, как выше, можно показать, что для приближенного реше­
ния v‘N имеет место оценка (1.3.15) при малом е. Умножим (1.3.9) 
на \ ja Nj(t) и, суммируя по j  *  1, . . . ,  N , имеем оценку

Отсюда выводим

то есть

llv*(O llt,(0.r;V(JJ)) +  1К(*)Нмо.:Г;И',*(П))+ 

+ ~1К (0йй(в.7’;И7(1),)) <  СЦ/(0 Ий(0,Т;£,(О))-

О ткуда и следует оценка

11^(011 t,(0.T;H(D)) +  il|v^(t)llt,(0.r;l4'>(n)) +

+  1Ж<)||/.,(0,Г;И7(О1)) < C ||/(l)|U l(o,r;ij(D„.



В силу оценки (1.3.27) легко доказывается теорема 1.11.
В случае области D С Я 3 теоремы 1.10,1.11 справедливы при 

большом д. Здесь априорные оценки получаются по другому. Kpai 
ко остановимся на доказательстве теоремы 1.10. В силу (1.3.9) и
(1.3.12), используя неравенство

с /  I / К г ) 1м п)<н < /  к«аг(0 ) 1* *  <
s, S,

< c 1ii(v^(o)ii5/ J;Dl)ii(^ (t)) ii[/1;Dl).
имеем

2 ^ 11̂ ( 011ип) +  ^ ll^ x llf! +  II l^xll D,+

+ ( £  -  C 'iH ^ ,(0 lli>/’ H ^ (0 l b . ) l l ^ , ( 0 llb. <  СЦ/ll1, (о,-

Предположим, что

15

2е

В результате имеем

£  ~ C i H .W I l l C K W I I o ,  > > 0. (1.3.28)

г  . т
Н1'И0111„(0,Г;ИО))",‘ /  11,/ЛГх11о̂ <+ 7 /  ll^ x llo ,^  < С  <  оо. (1.3.29) 

о f  о

Дифференцируем (1.3.9) по (, умножим на a Nj(t) ,  суммируем по 
j  =  1, - . . . ,  N  и, используя оценку

Î (v^ri)*(v^n)rfe| < ^  К , ( 0 | * К ( 01*  <

^  llvAT (*) Ill^fS,) I I (0 II £.s(S>) <

< 11^х(011Х311^.(011д?11^Л011К311^Д011^ <

< c*||^x.(0 llX3H ^ ( 0 llK3l l ^ . ( 0 ll1/s <  c * K X l K . ( 0 l I £ ,

^ К < 11?> +  ( f  -  l l ^ ( 0 l|Dc 3) I K X +

+ ( £ - W x ( < ? ) I K J ’ +  (1-3.30)

+ § K J I S  +  ^ 11̂ x 11!,. < С Ш &.,py

имеем



При этом использовали неравенство

I j ^ М т М ' и Г а С г .
D

Умножим ( 1.3 .9 ) на £ a Nj(t), суммируем по j  =  1 ЛГ и имеем

IM«(0lll,(Z>) +  j | ( IK * l ln  +

+ 1IIu\*IId, +  I  H x)(vn (0 ) (1.3.31)

+  ( (4 (0 V ) ^ ( 0 - ^ ( 0 )o =  (/, « 'fob-

Сложим (1.3.30),(1.3.31), получим

~ № * т ' о + + j i M. i i o ,  / : ( x ) ( ^ ( o ) V 5+ 

+ ( f - I K . ( 0 l l o /l, c a -c , |V v * A,(0 l|D-

- c 4| v . * ( 0 | | )K Jb  +  f  I K J I &  +  £ | K  X , +  (1.3.32)

L  + (“  -  C'lll^x(0llo?l|v*A,(0llo,)||^.(0l|,Dl < C ||/||J, . (D). 
Положим

S -  c a| | ^ ,(0 l1/* -  ( C i + C«)||Vvfc(0l| >  Si >  0 ,

? -  C’O K C O ir i lV v H O I k  > «I >  0 . ( U 3 3 )

i  словня (1.3.33) выполняются при достаточно большом р и ма 
лом е. Итак нами получена априорная оценка

0<1<Г( IK W IIb  +  1К*(0И о +  J (K ,( * )H l) l+

46

-  с  (11/111,(о.т,и-(о) +  1К ,(0)||1) <  С  <  оо.

Оценка скорости сходимости решения задачи (1.3.4),(1 .3 .6).



Пусть v e ‘ , v e ’ -решения задачи (1 .3.4)-( 1.3.6), соответствующие 
параметрам f j , £ 2.

Обозначим (г =  v!l -  v‘] . Тогда для и1 получаем тождество

§-,(ur, p ) D +  ( ( u ' V y  4- (vClV )ut ,ip)o  +  /j('V u',V p)u +  

Теперь p  положим равным ие , учитывая что

р ^  + Е ^ ) Л < с < 0 С ,

т т

л / I K ' I I l,{s ,)dt +  л / F ’ lllr fs ,)*  < с  < с с .  
е 1 0 **0

Из (1.3.34) получим неравенство

И»»*1 -  r ;i,(P)) ^ C (f i + f j)-

(1.3.34)

(1.3.35)



1 .4  М е т о д  к о н е ч н ы х  р азн остей  д л я  уравн ен и й  
Н а в ь е -С т о к с а  вязкой  н есж и м аем о й  ж и д к о ст и

Построение эффективных численных алгоритмов для решения 
уравнений Навье- Стокса вязкой несжимаемой жидкости предста­
вляет большой интерес специалистам в области вычислительной 
гидродинамики. При рассмотрении этой системы в естественных 
переменных возникают вычислительные трудности, обусловлен­
ные отсутствием граничного условия для давления на твердых 
стенках и построением сетки в областях со сложной геометрией. 
Численному решению уравнений Навье- Стокса в переменных ско­
рость, давление посвящены работы [28]- [35]. Для построение вы­
числительных алгоритмов используются различные способы. На­
пример, метод искуственной сжимаемости в [28], метод маркеров 
и ячеек [29], методы основанные на £- аппроксимации в [6,31] и 
другие методы [32]- [35].

В последнее время для численного решения уравнений матема­
тической физики широко применяется метод фиктивных областей 
[38]. В работах [51], [55] метод фиктивных областей использует­
ся для уравнений Навье- Стокса вязкой несжимаемой жидкости. 
На границе вспомогателной области ставились такие же гранич­
ные условия как на границе исходной, т .е. проблема постановки 
граничных условий для давления оставалась. В  работе [177] ме­
тод фиктивных областей для уравнений Навье- Стокса впервые 
используется как метод моделирование граничных условий для да­
вления.

В настоящем подразделе предлагается разностная схема для чи­
сленного решения уравнений Навье- С токса методом фиктивных 
областей. Построен эффективный итерационный метод для ре­
шения вспомогательной задачи, скорость сходимости которого не 
зависит от малого параметра е. После некоторых преобразований 
Для ^определения давления удается получить разностную задачу

1 .4 .1  И терационные методы  решения с т а ц и о н а р н ы х  у р а в н е н и и

Стокса.

Рассмотрим в области П С Я 2 уравнения Стокса.

M v  -  Vp =  /, ( 1.4 .1)
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divv — О

19

с граничным условием

v|5 =  0. (1.4.2)

Выберем область D являющимся прямоугольником и такой, что 
П С D. S\- граница области D. Соответствущая вспомогательная 
задача в методе фиктивных областей с продолжением по старшим 
коэффициентам сводится к решению системы дифференциальных
уравнении

div{peVve) -  Vpe =  /,

divv’  =  0 (1.4.3)

в области D , с граничными условиями

Vе ■ r|s, =  0 ,p £|5,"S 0, (1 4 .4 )

с условиями согласования:

1/'*^“  -  6 ■ npf J|5 =  0 ,И | 5 =  0 (1.4.5)

Разобьем область D на элементарные ячейки плоскостями. 
хц =  ki ■ hi,l  =  1,2, ki =  0 ,1 ,2 , . . . ,  Ni,hi > 0.
Обозначим, через

Dh ~  { ( * i * , * « )  =  ( M l . M l )  €  D }  (1.4.6)

множество вершин элементарных ячеек, S J -  ее границу.
Введем следующие обозначения

Sih =  {(0 , М з ) . * 2  =  0 ,1 ,. . . ,  N j},S n ,  =  { (M ,,0 ) ,J fc , =  1 , 2 , /Vj},

Sih =  { ( i i  .M i l ) .  kj =  0 ,1 ,. . . ,  N i} ,S ih  =  { ( k ih i , l2) ,k i  =  1 ,2 , },

Очевидно, что Sjj =  Sw U S n  U Sja U S 4/,.
Обозначим Г| =  5 ja  U 5 4a, T j =  U S'j*.
Введем некоторые обозначения для разностных отношении по

х{:

V* =  T " N *  +  he"> ~  =  т Ч Ф )  “  V(X ~ he')]'h | /1 ,•
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и СДВИГОВ ПО Xi
ь =  v(x ±  he ),

где е'- орт, направленный по оси г;.
Кроме того, пусть для в* =  (via, vja, «за.

(г Л)2 =  £  « М *  =

=  £  w*it =  ,
где суммирование”no i и к ведется в пределах от 1 до п=3 в трех­
мерных задачах и от 1 до 2 в плоских. Далее введем скалярные 
произведения и нормы (/п,е п) =  h" ^  f ,kvik,

Индекс h у функции ва означает, что v рассматривается только 
в точках решетки, а значок к у г* будет указывать, что ы, берется
на слое t — k&t.

Для произвольных функции и* и в* заданных на решетке, спра­
ведливы следующие легко проверяемые соотношения.

(» А В а )„  =  «Лх, ■ VA+ к -Vkz,  ~  Ukz, -  + « Л  • Vkz t ,

( U h V k ) i t =  Ukz ,  ■ V k +  «А  -ВА„ =  UAi/ v 'k  + U A • V k i „

2 Д ■ «* =  («*)* -  (« ‘ - ‘ )2 +  (Д *)2(«?)г,

Л £  Uhz(l)vk(l) =  -Л  £  Uk(l)vki(l) +  Uk(m)vk(m) -  щ { 0)va(0),

в которых u* =  i ( u *  -  « * - ') ,« ** (/ ) =  \(uk(l +  1) -  «*(/))•
ua* (0  =  j (ua(/) -  « а(/ -  1)). Из последней формулы следует фор- 
мула

л” Е « л* ,ва = - Л " £ вая« л • •
■  1 ■  Л  й»

если ва|5« =  0. Оба суммирование в ней можно считать проведен­
ными по всем точкам б А, если положить в* равной нулю вне £>/,, 
• иА распространить вне D* произвольным образом.

нпроксимнруем (1.4.3)-(1.4.5) следующими разностными схе- 
мам И!

+  (/«jB,A* ,)* , -  pTl =  /,А, (1.4.7)
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(р\»2к i , ) z ,  +  (/ 4 v2A i,)x , -  P x , =  /2Л1 

» i x ,  +  Vit, =  0 b  D h 

^ 1 л | г ,  =  0 , 1 ' 2 а | г ,  =  O . P l s J  =  0 ,  

Vlx.ls, =  0 . 1’u .ls , =  0. *'2x , k  =  0, r2f,|5< =  0,

(1.4.8)

здесь

(p 'l 'tA x i)x i  — [ P u + l / 1 j ( vk h i+ i j  ~  Vk h i j ) ~  P h-1/ 2 j ( v khij v k h i - l j ) ] / h \, 

(/4*ЧАх3) I ,  =  [P 2t;+ l/ 2(v**0 ’+ l — Vk h i j ) — P * H j - l / i ( vkhij  ~  V k h i j - l  )]/^2>

Px 1 =  ( P i + l j  ~  P i j ) / h l , P x t — (Pi j+1 ~  P i j ) / h 2.

г д е  H u  +1/2; =  0 4 , + l j  +  P ‘ i j) / 2 ,  /4u+1/2 =  (/4./+1 +  / 4 i>)/2 -

Для численного решения (2.4.7), (2.4.8) построим итерационный]
процесс.

5 С / _ С  =  ( р ' С . к  +  ( / 4 С я ,к  -  -  />ь, » Да (1 .4 .9 )j

Д
,,л+1 _  ,.пV2A 1’2л

r  =  (/4^2Axi) xi +  0 4 С х 3)х, -  С ‘ -  /2А. В Д (1 .4 .1 0 ) |

C i ' + C . ^ ,  В ^ 1 .4 .1 1 ) !  

С  к  = O.tji l|r, — 0 ,p"+l|5j = 0 ,
С / к  =  о, С / к  =  о , с / к  =  о, С / к  =  0( 1 .4.12).

где В- матрица {b ,j}  состоящей из диагональных элементов опера­
тора.
Av =  (/ifwi,),, +  (р 5^ ,)х , т  е.

Р ь + 1/2/ +  P u - l / l j  +  P 2.J+ 1/2 +  /4 . ; - 1/2 

У “  2 
_  P l .+ l j  +  2 /J l . j  +  P w - l j  +  /4 .7+1 +  2 /4 . j  +  /4 ц 

4

Обозначим C ‘ = ( С ',С ) > 1'* = (̂ ia-^a)
w"+1 =  ( С ’ , С )  =  ( С 1 -  г и . С  -  V2a) , C ‘ =  P "+1 -  Р" 
С 1 =  ( С 1. 0

Тогда для w',+l получаем разностные уравнения

u;"+1 -  ы" . ,
 _  =  Auj” -  7" (1.4.13)



< ■ + < *  =  о

граничными условиями

w"+1|r, -  0 .WJ + Ilr, =  0 ,g n+1|.ss -  °1- 

wu/'U = 0 ,w^l|s, = O.ŵ VIa *  ° 'u'w.1 |s< =
Умножим (1.4.13) на 2ru>"+1 скалярно в L% и имеем

||0i/V-H||’  -  K B '/ V II*  +  ||B‘/ * K +1 -  w-).||*+ {1 4 H )
+2 r(A1 ŵ,,) A1/fJw*+1) *= 0 ,

Преобразуем левую часть (t.4 .14)

(A t/ V , / t ‘/ , w"+1) =  ( A ^ V ,  A l ' V ) +
+ ( a , / v , a 1/V " +1 -«• '")) -  л1'2“ я\\г+

+(,|«/V+l ~ Al/V,A‘/V+l) -  IIA’/VH* -  !|A,/,(wn+1 -«•)!*+
+ | ( | |A 1/Ju-n+1!P -  ( И ' / V l p  +  | t A ' / V +l *  « Ч Н *) =
=  l(||A!/ V + 4 (*  +  ||A«/V|* -  RA1/ V +l -  w")||?),

В  результате получим

IIb ' / v +‘ I *  +  r  ( M ' / V + T  +  ||a , /V u* ) +  f l  4 ш
+ ||B1,,2(wn+l -  u>")||2 -  г(А^(ы^1 -  wB)||J = IB'/V #*1 • • '

Имеет место неравенство [11)

70 В < А < ъ В ,  (1.4.16)
7i = 4max(4/ftf,4/ft|),

7o- положительная постоянная не зависящая от е,  зависящая от 
размера области D и минимумац1. Используя (1.4.16) преобразуем 
(1.4.15)

||B l ' V * +1||* +  r ^ d lB 1̂ 1!* +  ||B l/V | | 2) +
+ (1  ~  -  u/BU* <  RJ8l/V | \

Предположим 1 — Г71 >  0 . В  результате получим оценку

ц в ‘/* « -+ ч *  <  L ^ i i b ' / v i i 1,
1  + Т70
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О тсю да имеем

HB|/ V + , ||* <  ( i z i ) - | | j j ‘/*a;0||*,€ =  7o/7ii

т.е. скорость сходимости итерационного процесса не зависит от 
значение малого параметра.

Остановимся на численной реализации схемы (1 .4.9)-( 1.4.12). 
Т ак как В  =  {dij}  из (1.4.9)- (1.4.12) имеем

где

^1 =  ( j((/ i ll'l* i, )*, +  (/4V1A*I )*«))*, +

+  ( j((/ ‘^2Ai,)x, +  (^2vUl,)x,))t, -  f l i t  -  f i i j  (1.4.17)

Pn+llsj — 0, (1.4.18)

Получаем разностную задачу Дирихле (1.4.17), (1.4.18) с силь­
но меняющимися коэффициентами. Ее решаем эффективным ите­
рационным методом скорость сходимости которого не зависит от 
изменения малого параметра [11], [38]. Затем из уравнений (1.4.9),
(1.4.10) находим r n+I.

Чтобы ослабить условие 1 — r~fi >  0 рассмотрим разностную 
схему с оператором

D  =  Mj}. d i j = bij  ■ ( щ  + ц ) .
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Т о гд а  имеет место неравенство:

постоянные равномерно зависящие от h\,hi. Используя обо­
значения имеем к\В < А < к^В.
Т огд а получим оценку

||/3i/V+1||2 <  j  ~ ^ I ||B1/V|| (1.4.19)
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* > (1 Итак доказано, что скорость сходимости итера-
при 1 — гл'-1 —
иионного метода не зависит от 5.

4  2  И т е р а ц и о н н ы е  м е т о д ы  д л я  р е ш е н и я  с т а ц и о н а р н ы х  у р а в н е н и й  
1 Н а в ь е - С т о к с а .

Обозначим 1 * _* /
Flvi)  =  г  E ( v * vnk + v kviSk).

I  *=i
Рассмотрим схему аппроксимирующую стационарные уравне­

ния в методе фиктивных областей.

F(v)  =  .4v -  V *p  +  /*, (1.4.20)

VlAi, +  u2A4j =  0,

vu|r, =  0 ,v 2A|r, =  0 .p "+1|s* =  0, (1.4.21)

где F(v) =  (F (v i ) ,F (v i ) ) , f i ,  =  (/u ./ ia)-

Заметим, что
(F ( v ), v) =  E (F (v i )v  i +  F (v i)v j)h ih i  =  0,

Для решения задачи (1.4.20),(1.4.21) имеет место оценка

P 1/Sv|| <  С Ц /Ц  <  С  <  оо (1.4.22)

Из оценки (1.4.22) следует, что сущ ествует хотя бы одно решение 
задач (1.4.20), (1.4.21).

Для приближенного нахождения решение задачи (1.4.20), (1.4.21) 
на ЭВМ  предлагаем следующий итерационный метод

„"+1 _  „п
B — — !L  =  Avn - V kp’,+l +  f . - F ( v n), (1.4.23)

О,

v?A+1|r, -  O .vjf'lr, -  0 ,p ;+1|sj -  о,
*  0 , < 4 *  =  0 , v £ ‘ k  -  0, (1.4.24)

Обозначим w j+l as v£+1 - V A , g J +1 =  p * + l  - р к -  д л я w£+1 получаем
задачу

Ц1П+1 — и]"
В    =  До,, -  V *9n+i -  (F (v-) -  F (v))t

t*'"**1, +  U2hii — O' (1.4.25)

^ +1|rl = 0 , < l |r1 = 0 , 9A" + l| 5 j= 0 ,

< ‘ ls, =  0 ,u / £ 4 5l ss 0 , < 4 5 ,  -  0 .w g i'ls . =  0. (1.4.26)



> равнение (1 .1.25 ) умножим на 2 гЛ2иЛи суммируем по области Dk
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| | B V V + ,||* +  r d l A ' V l l 2 +  ||A‘'V | | J ) +

+  ||B|/ V '" +I -< c n||2 - T d | B ,/ V + , -w"||2 =  (1.4.27)
=  ||B1/V||2 +  r ( F ( t ; " ) - F ( v.),u/B+1)0k,

Для простоты опускаем индекс h и преобразуем следующие вы*
ражен ня

F { v ? )  -  F ( v { ) =  I  £ ( Ъ к1 -  v \)t ,ifl +
1 *=i

+  ~v t ( l\"fc -  Vit„) +  (v? ~  щ )ьь „  +  «*(*£»  -  Vu„) =

=  9 £  f a  vHk +  uraVit t +  v t wjt +
1=1

ot

=  r ( E ( ^ *  + w *v it t+  7*4 w* +
1.1

+  1'4 •U,,"1,W1" +1 -  W,")ok +  r £ ( w ,  + u / > IItrw,")o»-
k,i

Оцениваем последнее слагаемое этого выражения

r ( p f a t  vi*t + wi (,u » i4 ")  5: r lk ll i ,(0 .)H w"lll4(D.) ^

r l p f a *  Vi*»)Wt"+1 — wD d J  5: r ll,'*lltj(0»)l|w"||t<(O,)4-

+ ( IK +‘ lk (D,) !№ ,( * ) )  < £ g * i j w  . (IIA '/V lp  4- I IA '/V - I I2) 
Преобразуем

r (^  * +  vk • шГ*».ч"+1 -  wDd» - r ( Z j k Ч*;-, +
+w? ' "  « П а  +  r(vnk • <  4- v* • < , 4 " +1 -  w")D4



получим опенки

г к !* *  -u& +  ~vk - ^ , ч " +1 -  ч "Ь » 1  <  c-r |K||Dj|o;||0 ..
(|к"+,Цо* + IKII)o. < ^1К 1Ы 1К +,112 + 1И12), 

r\(-fk •< + " Г < . “Г+‘ - " Г Ы  < ^|К112МП)1К+* -ы-|) < 
< £ 1 к Ч Н К Н  ■ I K +1 -  w"|| <  C^|H‘/2u;"||||Bl/V||. 

.цВ 1/а(и,»+» - ы«)|| < 6т \ \ А ^ ^  +  Ct \ \ B ^ \ \ ^  • ||B‘/ V +1 -^ "1

Теперь положим

* - £ l k l U ( C ,  +  c ,  +  c , ) - « * > o t
\ -  а\\в''*ип\\{, > o ,  ( l 4 -28)

Условия (1.4.28) выполняются при достаточно малом с и г ,  при­
чем постоянные в неравенствах (1.4.28) не зависят от £. Из (1.4.27) 
и (1.4.28) получим неравенство:

U B i.'V + 'il  +  |(|И1/2ы"+ ,|| +  M l/V | » ) +
+ l||Bl' V +1 -w")||2-  ||.4'/3(ц/"+‘ -w")||2 < IIBVVH1 4-29)

Используя условие (1.4.16) имеем

(1 +  г/2 • 7o)||£l/2wn+,||l  +  (1/2 -  r 7 l )||B,/ V +1 -  w")||2 <
<  ||-B1̂ *w**)||a( l  — т / г -у в )

Итак получим

в <  <  ( м 3 0 .
< < ^ ) 1 I B ,/V|| = ?■ • ||fi>'V)||‘,

где р < 1.

Чтобы выполнялось второе условие (1.4 .28), достаточно чтобы 
г удовлетворял условию г < ,где u* =  vj} -  V*.

Положим v̂  =  0, тогда

||Д|/2а.’о|| =  ||B1/2va|| < 7 i||^1/,2va|| <  Ссо <  оо

С о не зависит от шага сетки и малого параметра е. Итак доказа­
на следующая



Т е о р е м а  1 .12  Пусть А, В-  положительно определенные и сг| 
мосопряженные операторы и выполнены условия (1.4.16), (1.4.28) 
Тогда итерационная схема (1.4.23), (1.4.24) сходится к решении 
задачи (1.4.20), (1.4.21).

В случае D С Я 3 нелинейные слагаемые оцениваем следующий
образом

г|(ы*; • <  + w ? -ы ;4, « г +1 -  * Г Ы  S  C(r/A)||u,-||i4(0,||u»"+‘ -ы "|  
< C ( r / h ) (Iw"Цl/,s||wj||3/J • ||w"+1 -u/"|| <

<  C(r//»)|H,/Jwn||, /J ||5,/, w"|||/l |(u;''+1 -w"|| <

< 6\\ujn+' -  w"||2 +  C ^ H B ^ V IIH / I^ V II2

Теперь положим

\ -  JllvxIKC, +  C a +  Ct) -  p Q ||5'/V || > 0

^ - < 5 > 0 .  (1.4.31)

О тсю да получим оценку (1.4.30) сходимости итерационного ме 
тода в D С Я 3. /  *

Рассмотрим разностную схему стационарных уравнений Навье 
Стокса в переменных поле скорости и полного напора

F(t») =  Av -  V *Q  +  / (1.4.32;

vu, +  t<if, =  0

^llr.uS^uSj* =  0 ,г а(г,и5,»и54» =  0,Q|s» =  0. (1.4.33)

Оператор А ранее определен.

F(v) •  ( - 02 • (vU, -  V2, 1) ,01 ■ (oUl -  02r,))-

Заметим,что для решения задачи (1.4.32), (1.4.33) имеет место 
оценка

< c m i w

Решаем задачу (1.4.32), (1.4.33) итерационным методам:

t)n+1 _  |ln
В --------------- =  Av" -  V *Q n+1 +  / -  F (o " ) ,  (1.4.34)



• _L ,.n+l _  П vl*-, +  v2z, -  «
t - °  =  e o ( x i , T 2 ) , ( a : i , X 2 )  e  D h 

wil?rf =  0 , « ,1 ^  =  0 ,g i s t 1 = 0  (1.4.35)

где F ( v n) =  ( —1'2 f '(^ x j ~  « Ь ,) .* '"+1К » ,  —

При выполнении условии (1.4.16) для решения задачи (1.4.34),
(1.4.35) имеем оценку

(1 +  r 7o)||B'/V+1|l2 +  (1 -  ш )1 | в ,/1К +1 -  О Н 2 <
(1 — г 7о)Ц В ,/2д"||1 +  r||/||||B,/ V ’+ ,|| <

< ( i - ^ I I B ' / V l p  +  ^ I I B ' / V ^ l P  +  rC .II/ ll1

Отсюда при выполнении условия (1 -  r 7 l ) >  0 следует оценка
4 ||£?1/V+1|| < Со <  00 ,

где постоянная Со не зависит от е  и от номера итерации. Здесь
мы использовали соотношение 

( F ( r ”) , r " +1)0k = 0 .
Рассмотрим выражение

(F (v n) -  F (v ) ,v n+l -  v)D, =  ( ( - t ,2" +1 +  v7) ( v l t -  Vjt l ) -  

-  v ,)„  -  (v ; -  Д2)х1) , ^ +1)0ь 4- ( K +1 -  « о к . ,  -  «& ,) +  

+ V | (K  -  V i)„ -  К  -  ^ )« ,.w 2" + ,)Dk =

=  - ( « * K „  -  K , , ) , < % »  +  K K „  -  Ui.? „ ) ,^ b+,)d.

Оценим это выражение 

l № " )  -  F (v ), v"+l -  v)DJ  =  I -  +

+(«iK„ ~ < ),К +‘Ы < C||v,||tl(D0 • |k"ll • |K+1|I < 
- у  ~~(IH,/,W"II* + IH'/V,+1||J);

положим 1 -  g||w,|| > 0 .

'ьз>я полученные оценки легко доказывается следующая

Т е о р е м а  1 .1 3 . Пусть выполнены условия (1.4.16) и

1 СУ.
2 ~  2 / 1 * И  -  ° ’ ! /2 ”  r 7i > 0 .
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Тогда решение итерационной схемы (1.4.34), (1.4.35) сходится! 
решению задачи (1.4.32), (1.4.33) со скоростью

З ам еч ан и е . Условия сходимости итерационной схемы (1.4.32' 
(1.4.33) лучше чем условия сходимости итерационного метода (1 .4 
(1.4.24).

Аналогично можно исследовать схему второго порядка аппрок 
симации. В этом случае i/t, i>3,р  аппроксимируется в узлах ( (м  
l/2)/»i,j/ii). (iA|.(> +  l/2)Aa), ( ‘ A i.j'A j) соответственно. У тверж д 
ние теорем 1.12 и 1.13 справедливо и в этом случае.
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2 М е т о д  р а з д е л е н и я  о б л а с т и  д л я  ч и с л е н н о г о  

р е ш е н и я  у р а в н е н и й  Н а в ь е -С т о к с а  с 
р а з р ы в н ы м и  к о ф ф и ц и е н т а м и .

При построении- конечно-разностных схем для краевой задачи 
и составления соответствующих программ для их численной реа­
лизации на ПЭВМ возникают проблемы зависящие от геометрии 
область в которой ищется решение задачи и коэффициентов урав­
нений с сильно меняющимся в подобластях. Даже в случае линей­
ных задач возникают затруднения, если расчетная 
область имеет достаточно сложную форму. В приложениях неред­
ко возникают задачи (течения жидкости через пористые среды, 
магнитной гидродинамики, в теории теплопроводности полупро­
водниковых приборов), в которых коэффициенты уравнений силь­
но меняются в узкой части интегрируемой области.

Поэтому эффективными являются методы которые позволяют 
свести процесс решения исходной задачи к последовательности за­
дач, рассматриваемых в подобластях более простой формы. В 
этом случае для решения системы уравнений можно успешно при­
менить численный аналог альтернирующего метода Шварца [67J. 
Возможности этого для численного решения эллиптических крае­
вых задач рассмотрены в работах[80],[74]. В  работе [73] для реше­
ния эллиптических разностных уравнений, с сильно меняющимся 
в узких областях коэффициентам при старшей производной разра­
ботан численный аналог альтернирующего метода Шварца. Пока­
зана независимость скорости сходимости метода от разброса ко- 

[ эффициентов. В монографии [14] приведен достаточно подробный 
обзор этих методов и основные тенденции их развития.

В настоящем разделе разработана разностная схема основан­
ная на методе разделения области, предназначенная для уравнений 

авье Сгокса движения вязкой несжимаемой жидкости с сильно 
меняющимися коэффициентами. Приведены примеры численного
решения задачи в канале с пористой вставкой предлагаемым ме­
тодом.



2.1 М оделирован ие задач  ги дродинам ики в п о р и с т ы х ! 
ср ед ах  м етодом  разделения о б л а с т и . П о с та н о в к а ) 

задачи .

Рассмотрим следующую систему нелинейных уравнений, оп̂  
сывающих течение жидкости через пористую среду в области Q j 
{О <  х; <  »' =  1 ,2 } с границей S[128]

д и {  . d u j i i ;  d p  , d u i  Э и ; . .

+ + ^  ~ ku' + f " * - 1>2 (2 .1 .

du,
dxj

=  0

(по повторяющимся индексам производится суммирование) 
где v =  (ub u2)- вектор скорости жидкости,/)- давление, к(х)- коэЛ 
фнциент проницаемости пористой среды, р- коэффициент эффек 
тивной вязкости.

Системе уравнений (2.1.1) поставим следующие 
начально-граничные условия

v (x , 0) =  v°(x), X €  П, v(0, t) as 0, X e  S. (2.1.2]

В области П функция v°(x) задана , причем такая, что 
divv°(x)  — 0. Функция /(х), р(х)  и А:(х) также являете^ 
известными, удовлетворяющие условиям

0 <  * (х )  < Дг0, о < щ, < р(х)  < ц и /(х,1) 6  L j( f i) .  (2.1 3]

Предположим, что на границе раздела сред, т.е. на линии 
при x i =  £ функция к(х), р(х)  и / (х, t) терпят разрыву 
первого рода и выполняются следующие условия сопряжения

р -  2ц
du 
dx  i

, du dv

^ д Г 2 +  dTi
=  0 (2.1.41

[u] =  [в] =  0

где [Ф] =  Ф (( +  0 ,x 2,t)  -  Ф(£ -  0, x2, t) скачок функции на] 
линии Х\  =  ( .  Здесь и в дальнейшем положим u =  ub v =  u2. 
Предполагается также, что при х 6  П/Д функции р(х),  Jt(j 
и /(х) достаточно гладкие. Следовательно, решение начально-! 
краевой задачи (2.1.1)-(2.1.4) обладает необходимыми свойствами] 
при исследовании аппроксимации рассматриваемых разностнь 
схем.



2 .2  О пи сан и е конечн о-разн остн ой  с х е м ы  и у ч е т  
гр ан и ч н ы х услови й .

ПрИ численном решений уравнений Навье-Стокса (2.1.1) исполь­
зуем сетку с разнесенными скоростями, которая позволяет обеспе­
ч и т ь  выполнение законов сохранения в разностном виде и исполь­
зовать центрально-разностные аппроксимации второго порядка.

Для уравнений в естественных переменных на всех границах 
ставятся физические условия v =  v|r . Однако для определе­
ния давления из уравнения эллиптического типа требуется задать 
граничные условия, которые отсутствую т в исходной постановке.

Численные схемы для уравнений в переменных скорость-давление 
обобщаются на случай пространственных течений.

Широкое распространение при решении многомерных задач по­
лучили методы расщепления [126,130].
В области П построим сетку Г2л, =  w* U <?л (J Qh , где 

=  {(*1и i 2>)) XU =  j , X 2j  — j h 2,

* -  0 ,1 ,. . . ,  Ni\j =  0 ,1 ,. . . ,  N j , Л i — 1\/ TVj, Л j  =  ,

Gh =  { ( x li+l/2> *2j),X li+1/2 =  (‘ +  l/2)/>l, Xij =  j h j ,

i =  0 ,1 ,. . . ,  ЛГ, -  1; j  =  0 ,1 ,. . . ,  N2l hi  =  h / N u h i  =  h / N 2}  ,

Qh — {(■r lH^2j+l/2)>x li =  *^ l**2 ;+ l/2  =  (j  +  l /2 ) / l2 .
* = 0 , 1 , N i- j  =  0 , 1 , -  1 ,hi =  h / N u h t  =  l2/N 2) ,

Как и в [126] в узлах с номерами (» +  1/2, j )  и ( i , j  +  
Д/2) определяются значения соответственно продольной и попе­
речной компонент скорости, а в узлах с целыми номерами i , j )  
-значения давления. Для простоты изложения предположим, что 
пространственная конечно-разностная сетка построена таким обра­
зом, что линия разрыва R  совпадает с прямой Xi.io+i/2 =  (  
Где  ̂ -  'о < ^1 — 2 и для уравнений (2.1.1) рассмотрим следу-
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к иную разног гну ю схему

r'O L.nU' + 1/3,J w»+i/*J I r ( * ) , ,n  I „n -fl _  I . .n -f l  I
r   +  L l/i W.4l/2> +  Prbi) -  ~ «,+1/2; Wi+l/2; +

+  (2/*o"",,•+1/2.1 b l +  (u?,.,+ |/2; +  *£„0 +1/2))*» +

+  / i+ l/ 2 j- * =  1, iV, -  2 ,  J  =  1 , ^ 2  — 1

«'’+1 /OV ft (2.2.1
"u+i/t  Pij+Ht 1 r ( 2) f,n . _tn 4 l  _  У . ,n+l  J  m

r U  «>4-1/2 P * iM  ~~ *« )4 l/2 ^1) 4 1 /2 ^

+  1 / 2 ; ) * »  +  K + l / 2 j + l / 2  ( u x j , i + I / 2 j  +  VJ , , y + l / l ) ) * l  +

+ /|+1/2л * ~  - 7 , J  — 1 ^ 2  ~  2

где

0 1 У ' dx 2
h~n J  T * *n'+l/2J+!/2- д

Г  /„ /»(*!.*»)

0 J »»*♦!/» *l,,>l I
ki*UV= T T  J  J  k (x u x i )dx ,dxi , (2.2.2|

1 *1.1

о 1 *»>♦•/*
«0+1/2= T-T - / / A (rb X2)rfX!rfX2,

ДЛЯ любой функции Jk(X|,X2).

Уравнение неразрывности

“5lti+l/»/ ■»" %.Ц+1/2rfivAv "+l «  «;+Vt/2/ +  *а д + 1 й  =  0 (2.2.3) j

Операторы t =  1 ,2  соответствую т разностной аппрок-j
симации конвективных членов и определяются следующим обра-Г 
зом
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£ (1Л «Г+iIV =  +  (“ ^«/*> +  и"-*/2;)2) +

+ ifc (W + ij+ 1/* +  t,.’>+i/2)(u"+i/»>+i +

- ( i ' J V i j - i / 2  +  « , " _ i / j ) ( u ? + i / a i  +  u i + i / i i - i ) ) >

. (2.2.4)
P (i/.4"+i/J =  i ^ ( ( u>"+»ArH +  “ "■М/адЖ+и-И/а +  wy+i/a)~ 

- ( « f - l / v + l  +  u " - i / j y ) K + i / a +  j + l / j ) ) +

+  4fc((Vy+»/» +  “  (Vy+1/* +  )•

Н а г р а н и ц е  сеточной области f l *  согласно (2.1.2) положим

v 0 j + l / l  -  t ' v | j f l / 3  =  U "/+2> =  U n V - 1 / 2 J  -  

[  vU /2 =  “  “ Г+1/2,0 =  U"+l/J,Af, =  ° -

Легко показать, что при (2.2.5) граничные условия (2.1.2) аппрок­
симируются с порядком 0 (h \ ,h 2), где /»1,Л2 -шаги конечно­
разностной сетки.

Для однозначного определения давления потребуем, чтобы вы­
полнялось равенство

£  р ( * ) М ,  =  0 (2-2.6)
»€wil)

где цг(*) С ыА.
Разностная задача (2.2.1)- (2.2.6) может быть реализована как 

схема расщепления по физическим процессам (126], которую в век­
торной форме можно представить в следующем виде

у Я + 1/2 ^  уЯ
------------------ +  L „ v - « fA( f ) , f  е  п А,т
V n + 1 -  v n + l /J  о

— I- V Ap"+l =  — jfc v n+l, (2.2.7)
г

divhv n+l =  0
■до I

ДИ(

atv),v =  О

Р/, -соответствует разностной аппроксимации конвективных
( сипатионых членов уравнений (2.1.1).



2 .3  А п р и ор н ы е оценки д л я  р азн остн ой  зад ач и

В работе [165] доказана следующая лемма 
Лемма 2.1 Для любых сеточных функций «j+i/jj € G'*, Ду+!/2 6
Qh удовлетворяющая условиям (2.2.3),(2.2.5) справедливы тожде-. 
ства

(̂ ЧА Mi+l/2;t U»+1/Sj) =  vy+l/i»vy+!/j) = 0 (2.3.1)

где суммирование производится по внутренним узлам сетки G’/,U 

Qh'Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем, что (Д^ ui+i/2r  ui+i/2j)  =  О

( ^ l f c u i + l / 2 > i u < + l / 2 j )  =  4 Д  Д  [ ( « « + 3 / 2 /  +  u i + l / 2 j ) 2 u i + l / 2 i -

“ («i+l/J; ~ ui-l/2j)2“i+l/2; +  (vi+lj+l/2 +  vy+l/i)(ui+l/J>+l+ (2. 

+ “ i+l/2j)ui+l/2; “  (vi+ lj- l/ i  +  Vy-l/i)(«i+l/2; +  ui+l/2j-t)«i+ !/2;]^l^2

Для любых сеточных функций и V; имеем

=  (9<Ф<)^Ч +  ̂ ,Ф,Ы',-1)х -  ПхФ* +  {'РН-1Фи+<Р>Ф1-1,г)Ф4 

Используя эту формулу и (2.2.4), преобразуем все слагаемые (2 3.2)

( u i + 3 / 2 > ( u i + l / 2 ; ) * i  +  u « + I / 2 > ( u i + l / 2 j ) i i ) u i + l ^ y  =

=  (w»+I/2>«i+l/2i  • « i - l/ 2j ) x ,  “  (« .+  l/2j ) x  • u i+l/2>.

( u i + l / 2 > ( u i + l / 2 j ) * i  +  ^ i - 1/2 ‘ ( u i + l / 2 j ) * i ) u i + 1 ^ 2 ;  =

=  ( « < - l / 2 / « i + l / 2 /  ' « i - l / 2 j ) * i  ~  ( « . - 1 / 2 ; ) * ,  ’ u i + t / 2 p

( v < + l J + l / l ( « , + I / J > ) * ,  +  f t + l j - l / 2 ( “ i + l / 2 / ) f , ) « . + 1 ^ 2 j  =

=  ( v i + l J - I / 2 u i + l / 2 j u i + i / 2 . > - l ) * »  “  ( V« + U - l / 2 ) * a u i + l / 2 1

(Wy+l/2(ui+l/2>)*j + tll;_i/2(u1+i/2,)i,)«i+l/2/ =
=  ( v i ; - l / 2 u i + l / 2 ; u i + l / 2/ - l ) * j  ~  K / - l / 2 ) * i u j + l / 2 j
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(2.3.3)

(2.3.4)

(2.3.5)

(2.3.6)



Далее получим
. //-2Л/-1

(LiA«i+i/2r ,4>+i/Ji)  =  * ,?| u u<+*/»>u'+i/2iu<-i/*i)*i“

_ (и ; + 1/2>)*1*<+1/*> +  (ut-l/2; ui+l/2,«i-l/2j)*, “  K-I/Jj)*i«?+1/J> +

+  (u,+ii;-i/2ui+l/J2u'+l/*>-«)*» ~  (v*+M-l/*)*»ui+l/J; +  (wy-t/l

ui + l/2>Ui+l/2>-l )*i — (uO-1/2)*«U?+1/2>1̂ 1̂ 2

с  учетом граничных условий (2.2.3) и уравнения неразрывности

(2.2.5) имеем

М — 1 •
( £ u “.+ l/2i.«i+t/2i) =  U7 Е  [-«J/1>«J/23ul/jy+

+  *lN-\/ljUN-l/7juN-3/7j ~  ul/2;uJ/2>ul/2j +

N-2
+  H/Y-j/2/Идг— i/jjM/v-J/2/)Al^2 +  Щ  ,E (-V j+l,S/2«i+l/2,lWi+l/2,0+

+ ,'i+l,A/-l/2“i+l/2,Mui+l/2,M-l ~  t'i,l/2ui+l/2,lu.+ l/2,0 +  

+ viJ/-l/j“i+l/2JKui+l/J«-l]^|A2 =  0

Аналогично можно доказать, что (£.[* Wy+i/j, tty+j/j) =  0.
В работе [158] получены основные априорные оценки для реше­

ния разностной задачи (2.2.1)-(2.2.6), исследованы аппроксимаци- 
онные свойства н доказана теорема сходимости решения разност­
ной задачи к решению дифференциальной задачи (2.1.1)-(2.1.4). 
Умножая соотношения (2.2.1) соответственно на 2ru"£,.,«,AiAj и
2г1»П+1 L Lvji+i/in \"7 затем просуммировав по точкам о/*, получим следу­
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ющее основное энергетическое неравенство

||v”^l ||'J -  ||vn||2 ||vr*+‘ -  v"Jj2-»-

+ 2 r ( L IAv " ,v " +1) +  2 r ( E p ^ l< ++1l/2j+
“* ' (2.3.

+  Z p nt: 'v & \ ,1)h lh i  +  2rdh < 2r|(/\ v "+1)|

где

= “(E ̂ TA u"+l/2ju"+l/2; +
«; u;

(Llkv\ vn+1) = E  /vCi'/iJhih, + E  £(u 4 +i
“i W*

(/",Vn+1) ~ E(/i+1/2; u!+1/2j + 0y+l/2
причем

^2A “ й-1/2/ =  (2/ (y uf ,, i+ l/2 /) * l+  a i+ l/2 /+ l/2  (u"+l/2;x, +  ‘'i" + 1/2*,)Ь  

^2hvij+l/l =  (ai+l/2j+l/2 ( “ 1+1/2;,* , +  vt";+l/2,* ,) )* !  +  (2pyWy+ 1/2,i , ) *
В суммах E , E  и E  суммирование производите* соответственно п<

Ык _____     1
индексам» =  1,/V -  l , j  =  1, А/ Г; « =  l,iV  -  2 , j  =  1, М  -  1 i
Т7ДГПГ, J = i,A/ -  2
Оценим величины, входящие в соотношение (2.3.7). Учитыва 
уравнение (2.2.3), можно убедится в том, что

( J P j ^ C w  +  ( E P . ,C i / * M »  «  

- S P o + , ( ( C i / 2 i ) * .  +  ( « # 1/ 2 ) * . ) ^  =  0  ( 2 3 ' 8 *

Произведя суммирование по частям, учитывая краевые условш 
(2.2.5) имеем

til, =  2  Е  / 1 i>u i 1, i + l / 2 j u i , , i + l / 2 j ^ l ^ 2  +

+  Е  «. +I/2/+1/2 ( “J,,1+1/2; +  г,",,У+1/2)и^+1/'1Л2+



n-fl

6*

+  Z  8 . - + W  1/* +о*>k
+ 2 Z w vi,.iJ*4*v* № f t h'h*Wfc

сумме X суммирование производится по индексам
* gи/ л __

=  j  =  0 , Af -  Т.
Преобразуем величину dh 

dh  -  5 1  { / ' о [ ( м ? , .1 + 1 / « ) *  +  ( u i o i 4 i / ’ i^ ?  “  -  w»+ i / J j b i )  1 +

+  /',;[('^.О'-И/з)5 +  (^I.ii+I/V)1 ~  ((Vy+I/J “  Vi}+l/j)it) l}  +

+5 E h+i/v+i/г ((«",.i+i/v + ««t.y+i/*)* + (ŵ(+i/ij + ‘'"ьУ+i/i)7-
2 о

I
~ ( ( u "+l/2> ~  u " + l / 2 j ) * i  +  ( v iji+ l/ 7  “  « У + 1 / » )» | )* 1 Л 1Л »

Этсюда имеем

* > y(!l.r«̂ «n!l?i)+ll?rorfA«B+l|lo)+IIW/.t'n|l*a)+tl9r«rf'«t'n4’tl(J)-
I -y(ll̂ a (̂«"+1 - «-)(*„ + ||jro4(vn+I - OH?»>

||5radfc«||f,) = 1КЙЦ*) +
Ikrô nll’j) « Ik., Il^j + IKIlI.e*)-

так. получили, что

dh > f  dkrorf*""!!*,, + lkr«̂ «"+,Ho)+
+||j?ra<fiv"||f,) + |iflrad*v"+1||fir  (2.3 9)

- V ( l l ^ * ( « " +l ~ «")l|?„ +  \\gradk{ v ^  -  *• )(»„)

Теперь оценим слагаемое 2r(£lAv\ v"+l). 
силу доказанной леммы имеем

2 r(Luv",v"+‘) = 2rl(Luv",v(").



2 r J (L 1AV " . V * )  =  у  ] £ [ ( « , "+ J/2> +  и Г + 1 / 2 > ) ( м " + 1 / 2 ; ) х | ( м Г+ 1 / 2 ; )<  +

+ (“"+1/2.; + и?-1/2;)(и?+|/2>)*,(иГ+|/2>)| +
+  (Vf+lj+l/2 +  vy+l/2)(uH-l/2j)*i(ui"+l/2;)l +

+(w"+lj-l/2 + иГ>-1/2)(и."+1/2>)*>(иГ+1/2>)|]/,1/,2-1
т̂

+  У  X J [ ( “ i + l / 2 j + l  +  u t + l / 2 i ) ( t ,y + l / 2 ) * i ( v i j i + l / 2 ) » +

( u i - l / 2j+ t  +  u ? - 1'/2; ) ( v!>+|/s)*i(v i"4 I/2 )« +  

+ ( vy+l/2 +  w5>l/z)(vi% l/ j)*j(,,y+|/j)« +

+ ( vy + l/2 +  “ i j+ 1/2 ) ( “ i";+1/2 ) * ;  ( “ " ;+ 1/2 ) 1]^ 1̂ *2 

Используем неравенство Коши-Буняковского

p rW .*i,)l < 22^ {g[<-̂ w)* + (•5<.|/,)*рл.л*},/* • 1

w i - * £ W w i  !
Величина |||vn|2|| оценивается так [6]

!l|vB|2||<v̂||v"||.||<,rarfAv"||
Тогда

|2r » ( I u v ", v f)I <  Цv"U • ||yra<f*v"|| • ||vc"|| <
(2.3.10),

 ̂t IIv<"H2 + l L(s)Jl|vnl!2 • ||yro</Av"||2
где

С , =  6 , ||̂ racfAv ||2 =  U jra^ u ll!,, +  ||yra<fA v||f2)

Используя (2.3.9) и (2.3.10) имеем

||v»+4 |* -  ||v"||2 +  l||v"+1 -  v"|| +  (7710 -  ?(J)*||v"||J )-

•||̂ radAv "||2 +  r^o||ffrot/Av n+,||2 <  (2 .3 .11)

<  r/21||<7radA(v n+1 -  v n)||2 +  2r|(/n,v n+1)|

6

г 2



i+l _  ^"Ul2 «г
Л2

И с п о л ь з у я  н е р а в е н с т в о

из (2.3.11) получим

||v"+1||2 -  IK II2 +  (| -  ^ ) • l|vn+1 -  V"||a+

с ?  г  l l . , n  | | 2 \  . | L r n J ,  „ п | | 2+2’(/'о " l̂ IKH2)' bradhyn\\2+ (2 з 12)
+  77 ‘о||'7га ^луП+|||2 < 2т||/п|| • Цv ”+11|

Н а л о ж и м  на Л, г и Ц\ условие

1 * L ^ = S >  0 (2.3.13)
I  п2

Тогда получим неравенство

,п+1||2 М .." II2 j_  _  C i .L l l i r n ll2 3 . II „ - „ Л . » , "  II2Vn||2 +  т(р 0 -  fj^ llv "!!2) • ||5radAvn||2+

+rpo||prarf*v-+4J < 2r||/»|| • ||v-+‘||
(2.3.14)

которое позволяет оценить ||v"||, || r̂adAv n|| если ^  взять доста­
точно малым.
Действительно, до тех пор, пока коэффициент при неотрицателен,
и(Меем

11уП+1||2 -  ||vn||2 <  2r||/B|| ■ ||v"+1||,

( К +‘ || -  ||v-||) • (||v"+1|| +  ||v"||) <  irWp'W ■ ||v-+1||, 

llv "+ I|| <  ||v"|| +  2r||/', ||.

Отсюда получим

l|vB+,H<||v°|| +  2 r  EH/4 (2-3.15)
0

оэтому, если т/ h 3 подчинить еше условию



IIvn^‘ ||2 +  r<S, £  ||$™Ллу *||2 + T/.10 Y_ ||^rarfftV*+ l||2 <
* = 0  t=0

< IIv°||2 +  2 (r t  II/4II) ■ (IIv°|| + 2r t  II/"4II) < (2.3.17
t=0 k—Q

<2||v0|p + 5(rf:il/l ||)2

А из (2.3.12) и (2.3.15) оценку

||v"+ l||2 f  S £  ||vt+ I -  v*||2 +  tSi E  ||graJAv*||2+
*=o *=o /2 3 181

+  r/io E  ||5rarfAv *+1||2 < ||v°|(2 +  5 (r  f  (I/1 !))2
krz о * = 0

Итак, при выполнении условий (2.3.13) и (2.3.16) верна оценка! 
(2.3 18) правая часть которой не превосходит известной нам ве­
личины.

1огда in (2.3.1 I) и (2.3.15) выводом оценку

2 .4  И ссл ед ован и е ап п р окси м ац и он н ы х с в о й с т в  .

Руководствуясь общими соображениями теории аппроксимации 
разностных схем, легко убедится в том, что указанная разност­
ная схема по г имеет первый порядок аппроксимации. Поэто­
му ограничимся приведением оценок погрешности аппроксимации 
для стационарного аналога рассматриваемой разностной схемы. 
Предположим, что пространственная конечно-разностная сетка по- ! 
строена таким образом, чтобы линия разрыва совпадала с прямой 
*л+1/2 =  гДе \ <  п <  N -  2.
При таком выборе координатной сетки, очевидно, что уравнение 
неразрывности аппроксимируется со вторым порядком точности 
по h всюду в u)h(h — max(h\hi))  и имеет место соотноше­
ние

rfitiAz =  - d i v hVk — 0 ( h 2) (2-4.1)

где г  =  v -  v A погрешность решения разностной и дифферен­
циальной задачи для вектора скорости.
Вводя также сеточную функцию ошибки давления

*  =  P~ P h



д н я  п о г р е ш н о с т и  решения для стационарных уравнении соответ­
с т в у ю щ и х  ( 2 . 2 . 1 )  следующее соотношение

,0
) ,(1) — тг 2 ( LLiiZ\ 2 . 1 /о.1 )аг. 'L [ l)ZW ~  “  2(/‘у4,!,Ч1/2;)*. (“l+1/2/+1/2 (4,!i+l/2/ +

(2) \\ i ? -(*) _  _,/,(*)
+  * х , ,у + 1 / 2 ''* *  *•+</*> 1+ 1/2/ + i + i /2;+

(2.4.2)
/Д2,2(3) = ТГ*,,,/ -  (а,+1/2/+1/2 (41!,+1/2/ + 4!!,/+1/а))*1-

О/ (J) \ I L ,(*) _.ij+l/a/xi"*” Л|>+ 1/2 Z|)-f 1/2 |̂)+1/2>

где V’!4i/2j' V'!/+i/2 невязки конечно-разностных схем.
Пользуясь известной методикой [11] представим правые части вы
паженип (2.4.2) в следующей форме

,/Я - J 1» , ,Д1)V ;+1/2/ — ”*,,1+1/2/ ' ,1+1/2/ +  т  1+1/2/1

,/Я _„(*>  . Л 2) (2 4 3 )+ ,/+1/2 -  V*,,,7+1/2 +  *,,•/+1/2 +  V’,7+1/2-

где

OS ^
г/.+)1/2/ =  /  [~Р(*11> 12з +  «Л2) +  2/1(х 1„ Х 2/ +  я/12) ——( x li ,X2j  +  s h J ) + 

-05  5 *1

+Р(*И ,*2/) -  2/11/И,11Й.1/а/](/я,

« А + . » , * « « / , )  ( * ! f e !a a  +  «>, . J w e ) +
-05 \ #*2

| g f e * » / 2  +  Д*1, *27+1/2) \ 0 / . . .
Зх , I ~  1+1/2/+1/2 («*,,1+1/2/ +  «*,,1/+1/а)]«я,

( 1) 05 0 5
+•+1/2/ =  /  j  I~^(*l,i+i/J +  «^1,12/ -f  tAj)

-0.5 -0.5

( |,(*1,.+1/2 +  «ЛьХг/ +  tAj) -  u(Xiii+i/2,Ij/))]lisrf/,

•»?i./2= / [/i(-t i.+i/2,• 2̂/+i/2 +  »fca) (!£L(? m Z p b l i ! + № }  +
-  o s \ d x j

I  +  -*-l£a>±.l/? +  ^ 2 '* l l  + l / 2 ) \ 0
(З.Г, I “«+I/2/+1/2 («*,, 1+1/2/ +  V*1,1/+1/2)I“S,



+p(*ii,*v) - 2/*(xi„z2>)viji0+1/J;]d5,
0.5 0 5

V3!,'! 1/2 =  / / (~^(ZU + s/ti, Z2j+i/j + </lj)(v(lii-f-sAi, Z2̂ +i/}4-t/»2)j 
-0 .5  -0 .5  И

- v ( x 1(,Z2j + l/ j))]^ < -

Разлогая в ряды Тейлора, убеждаемся в том, что *}?> ,
( 2 ) ( 1) 1  

^о+i/а» ^li+i/ij имеют порядок малости 0 (Л 2), так как вычи
сления этих величин производятся в области, где коэффициенты
и следовательно, решения задачи гладкие.

Рассуждая аналогичным образом, легко показать, что j j
(1) (2) . ' 

^i+i/ij'  1/2 та,<же имеют второй порядок аппроксимации п р !
i ^ n .

Оценим выражения Vnil/V'  ^n+i/2;• Воспользуемся разложен 
НИЯМИ В окрестности Zl,„+l/2 == (

и ({  +  s h u x j j  +  th 2) =  u ( ( , z 2j) +  O (h),

при любых t, з 6  [ -0 .5 ;  0.5]

Следовательно, V’n+i/ay -  O (h)
Рассмотрим коэффициент

/

a n+l/2 J+ ip— £  / - - « и ; ,1
*1 J  Й*1%1)•In

Имеет место следующее представление

о 0.5 л
“ n+l/2J+l/2® ^  ПП------------ ------------------

Обозначим
. , d u  dv
Ьм(д ^  +  д 7 1)]х' ^ 0==и)0-

Далее проведем следующие вычисления



О
V  dt _____
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i , W - » , * > ) + ' м и * . , » . ) ) , ' - <и’+

| +<Р(л?)И.+ / 1Д 1 Г 6 П5 ) +  " " ( Л т Ь й 1- ' " » ^

■  +0(А !)|Л  =  \ \ ^  Д  I t )  +  ^  _ ‘ 0 1 1 ( ] +  0(Л ,| .

ди dv . _  , 9u <9v .
+  а^^-<=*'-+>/>+‘А» ~ i +  a * ,

±*Л,Ид^ + ■̂)]ri=Xi..+i/,±o + 0(h]) = wo + 0(/»i),
1 . du  dv  du dv  ,

+,/1+1ч»,*1/1 -  2 ‘^ + I r 7 ' I,=<+0+^ + a ^ ' * ,=<" 0' +   ̂ ^

Следовательно, с учетом условия сопряжения

a n + l / ! , ;  + l / 2  ( “ x, ,„+1/, j  +  “ х , , . /+1/1)  =  Wo +  0 ( h \ )

Итак, мы показали, что « ^ д ,-  =  O (h ) ,  т.е. в точке Х| = 
J u + i/2 =  £ имеет первый порядок аппроксимации.

Аналогичным образом покажем, что =  0 ( h )

“ .«.-j+i/j =  ( “ «+ IJ+ 1/ 2 -  v n J + l / l ) / h l

Разложим в ряд Тейлора

“n+ij+1/2 = “t+oj+i/2 + у (^ )«+ 0J+I/2 + 0(h\), 

h dv
«Чж/2 =  n e-o j+ j,, +  j i j - U - t j + t f t  +  0(h\),

Отсюда получим, что

“.„«>+1/2 =  j K g ^ w + o  +  ( ^ ) « f - o )  +  0(/»,) (2.4.4)

Аналогично получается, что

Ш  ..3+1/2Ж/2 = 2 ((g ^).,-{+0 + ( |~ ).,ч -« ) + 0(Л,) (2.4.5)



о
Wq— О

=  Wo —

1. ди dv ди dv ,
+ l/2j, + l / 2  +  ̂ 1,nj + l /2 =  2 l ' f t ^ + ^ * ' = < +0 +  ^ - + ^ " ) * ' ’= < - 0 J +  O (]

С учетом условия сопряжения имеем

I .1 ди dv ди dv
*11+1/2.2+1/2 ^ ( ( q -  +  + ^ +  О» +  ° W  =

A d +  7 ( f k b W  ~ 0, х2“) +  Ж + O JT )  ) +  ° (h '] =  ° (h)

2 .5  С хо д и м о сть  кон ечно-разностн ой зад ач и

Для исследования сходимости решения конечно-разностной за­
дачи к решению дифференциальной задачи рассмотрим конечно­
разностные соотношения для погрешности решения в следующей 
форме

л  , 0 ) п+ 1 \ г I ( ,(1 )п . (1)П ч2 \
V i+1/2; )f +  4((Ч+1/2; +  Wi-l/2>) )* ,+

+  2 ^ WV l / 2 ;  +  W / 2 ; )  ' ( Mi+ l/ 2 j  +  u " ~ l / 2 ; ) b i  +

+  4[(u'!+)1j '+1/2 +  wi,j+l/2) ' (V+1/2;41 + a,!+i%;)]x2 +

+  4 ^ U' + 1 j + 1 /2  +  v i J + 1/2 )  • ( w ,- + i / l j+ i +  V i / 2 , ; )  +  ( V + I J + 1 / 2  +  V jV ' l / 2 ) 

•(n " + l/ 2 ,;+ l  +  u "+ l/ 2 ,; ) } * ,  +  < , + i ;  =  2 (/‘ . ; 4 Ц " + !/ 2 ; )x i  +

+  ( “ .+  l/ 2 ;+ l/ 2  ( ^ V V l / 2 ;  +  w 2 ! y + l / 2 ) ) * .  ~  ^ + 1 / 2 ;  “  V’{ + l / 2 j .  ;

+ * f i 6 « № « S w + * a , » . . +  (2.5.1)

■ ^ 4 ^ U*+ l/ 2 ; + l +  Mi + l / 2 ; ' ) ( 4 + l j 4 l / 2  + w !;4 1 / 2 )  +  ( Г |П+ 1 ,; +  1/2 +  v ? j+ ip )

(, >(1)n Х , Л > П )1 i 1 // ,(2)n (2)n \2\
'  < + l/ 2 , ; + i  +  W i + l / 2 , ; ) J * i  +  4  ( i ;  + 1 / 2  +  1/2 ) ) x j

+  2 ^ Wp - l / 2  +  U/. ; - l / 2 ) ( , , . ;  + l/2 +  Vi> - 1 / 2 ) L j +

+  7ГХ1+0 ~  2^ 'u u' i j>0 + l/2)xj +

Из (2.4.4) и (2.4.5) имеем



, ей I I*)'1 . (2)n , (2) 7(2)
+  ( a i +  l/2>+l/2 V + 'x j.i+ l/2; +  w x , , i j+ l / 2 ) ) * i  ^ i j  + l/2 ~  ^ 0 + 1 / 2

Предположим, что

divhJ nh+l = 0, wAn+1|7A =0, wj = 0 (2.5.2)
7 ( 1) 7 (2 )где V'i+i/2ji V'y+i/j-norpeijUHocTb аппроксимации нелинейных сла- 

псмых и имеют порядок 0 ( h u).
• множа* первое из уравнений (2.5.1) на 2rwJ|),"jj/ i1AJ , второе на

1 ^ № * 2  и рассуждая аналогично как при выводе оценок (2.3.17)
имеем

1Рп+1||2 -  IP T  + r(pQ -  ^||w"||V<»4kT+
(2.5.3)

+r/20||5ra(fAwn+1||2 -f- r j f  < 2 r(V 4- V\w"+1)

где ,, ; ■; ‘ ' -

j* = 2 f̂(Wi41/2> + wi-"/,>)(“"+,/,; + “ Г-, /,; )) * iw!+1/Jj ̂  I ̂  1+

+  4 Е [ ( “Г+1,;Ч1/2 +  1’0 + I/2)(W,41%>+1 +  ЧчГ/2;) + 
w»

i f ,  ,(2)̂  . ,(?)n \(t,n i U i
’ V i - f I . j+ I/ 2  +  tii+l/7j)\*iU,i+l/7jn l n1 +

+  4 E ( ( U!V l/2 j+ , +  U"+ l/2 j)(w!+lj+1/2 +  W! i ! l / l ) +

+  ( 1'Г+1,; + >/2 +  wy + l/ l)(wi+l/2J+I + wl + V J j ) b i wy+"l/J^«^»+

+  2 £ ( ( wS"/ 2 +  4 7 - ”i/2) ( ’’" +1/2 +  “y - i/ jl lx ^ S v jA .A ,
uk

Используя формулы суммирования по частям и неравенство Гель-
Дрра имеем

W l <  2||u'i1IJ+ i/ j;H • b f f i f l t l u  ■ № | » 1 ь  +

И-.чГ/2/IUi ■ K + . / , l k  +  U ' X n l  • l l * S " ,/ ,1 k  • K , / v l t . +  

+ i k & i i  - i k S U i k  • к + w h , +

i M ^ i k  • i k +,/,iu , +  2ii^>-v ,/ ,R  • ik !2!",/, i k  • f l c , / , i k



Далее, используя неравенство

1МЦ4 < v/2||v||1/2||pra<iAv ||1/2 

и е-неравенство и ограниченность v оценим следующим образом

Ю1 < e3(|brarf*J>"+1||2 +  2||5r0(/*a)n||2) +  i[| ^ o d Av"||2 • ||ы"||2
£з

В силу ограниченности ||0ra<fAv"|| имеем

Ш  < £ з(| | $го ^ "+1||2 +  2||.7га ^ ы л||2) + С 2||сГ'п|Г (2.5.4)

Из (2.5.3),(2 .5 .4) получим неравенство

р П+1||2 -  |Р"|Г +  т(,ю -  ^ 1Р Т  -  2£з) • I k r a ^ l 2 +  

+*(/'о -  ei) ■ ||</ra</A<J?"+ l||2 < 2т\(ф +  ^ ,w "+‘ )| +  C 2r||J"||2

Поступая аналогично как при получении оценки для линейной за­
дачи имеем

1Р "+1||2 -  |р||2 +  А п 0 -  -  253) • ||<7га̂ ы"||2+
(2.5.!

+ г (р 0 "  £\ ~  Ы  • ||</га̂ л+1||2 < 2r|(V-,wn+1)l +  С2г||ып||2 +  г £

где j l  величина порядка 0(h*)-  
Отсюда получим

1 Р + ,||2 -| Р п||2 +  г(/‘о - ? ^ | Р п||2 - 2 г з ) -  

||(/г«йЛ1Дп||2 +  г(ро -  с2 -  £з) • \\gradhQn+i\\2 <  (2.5.6)

<  C 2 r ( | | w n  +  I | | 2 +  | | w n | | 2 )  +  Г / 5  - f  r ) | l / ' H 2

Выбросим из левой части третье и четвертое слагаемое и полу­
ченное неравенство просуммируем по I от / =  0 до / =  п

|рп+1||2 < 1Р°||2 +  2С2г £  ||^Ч|2 +  г £ и ‘ +  II0II2)
/=0 1=0

Из этого неравенство, используя лемму Гронуолла, получим 

I l l ' l l 2 < С з(Р °| | 2 +  л")



п т
С , =  ехр(2С2Т),  t f  =  £  Uь +  1М|2) ■ { е х р ( - 2 С 2 £  г ) } г

гп=0 . к=0

После этого, возвратившись к (2.5.6) r / h 2 подчиним еше уело
вию

Ро -  C j j j j J  -  253 S  <5 > 0 (2.5.7)

ГДе С  =  С[Сз/2, то из (2.5.6) выведем оценку

Р " +1||2 +  гЛ, £  Ь г а ^ ' Н 2 +  r J 3 £  ||ffrarffc<D,+ 1||2 < C 4j 7" (2.5.8) 
1=0 1=0

где j"  величина порядка 0 ( г 2 +  Л4)
Итак, доказана следующая теорема.

Т е о р е м а  2 .1  Пусть выполнены условия r p i / h 2 < 1/16, // ^
+ £ ,  а для решения задачи (3.1.1 )-(3 .1 .3) выполнены условия

(3.1.4), а тогда решение нанлучшен схемы (3.1.5)-(3.1.9) устойчиво 
и сходится к решению задачи (3.1.1)-(3.1.3) со скоростью, опреде­
ляемой неравенством

№ "+ ,l!l  +  r * , £ n v * o ' | | J+
1=0

+ п ь £ | | ^ ы '+1||2 < С ( г  +  Л")
/=0

2 .6  С хе м а  р еали зац и и  м е т о д а  р асщ еп л ен и я

Предложена новая схема реализации метода расщепления(2.2.7). 
Для численной реализации алгоритма, после нахождения вспомо­
гательных величин v n+1/2 которые описывают вихревые ха­
рактеристики течения, введем сеточную функцию тока il>”+\/2 7+i/2’ 
Для которой

w"+V/2 j =  Vi,+ilf i/2,y+i/2. ,̂"Vl/2 =  “ V'ijt i+ l/ 2 j+ l/ J (2.6.1)

Из соотношения

(1 + r Jt)v"+I = vn+1/2- VApn+1 (2.6.2)
г учетом (2.2.3) получим разностное уравнение 

r« f„ ((l +  r k ) y n+l) =  rothy n+i/i

г д е



Следовательно, для определения функции тока во внутренних уз­
лах сетки fi)/i с учетом равенств (2.6.1) имеем уравнение

divh(( 1 +  г  к )Ъ нфп+') =  rothv n+'V (2.6.3)

которое на каждом временном шаге решается известными ите­
рационными методами при фиксированных значениях ipn+i на 
границе расчетной области.

Давление можно найти по известному решению для скорости и 
вспомогательных величин у п+1/'2 .

Поле давления вычисляется из следующего соотношения:

„П+1 _  п+1/2  _  /1 , I. ч „+1
1+1/2) U  +  i+1/2)  * i+l/2j>

„ п +i  _  n+1/2 _  п  , . \ „+1 ( 2 '6 '4 )
P*i.i )  ~  VI> + 1/2 и  +  T4 }+ l/ 2 )v ij+l/2-
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2 .7  Ч и сл ен н ы й  ан ал ог ал ьтер н и р у ю щ его  м е т о д а
Ш вар ц а.

Внутренние итерации для нахождения поля функции тока из 
уравнения (2.6.3) проводятся методом разделения области. Для 
решения эллиптических разностных уравнений, с сильно меня­
ющимися в узких областях коэффициентом к(х, у) при старшей 
производной эффективно использовать численный аналог альтер­
нирующего метода Шварца. В работе [73] на примере модельной 
задачи показано и получена асимптотические числа арифметиче­
ских действий необходимых для решения задачи с точностью е.
В прямоугольнике

D  =  { ( ^ у )  : 0  <  х  <  * i >0  <  У <  Ь }  ( 2 . 7 . 1 )

рассмотрим краевую задачу

^  =  Г  ( c (x ’ y )S )  +  Гу ( c(X’ y )S )  =  ПХ'У)' {Х'У) €

4>(0,у) =  </>i(y), 4’(i 1, у) =  Ы у), у е ( 0 , / 2),

У’ ( х , 0 )  =  0 , ( т ) ,  У » ( * , / 2 ) =  а д ,  I  €  ( 0 , / , )  ( 2 . 7 . 2 )



Предполагаем, что с(х,у) > с > 0. На множестве 77 введем рав 
номерную сетку с шагами Л, =  h / N u hv =  l2/N b  На этой сетке 
построим разностную схему

(Ш ')и  = f i j , 0 < i < N u 0 < j  < IV2,

ФоJ  =  Ф ки  =  (<Л);,0 <  j  < N2,

V',',0 =  (fli)i, V'l, лг2 =  (fl2) i,0  <  i <  Лг, (2.7.3)

где L k- пятиточечная разностная аппроксимация оператора L. Вве­
д е м  обозначения

D \ -  {к,У )

Di -  {(^ , 2/) 
Di =  {(J7 ,»/) 
D4 =  {(-Г, J/)

0  <  X <  7 2 , 0  <  у  <  /2 }  ,

7 2  <  х  <  7 з ,  0  <  у  <  /2 } ,

7 3  < * ■ < / , ,  0  <  у  <  /2 } , 

71  <  з'  <  7 4 ,  0  <  у  <  /2 } ,

Предположим, что 

С(х,у) = (2.7.4)

Ci =  const, если(х,у)  6  D]
С2(х,у), если(х,у)  £  D2 
Сз =  const, - е с л и (х ,у )  €  С 3 

значения ш =  1 , 2 , 3 , 4  попадают в узлы сетки с номерами im и 
( П ~ 7 i) <7|. Определим последовательности t/'J1 и V’2 следующим 
образом:

( L h f i ) i j  =  f i j ,  0 <  i <  i2, i3 <  « <  М , 0 <  j  < N3 (2.7.5)

W ) o j  =  (^ i) ;, W W ;  =  Ы > , 0  < j  < iV2 (2.7.6)

(v T )i,j =  № ') . W .  (V'D.'ij =  0 < j < N t (2.7.7)

,0 =  (0i)i, (У’Г)ч.л', =  № ).,0  < i <  *2,*3 < i < лгь  (2.7.8)

[Lh4’2)ij  =  f i j ,  »i <  » < 4 , 0 <  j  < N2 (2.7.9)

(V’s?).,.> =  (vT).,.>, (V 2").w  =  0 <  j  <  /V2 (2.7.10)

(tfa k *  =  (V'jJy.Ar, =  {02)i,0 < i <  4 , ■ (2.7.11)

-  1, 2,3.  4 , . . . ,  v 2- заданное начальное приближение. Таким 
I - п о м  y i J1 определена как решение разностной краевой задачи 
1 -5 ) в области D]UD3 с краевыми условиями (2.7.6)-(2 .7 .8), a у>2-



S I

как решение разностной краевой задачи (2.7.9) в области 1Д, с кра­
евыми условиями ( 2 . 7 . 1 0 ) , ( 2 . 7 .1 1 ) .  Итерационный метод ( 2 . 7 . 5 ) -

( 2 . 7 . 1 1 )  является численным аналогом известного метода Швар­
ца. Для определения зависимости скорости с х о д и м о с т и  численно­
го аналога альтер- пирующего метода Шварца решена тестовая 
задача. Рассматривался квадрат к х  ж, у2 — 9л-/20, 7 3  =  11 тг/ 2 0 .  

В формуле (2.7.4)

Ci =  5 • 10"3,Сз =  10_2,С 2(х ,у )  =  С • е х р [ - 4 { у  -  0,5тг)2] 

Краевые условия

^ (0 , у) =  0 , ф{1\,у) =  0, у €  [0 ,Ь ]

<9у ’ с)у
Очевидно, что функция ф — 0 является решением такой задачи. В 
качестве начального приближения была выбрана функция

V'!i(x *y) =  s‘nx' ' s*n У +  sin 39т ■ sin39y +

+  sin 20т • sin 20у +  sin т • sin 20у +  sin 39т • sin 39у.

Число узлов по каждому направлению N — 41. Для решения
этой задачи 71 и 72 были выбраны равными б7г/20 и 14тг/20 соот­
ветственно, т. е. область Д\ содержала 17 х 41 узлов. Функция 
ф" оп|)еделялась методом верхней релаксации в областях Д\ и Д 2 с 
итерационным параметром и) =  2/(1 +  sin Л). Функция ф% опреде­
лялась методом матричной прогонки. Вычисления заканчивались, 
когда

max (IIV'Flfci II^j IIc ) < ю ~5.

Для сравнения эта же задача решалась методом верхней релак­
сации. Результаты  показывают, что количества итерации в мето­
де Шварца при С  — 9, С  =  81, С  =  729 оставались равным п =  18, 
а методом верхней релаксации с ростом значения коэффициента С  
количество итерации значительно увеличивается. Все расчеты по­
казывают эффективность метода Шварца при больших значениях 
С .



2 .8  Ч и сл ен н ы е р езу л ь таты  течения вязкой 
н есж и м аем ой  ж идкости в п ор и сты х ср ед ах .

Изучение течения жидкости через пористые среды представля­
ет очень большой практический интерес. Течения вязкой несжи­
маемой жидкости описывается нелинейными уравнениями Навье- 
Стокса. Характерным для таких задач является присутствие в 
уравнении движения жидкости члена с быстроменяющимися ко­
эффициентами. При течении жидкости через пористую среду фор 
мнруется неоднородность профиля скорости с максимумом вбли­
зи твердой стенки. Поэтому необходимо разрабатывать эффек­
тивные итерационные методы для численного решения уравне­
ний описывающих такие течения. Известно, что к(х) является 
функцией сильно меняющейся в области П. В связи с этим эф­
фективность известных итерационных методов для решения элли­
птических уравнений, за исключением попеременно- треугольного 
метода, существенно снижается. В данной работе проведены чи­
сленные расчеты течения жидкости в плоском канале П через 
пористую вставку описываемые уравнениями (3.1.1),(3.1.2)

^  +  ( v V ) v  +  Vp =  i - A v - * ( x ) v ,  (2.8.1)

divv  э= О

где Re  -число Рейнольдса, v *= (u, v) -скорость ж и д к о с т и , р 
-давление, Л(х)-коэффициент проницаемости пористой среды.

Системе уравнений (2.8.1) поставим граничные условия

u =  uо(х2), v =  0 на Г\ {*1  0, 0 <  ж* <  /*} ,

u =  v =  0 на Г| *  {0  <  * i  £  /ь  х 2 *  /j}

^ = 0 ,  в * 0  на Л « { х ,  « / , ,  0 < * » < ! » } ,  2̂ 8 '2*

=  0, v 0 на Г\ *  {0  <  Х| <  1\, х* «= 0 }

Коэффициент к(х)  определяется следующим образом [115]
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где коэффициент порозности, D an-диаметр аппарата, d- 
днаметр зерен, П„-подобласть занятая пористой средой.

Задача (2.8.1),(2.8.2) численно решена предлагаемой в 2.6 схе­
мой расщепления по физическим процессам. Эллиптическое урав­
нение (2.6.3) с соответствующими к (2.8.2) граничными условиями

V'i/2J+i/2 -  5(*2j+i/2)> 1 < j  < Ni ~  1,

V\"+l/JJV,-l/2 =  C0Tlst' 1 <  > <  ~  1

^AfJ+1/2j+1/2 =  ^AV-l/2,j+l/2>^ 5: .7 5 : ^ 2  ~  1 ,

где
*2

g(xi) = J U0(y)dy, 
о

решается численным аналогом метода Шварца. Расчетная область 
имела размеры 1\ =  2, /2 =  0 ,5  и покрывалась сеткой 81 х 41. 
Численные расчеты проведены в широком диапоэоне чисел Рей­
нольдса и коэффициента проницаемости пористой среды. Резуль­
таты  численных расчетов представлены в виде графиков 1-6. На 
рисунках 2 ,3  приведены профили компоненты скорости внутри по­
ристой среды и за пористой среды. Из графиков видно, что за по­
ристой перегородкой имеют место значительные неоднородности. 
На рисунке 4 изображен профиль скорости на выходе из канала 
которой близко течению Пуаэейля в плоском канале. На рисунках
5,6 приведены изолинии функции тока для Re =  100 и Re  =  500. 
Численные расчеты проводились до тех пор, пока

Ж  W +M  “  u"+u i < £- где е =  10“3- (2 -8 -3 )

Для сравнения эллиптическая часть этой задачи решалась мето­
дом верхней релаксации. Результаты показывают что при исполь­
зовании альтернирующего методо Шварца количество внешних 
итерации меньше чем в методе верхней релаксации. Например, 
при Re — 100, количество внутренних итерации для достижения 
требуемой точности вида (2.8.2) методом верхней релаксации 130. 
а методом Шварца 19. С увеличением значения коэффициента в за­
даче (2.1.1),(2 .1 .2) количество внешних итерации в методе Шварца 
мало меняется.
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F *c . 1. Профиль скорости к  m  входе

Рос. 1. Профиль скорость К  он утри коростой остоака
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Ряс. 3. Профиль скорость и м  пористой ястяякн

Рис. 4. Профиль скорости и на аьподе
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Ряс. S. И ш я н н  функоня тока яря R t -  100

J--------- 1---------1--------- 1______ I______ I______ L

Ряс. 6. Итоляяяя фуякпян тока яря R* -  500



3 . Т е п л о -м а с с о о б м е н  т е ч е н и я  в я з к о й  

н е с ж и м а е м о й  т е п л о п р о в о д н о й  ж и д к о с т и  

ч е р е з  п о р и с т у ю  с р е д у  в о б л а с т я х  с о  

с л о ж н о й  г е о м е т р и е й

Математическое моделирование течений вязкой несжимаемой 
жидкости чаще всего проводится на основе численного решения 
системы уравнений Навье- Стокса в переменных функция тока- 
вихрь скорости [127].

В работе[142] построена трехслойная схема переменных напра­
влений, предложен метод безитерацнонного определения вихря на 
границе области. При реализации полученных разностных схем 
ограничение на временной шаг могут быть обусловлены лишь не­
линейностью задачи.

Большие возможности, по крайней мере, в части автоматиза­
ции программирования, при численном исследовании течений вяз­
кой несжимаемой жидкости в нерегулярных областях представля­
ет метод решения в произвольных ортогональных криволинейных 
координатах. В работе [145] уравнения движения вязкой жидко­
сти записаны в произвольных ортогональных криволинейных ко­
ординатах и предложена одна методика численного моделирования 
течения вязкой жидкости.

Данный раздел посвящен дальнейшему исследованию итераци­
онного метода, предложенного в [142] применительно к задачам 
течения вязкой несжимаемой жидкости в криволинейной области 
с пористой вставкой с учетом поля температуры. Применение ите­
рационных методов решения системы алгебраических уравнений, 
возникающих при аппроксимации данной задачи, осложнено двумя 
трудностями, основная из них связана с отрицательным влиянием 
коэффициента проницаемости пористой среды на обусловленность 
системы. Вторая- с заданием граничного условия для вихря скоро­
сти , которое отсутствует в исходной дифференциальной задаче. 
Для преодоления основной трудности численное решение находит­
ся с помощью трехслойной схемы переменных направлений, пред­
ложенной в [142]. В отличие от [142] значения вихря на твердой 
стенке находится по формуле Тома с релаксацией на полном итера­
ционном шаге. Численными расчетами показано, что необходимое
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количество итераций для сходимости к решению исходной задачи 
мало зависит от разброса значения коэффициента проницаемости 
пористой среды.

3 .1  П о с т а н о в к а  задачи  и и сход н ы е ди ф ф ер ен ц и альн ы е 
соотн ош ен и я в ортогон альн ой  криволинейной 

с и ст е м е  к о о р д и н ат

Для описания стационарного течения вязкой несжимаемой жидко­
сти в криволинейных трубах с пористой вставкой (рис. 7) уравне­
ния Навье- Стокса в переменных (4\и)  могут быть представлены 
в форме

8 8

где

диии дии 1 , ,  д и> к
~ д7  +  1 Г  ~  +  Ж-( г )] ~ div( - s radlP)<

div(-gradrl>) =  w, 
г

— I   ̂ 3t< дх>
и ~  г д г ' Ь ~ ~ г д 1 ' Ш^ д г  ~ Ш

к _  /  О ,  В П ,

1 к0(х ,г) ,  в П2
и п 3,

А'о(х ,г )  - коэффициент проницаемости пористой среды.

(3.1.1)

И криволинейной области fi — fi) U 112 U fl3 показанной на рис. 
I для уравнении (3.1.1) рассмотрим следующие краевые условия. 

На входной границе Гр
1'и(г), и/ =^'о(г) где Vo.^o известные функции.

Па осп симметрии Г2:



u ’ =  г)' =  О

На выходной границе Г3, расположенной достаточно "далеко” от 
пористой вставвки, полагаем = 0. т е- ставим мягкие
граничные условия.
На твердой стенке Г4:

ф =  c o n s t , =  0 (3.1.2)
дп

Преобразуем уравнения (3.1.1) из декартовой системы коорди­
нат в произвольную ортогональную систему координат 
х =  Xi =  £ 1(91. 92) ,*  =  *2 =  *г(<?ь92)

f +  “  ) Ь [ £ <  V f c ) +

(зл.з)

£ «  V £ >  =  2 “

(по повторяющимся индексам производится суммирование) 
где J  =  ^  ^  Якобиан преобразования,

f  : G -+ X ,g km =  • 5^  (по повторяющимся индексам произво­
дится суммирование), к ,т ,п  =  1,2.

Далее введем 
9*т  =  ^  =  1)2
Очевидно, что

0 1 1 • 9 2 2  =  0 ? 2  +  Р

В силу того, что система координат ортогонольная, имеем

012 *  0.
Т огд а получим

J S =  011 • 022
Сделаем следующие несложные выкладки

,  „  ' ’ ( ( & ) ’ + ( f c ) ! ) ( f c  ■ f e  -  f e  ■ f e i ’  • « & > ’ + ( f c i ’ i
J s  -  j  -  j

(|^ )2 +  ( ^ t ) 2 _  022 _   022
J  J  v/011 ' 022 ^

022

011

Произведя аналогичные преобразования, из (3.1.3) с учетом орто­



тональности системы координат имеем

у
V

(3.1.4)

Гяй~г9 п ^  +  "  ^ (г$| 7Ы) ~

~ щ;(та и > +  4 ( г а ч) ] ~

+  & ( ;  ]/%}§£) =  т/8п7'9№>

Запишем систему уравнений (3.1.4) в более удобной для дальней­
шего исследования форме:

 8и>
у/9п ‘ +  (^ i +  i ' j V  — ~Ь»Ф ' (3.1.5)

д Ф dip д  1 д у   ----------  .
557<T5JT> +  S S ( r- 5 e S 1 =  '/ s , r  , 3 1 '6)

где

_  д  r l дф  а „ .  \ 1 д  ди>
1Ы dqi l r '(dqt Re  Н  “  R e 8q x  ̂dqx

d  r l дф  а п ] 1 д  Л  dw
‘ dqiW dqx Re i R e 8qi Ф dqi

r , _  9  ( k . d i > .  д  к $
,v  8 ? , ( r  S t , *  в й ( г * 8 й * '

* - j ~ .  . 2
И11

В криволинейной системе координат условия вида (3.1.2) запи­
сывается в виде 9 п ^  ~ 0 u f j~  =  0 следовательно, а ортогональной 
системе координат, д л * которого д х* *  0, имеем

< J U )
Заметим, что компоненты вектора скорости и »  (и, v) в криво­
линейной системе координат выражаются через производные от 
Функции тока следущими соотношениями



3 .2  М ет о д  постр оен и я ортогон альн ой  криволинейной
сетк и

Для осуществления отображения области ft (см. рис. 7) в па­
раметрический прямоугольник, ft представляется в виде суммы 
подобластей типа fti и П2 U Яз.

Для численного построения ортогональной кривволинейной сет­
ки в подобласти П| использованы дифференциальные уравнения из 
[85], которые ( в предположении, что д =  0) можно представить 
в следующем виде

\
9 u d 2xi д

,2 +  я .  V.522 dq{ dq-2 \
— 1 ^ )  =  0,/ =  1 ,2  (3.2.1)
5n °qi

На верхней границе П| узлы координатной сетки выбираются со- 
отвветственно численной параметризации по длине дуги кривой 
[67]. Для этого численно решается следующее дифференциальное 
уравнение

со следующими граничными условиями
Х1 (0) =  0, Xi(q') =  х\
где

75

На верхней границе подобласти Я зи Я з строится неравномерная 
прямоугольная сетка, согласованная с криволинейной сеткой в П|.

В остальной части контура области fti граничные условия для 
уравнений (3.2.1) полагаем следующими:

Эхо
* 1 = 0 , —  =  0 при ?1 = 0 , 0 < д з < 1,

dqi
3xi

=  0, х 2 =  0, при 0 <  qi <  /, 7i =  0 (3.2.3)
dqj

Зхз
* i  =  * U ,  -х— =  0 при 7i =  1 ,0  <  72 <  1,

dq\

Нетрудно проверить, что задание в (3.2.3) производных по нор­
мали равными нулю обеспечивает ортогональность координатных 
линий на соответствующих участках границ.

, 3 2 -2)



Численное решение уравнений (3.2.1) для £  : Е  - *  П с фик­
сированными значениями £  =  ( i j . i j )  на верхней границе Г?! и 
удовлетворяющего краевым условиям (3.2.3) осуществляется ме­
тодом установления по разностной схеме типа стабилизирующей 
поправки [14]:

* — х п
(Е  — тЬц) • (Е  — тL^ )  * ------ -— -  — LiyX* -f Е  — L^ x*  (3.2.4)

где Z.*,, Z22 разностные аналоги соответсвующих дифференциаль­
ных операторов из (3.2.1)

9 2

/|'+1/аЛХ<+Ц *у ) ~ ( J ~

L n ( x ) -  ”  2хУ +  r y - i )| 9ll

Г раничные условия (3.2.3) аппроксимированы со вторым порядком 
точности и имеют вид

•т.,. -  - « f * '" '11,
* « .Л  -  

х „ л л  -

Производные, входящие в £ u ,9 n  всюду аппроксимированы цен­
тральными разностями.

На рис. 8 приведена построенная вышеуказанным способом 
конечно- разностная криволинейная сетка в области, характерной 
для рассмат риваемой в подразделе 3.1 краевой задачи для уравне­
ний Навье- Стокса.

Данная область сверху ограничена следующими линиями

xj =  -  я?) *  / ,(х ,) ,0  <  z ,  < х\,

< * i  <  * t t

где а =  0 .2 ,6  =  0.5, х? =  0.3, x j ;= 0.7, xlL •  4, у* =  0.35. Не­
равномерная сетка на отрезке ( x j .x i t )  строится по следующему 
квадратному уравнению 
r i(<7i) =  «7? +  bqi + c ,q\  <  q\ <  I
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а коэффициенты а, 6, с находятся иэ условий 

* i ( l )  =  =  *1
и условия согласованности с криволинейной сеткой в При этом 
параметр г  выбирался равным г =  0.05. Счетное время 5 мин.

3 .3  О писание конечно- р азн остн ы х соотнош ений

Для численного решения системы дифференциальных уравне­
ний (3.1.5), (3.1.6) рассмотрим следующую итерационную конечно- 
разностную схему расщепления [142]

wn+1/* _  шп
\/вИ ■ 9?2~^--------  ^ =  —Ьз^Гр"

"+2/3 _  n+1/З

\/ди ■ Oil-У   — u------ ь L i ^ n+1/* +  ^2,а^"+2//3 =  -Li.hip",
(3.3.1)

.W-+1 -  Un+Vi
у/9\1 '9П~^ у 21-----  =  -ЬзАФп+1 -  Фп),

® 0 *  +  < +‘ )«  =  (3.3.2)

где L\h, Ь ц,, L m,- разностные аналоги дифференциальных операто­
ров Ь и Ь Л ь  в которых конвективные члены аппроксимированы 
с учетом знака скорости потока [127]. Соответствующ ие опера­
торы вторых производных в уравнении (3.1.5) и (3.1.6) в соот­
ношениях (3.3.1), (3.3.2) аппроксимированы с порядком 0 ( h 7) где 
h =  m a x (h i ,h i ) ,  (Л*, £ =  1,2-шаги параметрической сетки соот­
ветственно по направлению 51, 72)- Покажем разностную аппрок­
симацию конвективных членов

5  1 5 0  1 Л 1

dqi г дуг ~  Л, 

если > 0 и > 0

д  11 д ^ з 1 п 1 I з . 1 . ,
д(Ц Г Dq-i ~  Л[ Г ?JI+1/2.JW‘+ 10 -  (pV’« )i_ i /2j u,ij) ,

если ( ^ „ ) l4.1/2J <  0 и (JV’vi)i_1/2 j  <  0
5  1 9 0  1 .. 1 . 1

c>5i г 9</2W) ~  Л,



если i t y j (+l/3j  < 0 и < О

Аналогично аппроксимирована конвективная производная § ~ (*| “ 
> чет краевого условия (3.1.7) на твердой стенке осуществляется 

по следующей формуле Тома для значения вихря и  с релаксацией 
на полном итерационном шаге

=  (1 -  а ) ы * „ -  

- а  ----------------------------------------------  (3.3.3)
Г|.ЛГ,-|/1 (*l.«j.l.N,-l/>) + (*J.„..,/V,-l/j)

Покажем вывод формулы Тома.
В силу граничных условий на твердой стенке Ф =  const, =  О

имеем

.  д .1
V9 II ■ ff22 î,iV, =  д—

dqi г\
<7п дф
<722 d q i  l,A ’

(3.3.4)

Разложим в ряд Тейлора функцию

£нЭД\ 1
\ 522 002 ,'лг,- ' /2 > \

T n ’ SV'

£ i l ^ \
9ii dqi ''N'

hi д 1
'  2 c V r ^

Используя (3.3.4) и учитывая граничное условие получим

(3.3.5)

,  2 . 1
V<7п • 9 ii^ i,s7 -  ~ 7

Л2 г\ gndqM-l/' + 0(hi)
h j  r giidq-i

Используя обозначения из [11] имеем



Алгоритм реализации предложенного метода заключается в сле­
дующем:

1. На первом этапе из первых двух соотношении (3.3.1) с помо­
щью скалярной прогонки находим значения шп+2̂  внутри расчет­
ной области.

2. Затем, из последнего соотношения (3.3.1), исключая <д"+1 с 
помощью выражения (5.3.2) получаем для определения фп+1 конечно­
разностное уравнения вида

95

=  s/9\ l • 0 2 2 ^ " +2/3 4 -  T L i k V ,

решение которого, при заданных краевых условиях на границе, 
реализована с помощью попеременно-треугольного метода.

3. После нахождения 0 "+1 внутри сеточной области, определяем 
wn+l по формуле (3.3.2) и на границе по формуле (3.3.3).

При этом вычисления по формулам (3 .3 .1), (3.3.2), (3.3.3) при 
заданном начальном значении и> продолжаются до тех пор, пока 
не выполнится критерии установления

m o *,,/ IK / 1 -  ‘■‘•’,"11 < т£
где е > 0 наперед заданная величина, характеризующая точность 
итерации.

3 .4  С равнен ие полученны х р езу л ь тат о в  с реш ением  
тесто в о го  примера Р о у ч а

Постоянно и непрерывно развиваются быстродействвия и па­
мять компьютеров, а также улучшаются в точности и эффектив­
ности алгоритмов для решения уравнений в частных производных, 
позволяющие проводить вычисления течений жидкости для прак­
тических целей. Часто встречаются сложные геометрий, именно 
области, границы которых не совпадают с декартовыми или дру­
гими простыми координатными системами.

Для задач течения жидкости в областях со сложной геометрией 
метод конечных элементов является естественным подходом, как 
следствие гибкости в выборе геометрии. Однако метод конечных 
разностей часто дает преимущество в преобразовании координат и



построении сетки. Эти простые преимущества орпеделяют эффек­
тивность метода. Фактически оба метода имеют свои собственные 
достоинства и трудности, так что иногда и тот другой являетс я 
хорошим.

С татья M.Napoiitano и P.Orlandi [72] есть отчет рабочей груп­
пы по вычислительной гидродинамике ассоциации International 
Association for Hydraulic Reseach (1AHR) на тему: "Вычисление 
ламинарного течения в областях сосложной гемотрией”. Рабочая 
группа пришла к выводу, что важным вопросом может быть срав­
нение различных методов на одной определенной задаче.

Предварительное обсуждение задач конвекции показывают что, 
многие из них крайне чувствительны к дискрретизацни конвек­
тивных членов. Поэтому тестовая задача была выбрана так, в 
котором конвективный перенос является второстепенным, именно . 
ламинарное течение через плавно расширяющийся канал предло­
женный Роучем.

Тестовая задача Роуча посвящена изучению ламинарного тече­
ния жидкости в областях со сложной геометрией, т.е. в плоском 
канале с расширяющейся входной частью.

В данном подразделе для решения тестового примера в пере­
менных использована схема переменных направлений. Для 
построения ортогональной криволинейной сетки использовван ме 
тод, предложенный в работе [85].

Система уравнений Навье- Стокса в криволинейных координа­
тах записывается в следующем виде

 dw д  дф д  34  >

+ w , % w )"  =

96

± <  
д<]\ \

Яе dqi \ g u dqi dq2 \ 

Нидф

9 п д и , )Ъ (3.4.1)

922 дф , д_ .  
9\\ dq\ dqu \

9п  dq2 

) — \/9и • 922й19 ii dq-i
При построении конечно- разностной схемы производные по про­
странственным переменным аппроксимированы центральными раз­
ностями.

Расчетная область показана на рис. 8.
Нижняя граница (твердая стенка) канала задана следующей 

функцией i/i — (th(2 -  30x /R e )  -  th2)/2  для 0 < х < хлых =  R e / 3



Рис. 8: Расчетная область

верхняя граница (ось симметрии) ограничена линией у„ — /. Раз­
мер расчетной области зависит от числа Рейнольдса. С увеличе­
нием числа Re канал становится прямее и длиннее. При Re »  1 
решения получаются квазиподобными.

Наиболее интересным является решение задачи при малых чи­
слах Re.

Входные граничные условия в декартовых переменных задаю т­
ся так
и =  3(у — уа/2), v =  0 для х =  0 , 0 < у < /  
или функция тока
ф  SS (3 у1 -  у3)/2, =  0 для х  =  0 , 0 < у < /

На твердой стенке заданы, естественно, условия прилипания и 
непротекания (0 < х < х ,ш ,у  =  у»); условия симметрии при 
О < х < х»ых*У — yi на выходе заданы "мягкие” граничные условия

дш дф
К " * * " 0

Данная задача подобна задаче о течении около обратного усту­
па, влияние вязкости важно на входной границе, поэтому жела­
тельно фиксировать ф  на входной границе, в то время, как 
величина

д и  d v  

W ~  д у  ~  д х



находится rio значению ^  на входе и Определим значение ^  
на входе.

Известно, что v =  — Ц,
Запишем ее в криволинейных координатах

 а223Г̂~
\/9\ 1 ■ 9 2 2  

В конечно- разностной форме

(3.4.2)
•V =  ( ( < 4 . ) . ; * “ ^  -  W s V ) /

IW 9U  ■ 922)t j

Представим |j в ортогональных криволинейных координатах

J ?  dv_ dq^ dv dqi
dx\ dqi dx\ +  dqj d i i

Сделав несложные преобразование, получим

dv dv dv .________
_  =  (ай —

Учитывая, что =  0 имеем
ч--.

dv dv .  4
Й Г |«  ”  (“и а5Т / Л Г ® ' >

Используя, ЧТО Vi j  =  о получим

dv  _______
- f c - \ и  *  ( « и / у ' д и ' g n J i j V i j

, где vy  находится из соотношения (5.4.3).
В системе ураввнений (3.4.1) отсутствует давление, однако его 

можно найти по известному решению для функции тока и вихря с 
помошью метода пошагового интегрирования [151), в котором пол­
ное даввление П =  Р  -f- (и* +  в*)/2 вычисляется по его градиенту:

5 П _  1 dui ш &ф
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или в ортогональных криволинейных координатах

* _ 0П п Ш   I / п I - ди \ 1
022 ̂ 7  -  °21д77 -  я7« +  П |1з ^ ' +

+  (а2 2 ^  -  a2ig^W  =  /ь

/1 I <9Г1   1 / ди/ ди \ ,
“ ° 1 2 ^  +  а ‘13^ -  ~ТЛ а^  ~ а215^)+

(~ а ' ^  +  =  h '

Отсюда имеем

а п  _  о ц /i +  021/2 
d q  1 Оц • 022 -  «12 • <*21 ’ 
a n  _  а 12/1 + 022/2 

а</2 <41 • 022 -  012 ' 021

Численный расчет на ЭВМ  проводился при следующих значе­
ниях параметров г =  0.05, Re =  10. Расчетная сетка имела раз­
меры (41x41). Значения Ш1хря на твердой стенке рассчитывались 
формулой Тома, с параметром релаксации а  =  0.025. Эллиптиче­
ское уравнение для нахождения значения функции тока решается 
методом верхней релаксации, с коэффициентом ш =  1.72.

Результат расчета сравнивался с нзввестными результатами 
приведенными в работе [98]. Где приводятся результаты числен­
ных расчетов пятнадцати групп исследователей, решавших поста­
вленную задачу различными методами.

В таблице 1 приводится фамилии групп авторов и место рабо­
ты , численный метод и тип ЭВМ , и в конце сокращенно первые 
буквы фамилии авторов.
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В ы ч и с ­

л и т е л и

М е с т о  р а б о т ы М е т о д  
peuie- 

ни я

В  каки х 

п ерем . 
р е ш а­

е т е *

Т и п

Э В М

З а г л а в н ы е

б у к в ы

ф амилии

а в то р о в

1. A lfr in k D e lft  H y d rau lics  
L a b o ra to ry , 

N e th e rla n d

К .P . u ,v ,p C Y B E R  175 А

2. C liffe  

e t  a l.

A E R E  

H a rw e ll ,U .K .

К .Э . u ,v ,p C r a y  i C J G

3. D e m o ro v ic  

an d  G o s m a n

Im p e ria l 

C o lle g e  

L o n d o n , U .K .

u ,v ,p C D C  6 6 0 0 D G

4. G o u s s e b a ile  

e t .a l .

L ab . N at. 

d ’H y d ra u liq u e  

C h a to u , 

F ra n c e

К .Р . u ,v ,p C R A Y  1 G B V

5. G r a n d o tto C o m m is s a r ia t  

a  F E n e r g ie  

A to m iq u e , 

F ra n c e

К .Э . u ,v ,p C r a y  i G

6. G u j and  

F a v in i

U n iv e r s ita  

di R o m a  

'L a  S a p e n z a  

Ita ly

К .Р . u .v .p U N IV A C
1 1 0 0 8 2

G F

’ .H u tto n C e n tra l

E le c tr ic i ty

G e n e r a tin g
B o a rd

К .Р . u ,v ,p IB M

3 0 3 2

II

8 .K h a le tz k y  , N E Y R P I C ,
F ra n c e

К .Р  " u ,v ,p A S 7 0 0 0 К

9 L a tr o b e

and

D elap ierrr.

C o m m is s a r ia t  

a  F E n e r g ie  

A to m iq u e , 

F ra n c e

к .Э . u ,v ,p C D C

76 0 0

LD

10. M ad i 
and

N a p o lita n o

U n iv e r s ita  

d i B a r i ,  
I ta ly

К .Р . H P
1 0 0 0 F

•

M N

11. P o r te r
et a l.

A E R E  
H a rw e ll ,U .K .

" К . 'Р ~ " IB M  1 

30 3 3

P S W

1 2 .Q u a r ta p e lle
and
N a p o lita n o

P o iite c n ic o  
di M ila n o , 

I ta ly

К .Э . ф,ш
V

A M D H L

4 7 0 V 8



П р о д о л ж е н и е  т а б л и ц ы  № 1
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В ы ч и с ­
л и т е л и

М е ст о  р а б о т ы М е т о д

р е ш е­
ния

В  к а к и х  
п ерем . 
р е ш а­

е т с я

Т и п

Э В М

З а г л а в н ы е

б у к в ы
ф ам и ли и

а в т о р о в

13 R a sto g i A .S . V e r ita s  

R e re a rc h , 
N orw ay

К .P . u ,v ,p U N I V A C  
110 0

R

H .S c h o n a u e r U n iv ers ita !
K a r ls ru h e ,

G e rm a n y

К .P . w ,u ,v S IE M E N S
786 5

S

15. W a d a  and 

A d a ch i

C e n . R e s. 

In s t , o f  

E le c tr ic  

P ow er

К .Р . 4>,U! C R A Y 1 W A 1

lfi. W a d a  and In d u stry

Ja p a n
К . P . u ,v ,p C R A Y 1 W A'2

Численные результаты всех участвующих групп сравнивались 
с результатом Cliffe К ,A., Jackson С.Р., Greenfield A C.

В таблице 2 приведены результаты расчетов значения вихря на 
твердой стенке. При этом значение давления выбиралось равным 
нулю при х =  хвЫ1/2.

Проценты ошибок еы, ер вычисления по сравнению с результа­
том C JG  вычисляются следующими соотношениями

iw,- -  uj,c j g 1 £ ~  100 Г  i -  P iC JG  1

' iCJG I я "  1 8  hr P iC JG

Ошибки вычисления для всех методов, счетное время на ЭВМ , 
минимальное и выходные значения вихря на стенке приведены в 
таблице 4.
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Т аб ли ц а №2

VVA2 D G G G B V G F H К L D

0 .0 0 3.000 2.9890 2.9900 2.9700 2.9710 3.0000 3.0000 3 0000
0 .0 5 2.5660 2.9320 2.5600 2.3000 2.2170 2.5760 2.5S00 2.4000
0.1 1.S200 1.8670 1.8240 1.6300 1.4470 1.6977 1.7000 1.7200
0 .1 5 0.9330 0.4577 0.6810 0.330 0.2710 0.3923 0.7000 0.24110
0 .2 0.1520 -0.0435 0.0540 -00300 -0.2330 -0.0924 0.0300 -O.OSOO

0 .2 5 0.0160 -0.0851 -0.0790 0.1000 -0.2280 0.1311 -0.1000 -0 1300
0 .3 -0.0510 -0.1042 -0.0760 -0.1000 -0.1670 -0.1074 -0.1000 -0  09 0 0

0 .3 5 -0.0002 -0.0996 -0.0690 -0.0800 -0.1470 -0.1043 -0,0900 - 0 1 1 0 0

0 .4 0.0450 -0.0874 -0.0570 -0.0700 -0.1420 -0.1015 -0.0700 - 0 1 2 0 0

0 .4 5 0.0640 -0.0536 -0.0280 -0.0300 -0.1220 -0.0772 -0.0400 -0 .0 9 0 0

0 .5 0.0900 -0.0010 0.0190 0.0000 -0.0810 -0.0293 0.0200 -0  03 0 0

0 .5 5 0.1330 0.0614 0.0760 0.0700 -0.0230 0.0327 0.0700 0.0200
0 .6 0.1S30 0.1261 0.1380 0.1300 0.0420 0.1009 0.1300 0.0900
0.65 0.2360 0.1884 0.2010 0.2000 0.1090 0.1705 0.1900 0.1500
0.7 0.2900 0.2451 0.2620 0.2700 0.1730 0.2384 0.2500 0.2200
0.75 0.3450 0.2939 0.3210 0.3000 0.2330 0.3034 0.3000 0.2600
0 .8 0.4050 0.3331 0.3770 0.3500 0.2840 0.3652 0.3400 0.3100
0.85 0.4740 0.3611 0.4280 0.3500 0.3270 0.4230 0.3900 0.3400
0.9 0..5590 0.3766 0.4730 0.3300 0.3590 0.4753 0.4300 0.3400
0 .9 5 0.6610 0.3811 0-5070 0.3200 0.3790 0.5152 0.4500 0.3400
1 0.7530 0.3856 0 5210 0.3100 0.3840 0.5317 0.4700 0 3400
MN P S W Q N R S W A I C JG н аш  р а с ч е т

3.0113 3.0000 3 0 7 5 0 3.0000 3.0000 3.0000 3.0000 3
2 .5 8 0 9 2.6100 2.5415 2.4000 2.5812 1.6710 2.5750 2.8758
1 .6524 1.6980 1.7594 1.4660 1.7002 0.9630 1.7060 1.6727
0.4952 0.3920 0.4004 0.0600 0.3982 0.1870 0.3990 0.3835
-0 .0 8 4 2 -0.0920 -0.1201 -0.0800 -0.0961 -0 .0 5 7 0 0 .1 0 0 0 -0.1043
0.1302 -0.1300 -0.1312 -0.1000 -0.1329 -0.0930 -0.1350 -0.1477
0.1091 -0.1250 -0.1075 -0.1220 -0.1071 -0 .0 8 5 0 -0.1080 -0.1007
0.1035 -0 1180 -0.1044 -0.1240 -0.1050 -0.0810 -0.1060 -0.1037
0.0995 -0.1020 0.1034 0.1040 -0.1030 -0.0770 -0.1030 -0.1135
0.0733 -o.osoo 0.0792 -0.0620 -0.0787 -0.0710 -0.0790 -0.0875

-0.0261 -0.0350 -00327 0 .0 0 0 0 -0.0320 -0.0520 -0.0330 -0.03S1
0.0338 0.0250 0.0276 0.0600 0.0283 -0.0270 0.0270 0.0216
0 0989 0.0840 0 .0 9 3 6 0.1320 0.0938 0.0090 0.0920 0.0858
0.1629 0.1480 0.1593 0.2000 0 1591 0.0460 0.1570 0.1501
0.2225 0.2041) 0.2209 0 2320 0.2207 0.0810 0.2170 0.2190
0.2761 0.2560 0.2766 0.2660 0.2765 0.1130 0.2720 0.2657
0.3228 0.2960 0.3257 0.3000 0.3251 0.1270 0.3190 0.3128
0.3611 0.3300 0.3667 0.3320 0.3652 0.1650 0.3570 0.3507
0.3869 0.3400 0 .3 9 1 3 0.3320 0.3957 0.1780 0.3850 0.3732
0.41 OS 0.3660 0.4122 0.3320 0.4151 0.1920 0.4020 0.3941
0 .1 3 1 1 0.3926 0 1215 0 3320 0.4220 0.1970 0.4080 0.3975
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Т аблица №3

f / j . n r W A 2 А D G G G B V G F Н
0 .0 0 0 0 -0 .0 4 5 -0 .2 8 9 0 -0 .2 0 9 4 -0 2 6 9 0 -0 .3 1 2 5 -0 .4 4 6 0 -0 .4 1 5 4
0 .0 5 -0 .0 5 -0 .2 S 4 0 -0 .2 5 2 3 -0 .3 0 4 0 -0 .2 9 0 0 -0 .3 8 8 0 -0 .3 1 8 7
0.1 -0 .0 6 4 -0 .2 6 1 0 -0 .2 9 5 2 -0 .3 2 0 0 -0 .2 6 7 5 -0 .3 3 7 0 0 .3 3 8 6
0 .1 5 -0 .0 4 S -0 .2 1 6 0 -0 .2 3 3 9 -0 .2 5 7 0 -0 .2 1 5 0 -0 .2 6 1 0 -0 .2 6 0 2
0 .2 -0 .0 3 5 -0 .1 5 6 0 -0 .1 4 5 8 -0 .1 5 2 0 -0 .1 4 0 0 -0 .1 6 4 0 -0 .1 4 9 7
0 .2 5 -0 .0 2 -0 .1 0 4 0 -0 .1 0 0 1 -0 .0 9 6 0 -0 .0 8 7 5 -0 .1 0 2 0 -0 .0 9 3 3
0 .3 -0 .0 0 9 -0 .0 7 1 0 -0 .07 .56 -0 .0 7 0 0 -0 .0 6 0 0 -0 .0 7 4 0 -0 .0 6 8 3
0 .3 5 -0 .0 0 8 -0 .0 5 2 0 -0 .0 5 5 3 -0 .0 5 3 0 -0 .0 4 5 0 -0 .0 5 6 0 -0 .0 5 2 9
0 .4 -0 .0 0 6 -0 .03 .50 -0 .0 3 6 2 0 .0 3 6 0 -0 .0 3 0 0 -0 .0 3 9 0 -0 .0 3 8 8
0 .4 5 -0 .0 0 3 -0 .0 1 8 0 -0 .0 1 7 4 -0 .0 1 8 0 -0 .0 1 5 0 -0 .0 1 9 0 -0 .0 1 7 8
0 .5 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0
0 .5 5 0 .0 0 4 0 0 .0 1 7 0 0 .0 1 5 1 0 .0 1 6 0 0 .0 1 7 5 0 .0 1 8 0 0 .0 1 6 5
0 .6 0 .0 0 7 0 .0 3 2 0 0 .0 2 7 8 0 .0 3 0 0 0 .0 2 7 5 0 .0 3 3 0 0 .0 3 0 2
0 .6 5 0.01 0 .0 1 4 0 0 .0 3 8 0 0 .0 4 1 0 0 .0 3 7 5 0 .0 4 6 0 0 .0 4 1 3
0 .7 0 .0 1 7 0 .0 5 5 0 0 .0 4 5 9 0 .0 5 0 0 0  0 4 2 5 0 .0 5 7 0 0 .0 4 0 4
0 .7 5 0 .0 1 8 0 .0 6 4 0 0 .0 5 2 0 0 .0 5 7 0 0 .0 5 0 0 0 .6 5 0 0 .0 5 7 4
0 .8 0 .0 1 6 0 .0 7 1 0 0.0 .565 0 .0 6 1 0 0 .0 5 5 0 0 .0 7 1 0 0 .0 1 3 3
0 .8 5 0 .1 6 0 .0 7 6 0 0,0 .559 0 .0 6 4 0 0 .0 6 0 0 0 .0 6 6 0 0 .0 6 3 6
0 .9 0 .0 1 4 0 .0 8 1 0 0 .0 6 2 8 0 .0 6 3 0 0 .0 6 7 5 0 .0 7 9 0 0 .0 6 3 4
0 .9 5 0 .0 0 8 0 .0 8 5 6 0 .0 6 6 0 0 .0 6 1 0 0 .0 7 2 5 0 .0 8 1 0 0 .0 6 0 3
1 -0 .0 0 3 0 .0 8 6 0 0 .0 6 9 1 0 .0 5 9 0 0 .0 7 7 5 0 .0 8 3 0 0 .0 5 6 0

П р од о л ж ен и е т а б л и ц ы  № 3

К LD MN PSVV R W A1 C J G н аш  р а с ч е т
-0 .2 3 0 0 -0 .3 2 4 0 -0 .3 0 8 8 8 -0 .3 0 2 8 -0 .1 6 2 5 -0 .0 8 3 0 -0 .66 .50 -0 .2 2 S 0 9
-0 .2 4 0 0 -0 .3 1 4 0 -0 .3 1 6 3 -0 .3 1 6 6 -0 .14 .50 -0 .1 0 2 0 -0 .3 1 7 0 -0 .3 0 2 2 2 1
-0 .2 4 0 0 -0 .3 1 0 0 -0 .3 1 1 3 -0 .3 2 8 0 -0 .1 2 5 0 -0 .1 0 6 0 -0 .3 4 0 0 -0 .3 3 5 2 7
-0 .2 0 5 0 -0 .2 4 0 0 -0 .2 4 6 7 0 .2 6 2 0 -0 .0 7 5 0 -0 .0 8 1 0 -0 .2 6 2 0 0 .2 8 1 4 8
-0  1400 -0 .1 5 6 0 -0 .1 5 1 4 -0 .1 6 6 0 -0 .0 3 7 5 -0 .0 5 7 0 -0 .1 5 1 0 -0 .1 6 8 3 3
-0 .0 9 6 0 -0 .0 9 4 0 -0 .0 9 4 8 -0 .1 0 6 3 -0 .0 2 2 5 -0 .0 4 0 0 -0 .0 9 2 0 -0 .0 9 9 1 4
-0 .0 7 0 0 -0 .0 6 8 0 -0 .0 6 8 0 -0 .0 7 8 1 -0 .0 1 7 5 -0 .0 2 9 0 -0 .0 6 8 0 -0 .0 6 9 2 5
-0 .0 5 0 0 -0 .0 5 0 0 -0 .0 5 1 4 0 .0 5 5 6 -0 .0 1 2 5 -0 .0 1 9 0 -0 .0 5 3 0 -0 .0 5 3 4 4
-0 .0 3 2 0 -0 .0 3 2 0 -0 .0 3 5 1 -0 .0 3 7 0 -0 .0 1 0 0 -0 .0 1 0 0 -0 .0 3 7 0 -0 .0 3 6 8 2
-0 .0 1 7 0 -0 .0 1 6 0 -0 .0 1 7 3 -0 .0 1 9 6 -0 .0 0 5 0 -0 .0 0 7 0 -0 .0 1 8 0 -0 .0 1 8 1 9
0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 .0 0 0 0
0 .0 1 7 0 0 .0 1 6 0 0 .0 1 5 6 0 .0 1 4 9 0 .0 0 7 5 0 .0 0 6 0 0 .0 1 6 0 0 .0 1 6 6
0 .0 3 0 0 0 .0 2 8 0 0 .0 2 8 9 0 .0 2 8 4 0 .0 1 2 5 0 .0 1 3 0 0 .0 3 0 0 0 .0 3 1 1 4
0 .0 4 2 0 0 .0 4 0 0 0 .0 3 9 7 0 .0 3 9 2 0 .0 2 0 0 0 .0 1 9 0 0 .0 4 1 0 0 .0 4 3 3 7
0 .0 5 0 0 0 .0 4 8 0 0 .0 4 8 2 0 .0 4 8 2 0 .0 2 2 0 0 .0 2 3 0 0 .0 5 0 0 0 .0 5 3 2 8
0 .0 6 0 0 0 .0 5 6 0 0 .0 5 4 8 0 .0 5 6 0 0 .0 2 7 0 0 .0 2 7 0 0 .0 5 7 0 0 .0 6 1 0 4
0 .0 6 5 0 0 .0 6 4 0 0 .0 5 9 8 0 .0 6 0 5 0 .0 3 1 0 0 .0 3 0 0 0 .0 6 2 0 0 .0 6 6 9 1
0 .0 7 0 0 0 .0 6 8 0 0 .0 6 3 3 0 .0 6 5 6 0 .0 3 3 0 0 .0 3 3 0 0 .0 6 6 0 0 .0 7 1 1 8
0 .0 7 2 0 0 .0 7 3 0 0 .0 6 5 4 0 .0 6 9 2 0 .0 3 5 0 0 .0 3 5 0 0 .0 6 8 0 0 .0 7 4 2 0
0 .0 7 2 0 0 .0 7 4 0 0 .0 6 7 3 0 .0 7 3 4 0 .0 3 7 0 0 .0 3 7 0 0 .0 7 0 0 0 .0 7 6 3 6
0 .0 7 2 0 0 .0 7 6 0 0 .0 6 9 2 0 .0 7 9 7 0 .0 3 8 0 0 .0 3 8 0 0 .0 7 1 0 0 .0 7 8 0 5
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Таблица №4

В ы ч и с л и т е л и С ч е т н о е  вр ем я £w с р
А 168-0 1 0 .6 7

D G 9-6 -0 .1 0 4 2 0 .3 8 5 6 2 6 .5 1 8 .11

G 5-9 -0 .0 7 9 0 .5 2 1 0 5 2 .1 2 2 .6 3
G B V 120-8 -0 .1 0 0 0 0 .3 1 0 0 3 4 .9 2 11 .1 5
G F 6 0 -0 -0 .2 3 3 0 0 .3 S 1 0 4 8 .9 8 1 0 .7 2
Н 7 -6 5 -0 .1 3 1 1 0 .5 3 1 7 9 .2 2 2 .2 4
К 6 2 -0 -0 .1 0 0 0 0 .4 7 0 0 4 1 .2 1 8 .2 4
LD 6 4 1 5 -0 -0 .1 3 0 0 0 .3 4 0 0 1 0 .7 5 4 .81
M N 1-2 0 .1 3 0 2 0 .4 3 4 1 6 .7 0 3 .4 4
PSVV 10-0 -0 .1 3 0 0 0 .3 9 2 8 6 .3 0 4 .9 7
Q N 1 04-0 -0 .1 3 1 2 0 .4 2 1 5 2 .6 3 -

R 19-0 -0 .1 2 4 0 0 .3 3 2 0 3 0 .1 4 6 1 .2 5
S 168 -0 -0 .1 3 2 9 0 .4 2 2 0 1 .74 -

W A 2 3-91 -0 .0 5 1 0 .7 5 3 0 1 1 1 .9 2 7 8 .9 2
W A 1 -0 .0 9 3 0 0 .1 9 7 0 5 5 .0 4 5 8 .5 6
C J G -0 .1 3 5 0 0.50SO 0 .0 0 .0
Н аш  р а с ч е т 5 3 -4 0 -0 .1 4 7 7 0 .3 9 7 5 16 .S 5 5 .4 3 8 3

3 .5  Численное моделирование течен ия вязкой 
несж имаем ой ж идкости через пори стую  ср еду в 

о б л аст я х  со  сложной геом етри ей

В данном случае метод решения нестационарных уравнений 
Навье- Стокса в ортогональнах криволинейных коорданатах при­
менялся для решения задачи о движении вязкой несжимаемой жид­
кости в осесимметричной трубе с пористой вставкой.

Осесимметричная труба имеет плавно расширяющуюся вход­
ную часть. Данная область ограничена следующими кривыми

г =  +  -~2 ~ th R (x  -  x0) , r  =  0 ,х  =  0 ,х  =  x l  (3.5.1)

где а ,6 , Д, хо.х/,- положительные константы.
Ортогональная криволинейная сетка при а =  0 .2 ,6  =  0.5, R =

Ю,
хо =  0.7, х/, =  4 строилась по методу, предложенному в [85].

При проверке условия ортогональности сетки д п / <Jg\\ ■ дп  вы­
яснилось, что максимальная ошибка ортогональности сетки равна
0.0288.

Значение вихря на твердой стенке рассчитывается по Формуле 
Тома с коэффициентом релаксации а  =  0 ,025 . Параметр выбирал­
ся равным г =  0 ,056, число Рейнольдса Re =  100.



Входные значения ш и ф таковы 

г4
ф  = -~ 2 ^ 2 + г2> w = - 4  агг

Коэффициент проницаемости пористой среды рассчитывается
по следующей формуле

, 150(1 -  е ) * (D an \ i
Дег» I d )

где е- коэффициент пористости, Dan  диаметр трубы, d- диаметр 
зерен пористого материала.

Численные расчеты проводились при следующих значениях ко­
эффициента пористости
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при 0 < г <  0 2, 
при 0.2 < г <  0.5 (3.5.2)

W f )  =  / 0 -5 > ПР"  0  ^  Г ^  ° * 2 . (■> г  ох
'•  \ (100г2 +  101)/210, при 0.2 < г < 0.5 1 ’

е(г) =  /  ° -4, при 0 ^  г ^  °-2 ’ /о
{  (10г? -  4г +  4)/9, при 0.2 <  г <  0.5 '

f /r \ =  j  0.38, при 0 < г < 0.2,
'  ’ \ 0.62г3 -  0.124г +  0.38, при 0.2 < г <  0.5 >

, ( г \ — / ° -3> при 0 <   ̂<  0.2,
\ (100rJ +  59)/210, при 0.2 <  г < 0 .5

е(г) = / °-2, при 0 - г - °'2’
1 1 \ (50rs -  20r +  11 )/45, при 0.2 <  г < 0.5 b

Как показали численные эксперименты, количество итераций N 
мало зависит от разброса коэффициента проницаемости пористой 
среды.

В таблице 5 приведены результаты вычислений при различных 
значениях £. Здесь ктаг- максимальное значение коэффициента 
сопротивления пористой среды, е таг- минимальное и макси­
мальное значения пористости слоя, N- количество итераций. Все



расчеты проводились на ПЭВМ с одного и того же начального 
приближения до тех пор, пока ||̂ не становилось меньше
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=  10 -з

Таблица №5

№ km ax £ win Етах N
1 0 1 1 137
2 300 0.5 0.6 150
3 843.75 0.4 0.5 152
4 1050.8 0.38 0.473 155
5 2722 0.3 0.4 163
6 12000 0.2 0.3 200

На рис. 10 приведены изолинии функции тока. Как видно из 
этих результатов, течения вязкого газа через пористую среду в 
трубах с расширяющимися участками диффузорами образуются 
вихревые зоны. Увеличение поперечного сечения по длине диффу­
зора обуславливает уменьшение средней скорости течения и, со­
гласно уравнению Бернулли, повышение статического давления.

Таким образом, вдоль диффузора устанавливается положитель­
ный градиент давления, вызывающий силу, которая направлена 
против основного течения.

Статическое давление, повышающееся вдоль диффузора, оди­
наково по всему поперечному сечению, включая область, непо­
средственно прилегающую к стенке, тогда как скорости распре­
делены по сечению неравномерно и снижаются до нуля у стенки. 
Вследствие того, что по длине диффузора скорости продолжают 
уменьшаться, при определенных значениях а, Ь, Я , Хо возникает со­
стояние, при котором запас кинетической энергии потока в погра­
ничном слое становится недостаточным для преодоления давления, 
характеризующего'-! положительным градиентом, и поток отры­
вается от стенок.

Увеличение коэффициента проницаемости пористой среды при 
одинаковых числах Рейнольдса мало влияет на объем вихревой 
зоны, так как пористая среда расположена вдали от диффузорной 
части трубы.

К ак видно из результатов расчетов (рис. 10, 11,12), с увели­
чением числа B e  длина вихревой зоны увеличивается вплоть до 
пористой перегородки.
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Таблица №6

Re *1 *2 Фтах
100 0.5992 0.35401 0.02204
500 1.3761 0.37482 0.02931
1000 1.4062 0.3998 0.03801

Из таблицы 6 видно, что центр зоны рециркуляции перемещается 
к верхнему углу перед пористой вставкой. При этом, как видно из 
таблицы 6 с увеличением числа Re, увеличивается значение фтах. 
Все приведенные в таблице 6 результаты при е =  0.2 -  0.3, но при 
различных значениях числа Re.

гм1»п .

Р и с . 9 :  Р а с ч е т н а я  о б л а с т ь  и  с е т к а

Р и с . 10 : И золи ни и  ф ункции т о к а  при R e  =  1 0 0 , £ =  0 ,4  -  0 , 5

На рис. 13 показаны профили продольной составляющей ско­
рости внутри пористого слоя при одинаковом числе Re == 100 и



108

Р н с . 11 : И золи ни и  ф ункции т о к а  при Я е  =. 5 0 0 , г  ~  0,*2 -  0 , 3

Р и с . 12 : И золи н и и  ф ункции т о к а  при Я е  »  1 0 0 0 ,е  -  0 , 2  -  0 ,3
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Г»
• Г

Р и с . 13: П|юфнли го р и зо н тальн о й  со ст а а л « к н и г и  ск о р о с т и

Р и с . 14: З н ач ен и я ви хр я  на тве р д о й  с т е н к е
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Р и с . 15 : Р а с ч е т н а я  о б л а с т ь , о гр ан и ч ен н ая  ф ункц ией  В и т о ш и н ск о г о

Р и с . 16 : И золи н и и  ф ункции т о к а  при R e  =  50

Р и с . 17: И золи н и и  ф ункции т о к а  при R e  =  5 0 , с  =  0 ,3 8  — 0 ,4 3



Рис. 18: Изолинии функции тока при Re =  100, е =  0 , 3 8 - 0 , 4 3

Р и с . 19 : И золинии ф ункции т о к а  при R e  =  2 5 0 , е  =  0 ,4  -  0 ,5

Р и с . 20 : И золинии ви х р * ск о р о с т и  при R e  =  1 0 0 ,£  =  0 ,4  -  0 , 5
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Р и с . 21 : И золи ни и  ф ункции т о к а  при Я е  =  5 0 0 ,е =  0 ,4  -  0 , 5

Р и с . 2 2 : И золи ни и  в и х р я  с к о р о с т и  при Я е  =  5 0 0 , с  *  0 , 4  -  0 , 5
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при различных значениях коэффициента пористости. Со значком 
1 обозначен профиль скорости при £ =  0.5 -  0.6, ктах =  300, знач­
ком 2 обозначен профиль скорости при £ -  0.34 — 0.4, ктаг — 2722, 
значком 3 указывается профиль скорости при е =  0.2 -  0.3, kmat =  
12000. Отсюда видно, что с уменьшением коэффициента пористо­
сти, т.е. с увеличением сопротивления пористой среды, неодно­
родность значения скорости внутри пористой вставки растет.

На рис. 14 приведены значения вихря на твердой стенке при 
различных значениях числа Re. Коэффициент пористости при 
этом е  =  0.2 — 0.3. На рисунке 14 со значком 1 обозначена линия, 
соответствующая значению вихря на стенке при R e  =  1000. Со 
значком 2 обозначено значение вихря при R e  =  500. А пунктирная 
линия соответствует значению вихря при R e  =  100. Из данного 
рисунка видно, что перед пористой вставкой значение вихря на 
стенке растет с увеличением числа Re.

В следующих расчетах вместо функции (3.4.1) была взято часто 
встречающаяся на практике функция Витошинского

где Г|- радиус выходного сечения трубы, го~ радиус входного сече­
ния трубы, х- координата вдоль оси трубы (при х -  7 ! - г =  го)-

Параметр а обычно принимают равным 4.
В данном случае г0 =  0.5, п  =  0.2, х €  [0; 1.15] . Расчетная 

область имеет длину х l — 4.
На рис. 15 показана расчетная область и построенная внутри 

области ортогональная криволинейная сетка.
На рис. 16 показана изолинии функции тока при Re =  50. В 

данном случае внутри расширяющейся трубы пористая перегород­
ка отсутствует. Из рисунка видно, что течение бесотрывное, т.е. 
вихревая зона отсутствует.

На рис. 17 изображен стационарный поток внутри с пористой 
перегородкой при Re =  50, е  =  0.38 -  0.43.

На рис. 18 показана изолинии функции тока при Re =  100, 
с =  0.38 -  0.43.

Из результатов численных расчетов можно заключить, что в 
диффузорах ограниченной функцией (3.4.8) при малых числах Re(Ri 
60) устанавливается безотрывное течение.

(3.5.8)



На рис. 19 изображена изолиния течения в области, ограничен­
ная линиями х =  0, х =  2.5, г =  0.

г =  - у -  +  —у —thR (x  -  хо) =  / i(x ) ,приО < х <  0.6 (3.5.9)

г =  —у — +  ^ у ~ thR (xon -  х) =  /2(х), при1 < х < 1.5

г =  /i(0.6),npH0.6 < х < 1 

г =  /2(х),при0.5 <  х < 2.5 (3.5.10)

где xq =  0.3, х , =  0.6, хоп =  1.3.
Приведен численный расчет стационарного потока изотерми­

ческой жидкости в каталитическом реакторе при Re =  100, е =  
0.4 -  О.4.. Численный расчет проводился при т — 0.05, счетное 
время при этом 38 мин.

На рис. 19, 20 приведены изолинии функции тока и функции ви­
хря при Re =  250, £ 0.4 -  0.5. На рис. 21, 22- изолинии функции
тока и функции вихря при R e  =  500, е  =  0.4 -  0.5.

Данные расчета показывают, что с увеличением числа Re  ин­
тенсивность зоны завихренности в диффузоре увеличивается и про­
филь скорости внутри пористого слоя и за ней становится более 
неоднородным. Из рисунков видно, что течение через пористую 
вставку является вихревым и вихрь зарождается в результате вза­
имодействия текущей среды с пористым материалом.

Из результатов можно заключить, что пристенных течениях 
зарождения и диффузия вихрей происходит от стенки канала.
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3 .6  Ч исленное моделирование к о н век ти вн о го  т е п л о ­
м ассообм ен а течен и я вязкой н есж и м аем о й  ж и д к о сти  ' 

чер ез пори стую  ср ед у

Эффективность работы контактных аппаратов во многом зависит 
от степени равномерности потока реакционной смеси по объему ре- ; 
актора, и в частности, по слою катализатора, что в конечном счете j 
определяет выход продукта и производительность аппарата. При i 
плохом распределении потока реакционной смеси по сечению ап- | 
парата возможны значительные перегревы катализатора, потеря i 
избирательности и другие нежелательные эффекты.

На основе математического моделирования можно выбрать опти-1 
мальный режим работы промышленных аппаратов с криволнней- 1 
нымп стенками.

Передача теплоты в пористых материалах осуществляется по- I 
средством теплопроводности самих частиц материала, теплопро- I 
водности жидкости, заполняющего поры материала или конвекции | 
жидкости в среде которого находится пористая среда. Даже про- | 
стое перечисление всех видов переноса в пористых средах делает ] 
очевидным тот факт, что эффективная теплопроводность такой 1 
системы является сложнейшей функцией температуры, давления ; 
жидкости, пористости, размеров и формы частиц и пор, степени | 
черноты и температуры граничных поверхностей и многих дру- J  
гих факторов. Составление, анализ и решение уравнений, учиты- .] 
ваюших все виды переноса теплоты и указанные выше факторы, 1 
встречает очень большие трудности.

Построение эффективных численных алгоритмов для решения I 
задач тепломассообмена в областях со сложных геометрией пред- | 
ставляет большой интерес специалистам в области вычислитель- 3 
ной гидродинамики. При рассмотрении системы уравнений в пе- 1 
ременных функция тока, вихрь скорости возникают вычислитель- j 
ные трудности, обусловленные отсутствием граничного условия 
для вихря скорости на твердых стенках и построением сетки в 
областях со сложной геометрией.

В настоящем подразделе предлагается конечно- разностный ме­
тод для численного моделирование течения вязкой несжимаемой 
жидкости в пористых средах при воздействии температуры.

Система уравнений, описывающая течения вязкой несжимаемой 
жидкости через пористые среды с учетом поля температуры в ор- ^



тогоннльных криволинейных координатах записывается в следу­
ющем виде:

V9i\ ■ 9-пж  +  ^ ( г ^ )  _  Э ^ ( г ^ )  =

+ ~ e^(rai2) + 4 ; ( г ач ) ] -  (3 бл)
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д (к ITri dj’ \  д Iк 1яп дф \  G r id s  „ 9S „  \
~wSr\l,uWi> ~ ъг,(г\/#Ез£' ~ ~ вг, а^

-  ' f c T p i  ' v ^ “  • 9п (Т  -  0 )  (3.6.4)

где gim =  • |^,/, m ,n =  1,2 (по повторяющимся индексам
производится суммирование), Х[ =  * 1(91, 92),*2 =  12(91. 92)1 <*у =  

=  1 ,2 , ф- функция тока^д- вихрь скорости, 0 -  температу­

ра жидкости, Г -  температура пористой среды, Re =  число
Рейнольдса, Р е  =  ' 1ИСло Пекле, P r =  число Пранд-

т л я - F r  ~  д а  ' Д д Г  число ФРУДО. О  =  7 7  =  й я о ^ д г .  число 
Грасгофа, Nu  =  0.664 -P r l^ ^ R e-  число Нуссельта, которая харак­
теризует теплоотдачу, V- характерная скорость, а- коэффициент 
температуроводности, 0- термический коэффициент расширения , 
v- кинематический коэффициент вязкости, Д Т- масштаб перепада 
температур, §- ускорение силы тяжести, к- коэффициент тепло­
проводности.

Коэффициент проницаемости пористой среды к и F определя­
ются следующим образом:



( 0, в Г21U • ' П 6 5 1
8U -1, в П2 (3 -6 -5 )

f 0, в П1U Г23,
-  (  в п 2

где е- коэффициент пористости, Dan- диаметр аппарата, dp- диа­
метр пор.

Ставятся следующие граничные условия:

3 0
На левой границе: ф =  V’o(<72)iw =  wo(<?2)i =  О,

OQ1
дф ди) 3 0

На правой границе: =  0, -т— =  0, —— — О,
dqi dqi dqi

тт , .  J 0  .
На оси симметрии: ф =  0, —  =  0, —  =  0, —  =  0 (3.6.6)

dqi dqi dqi 
dф 3 0

На твердой стенке: -j—  =  0, —  =  О, Т  =  1, V’ =  const, 
dqi dqi

Запишем уравнения (3.6.1), (3.6.2) в удобной форме:

. du G r  . 3 0  d Q ..n . .  '
у/9ii ’ 9ii~ ^  +  {L\ +  Li)u> =  - L i ф -  ^ 2V°22^ —  a i ldqi'^3.6.7)

3  Ф дф  3  1 dф -----------

д Т ,1 т a ^ 1 +  W M W , ) =  Л 1 | ' № '( 3 6 8 )

=  ±  [1 ( £ *  +  i l l )  J  _  _ L
1 a s , R e ’ I R ed q , dq,

=  - A | l ( £ £  +  £11, I _  ± A ( I  * i ) ,
2 dqiW  dqi R e  J Д е З д / ф З д / ’ 

.  3  .it 3V>. d  . к ф .
3lp ~ d ^  r d q i dqi гФ dqi

Ф = 022 dx, . . . 0
i — q i *i J  — 1» 2

0u %

Для численного решения уравнении (3.6.5),(3.6.6) рассмотрим с 
дующую итерационную конечно- разностную схему расщеплен:

U,n+|/J _  иД
v/0u • <722~̂ ---------- <J- + L i^ n+l̂  + Lihu)" = -Ьз^фп -

T



n+2/3 _  n+1/3

\/9\\ • 917—^ ц------- 1- £ i ,Aсдп+1/3 +  L2i*wn+2/3 =  —Ь3'),ф\$.6.9)

.u/jy-1 -  Wn+J/3
• 5 2 2 —^ U  =  -I> J,* (V » B + 1  -  V1" ) .

— |ЛП+Ц  _ l / 1  l" I l i ,/ ,n+ h  _  к 7г—, ,n + i
y , / f .  V , +  ) *  -  V a n  ■ 9 2 * > i j  ,

где L [A, Z-2/i, £зл- разностные аналоги дифференциальных операто­
ров L i , L 2 , L s ,  в  которых конвективные члены аппроксимированы 
с учетом знака скорости потока.

Значение вихря и> на твердой стенке вычисляется по формуле 
Тома:

__/.П+1

j f t 1 =  (\ -    ___________
r i',A fj-l/ 2 [(a :l,f,,i,W J - l / 2 ) 2 +  (® 2 ,fj,i,W j—l/ j)  J

Температура жидкости 0  определяется следующей конечно- раз­
ностной схемой ,

/   , е " +1/2 -  ег.
(\/Pll • ^22)ij — -----

f ) n+l _  f l ',T1/*
) „ - * ■■ г а ч +  +  i , , e ‘ +' =

■= % r r r m  -  e j « )

Температура пористой среды Г  определяется итерационным ме-

п + 1 /2

+  т 1,Ae n+,/,  +  Т2,Ае п =

^ ~ ( T T j - e ”+,/J) (3.6.Ю)

тодом



Разностные уравнения (3.6.10) с граничными условиями (3.6.6) для 
0  численно реализуется скалярными прогонками.

Уравнение (3.6.4) описывает распределение тепла в пористой 
среде. На левой и правой границах области Пг занятой пористой 
средой поставим условия согласования

ка22_з— =  o J ( T  — 0 ) ,  (3.6.12)
dq i

где а  =  con st , J  =  ^д\\ ■ дп- Эти граничные условия аппроксими­
руем разностными граничными условиями вида

Tuj =  ( ^ Т а+и  +  о А ,0 а>>) / ( ^  +  А ,о )( 3.6.13) 

TiPj  =  ( у Т , р. и  -  Q h ie ipJ) / ( ~  -  a h ,) ,  0 < j < N 2

где, il- левая точка, ip- правая точка.
Разностное уравнение Пуассона (3.6.11) с граничными условия­

ми из (3.6.6) и (5.6.13) решается итерационным методом последо­
вательной верхней релаксации.

Численные расчеты проводились для области, приведенной на 
рисунке 7 и она покрывалась сеткой 41x21. В расчетах использо­
вались значения: Re — 50 -  381.402, Рт =  0.5 -  30, Nu  =  4.36 -  50. 
Изменяя масштаб перепада температуры Д Т  расчеты проводи­
лись для чисел Грасгофа Gr =  4 5 0 — 105 и коффнциент пористости 
f  =  0.3 -  0.6.

Из результатов численных расчетов можно сделать следующие 
выводы:
-с увеличением чисел Рейнольдса и Прандтля зона влияния тем­
пературы твердой стенки к протекающей жидкости уменьшается; 
-внутри пористой среды течение жидкости является однородным; 
-на выходе из пористой среды наблюдаются значительные неодно­
родности профиля скорости которая не зависит от формы задания 
профиля скорости на входе;
-температура пористой среды почти линейно уменьшается к цен­
тру расчетной области.

Результаты  счета показывают что, с увеличением числа Re 
нагревается объем жидкости протекающей около пористой пере­
городки, а к выходу температуры жидкости уменьшается. Если 
пористую перегородку расположить в центре то вытекающая жид­
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кость будет ’’холодной” (рнс.59), а если близко к выходу то жид­
кость имеет определенную температуру (рис. 40). Профиль скоро 
стн при выходе из пористой перегородки является неоднородной, 
причем значение скорости в пристеночной области значительно 
больше, чем в ’’холодной” модели [162].

На рисунке 23 показаны изолинии функции тока и на рисунках 
24, 25 изотермы температуры жидкости, а на рисунке 26 изотермы 
пористой среды.
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Р и с . 2 3 : И золинии ф ункции т о к а  при R e = 2 5 0 ;N u = 4 .3 6 ;P r = 1 5 ;G r = 1 0 0 0 0

Р и с . 24 : И зо т е р м ы  ж и д к о с т и  при R e = 5 0 ;N u = 5 ;P r = 4 .3 4 ;G r = 1 0 0 0 0
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Р и с . 2 5 : И зо т е р м ы  ж и д к о ст и  при R e = 2 5 0 ;N u = 4 .3 6 ;P r = 1 5 ;G r = 1 0 0 0 0

Рш с. 2 6 : И зо т е р м ы  п о р и ст о *  ср ед ы  при R e = 2 0 0 ;N u = 2 0 .0 7 6 1 ;P r = 1 0 ;G r * lO < ) 0 0
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