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П РЕДИ С ЛО ВИ Е

В последние десятилетия непрерывно возрастает интерес к изучению 
и практическому использованию микроорганизмов, мир которых 
чрезвычайно многообразен и динамичен. Микроорганизмы играют 
большую роль в природных процессах и в течение многих лет 
являются «полигоном», где современная наука исследует фундамен­
тальные основы живой материи. Достаточно сказать, что нынешнее 
здание науки о молекулярных механизмах наследственности в значи­
тельной степени создано в результате изучения микробиологических 
объектов. Микробиология— это и фундамент современной биотехноло­
гии. Ряд микробиологических систем в настоящее время уже весьма 
продуктивно используется в крупномасштабных производственных 
процессах. Еще более привлекательны возможности, открываемые при 
использовании в микробиологической практике генетической инжене­
рии, а также весьма перспективно создание принципиально новых 
процессов на основе ферментных систем микроорганизмов. Все это 
служит мощным стимулом для дальнейшего совершенствования работ 
по количественному описанию роста и развития микробных популяций.

В настоящее время количественная микробиология, основанная 
на химико-кинетическом моделировании процессов микробного роста, 
является активно развивающейся областью биокинетики, имеющей 
много интересных фундаментальных и практических приложений.

Изучение кинетических основ микробиологических процессов ши­
роко представлено в учебных планах химико-биологических факуль­
тетов университетов и ряда технологических вузов. Однако до 
настоящего времени в учебной литературе отсутствует сколько-нибудь 
полное и последовательное изложение количественных основ роста 
и развития микробных популяций. Данное учебное пособие призвано 
восполнить этот пробел. Основой для написания этой книги послужили 
исследования, проводимые в Московском университете, а также курсы 
лекций, читаемых на химическом и биологическом факультетах.

Курс рассчитан на читателей, владеющих основами дифференциаль­
ного и интегрального исчислений в объеме общих курсов математичес­
кого анализа вузов. Основная задача книги — изложение кинетических 
закономерностей, наблюдаемых при росте микробных популяций, 
с целью дать экспериментатору достаточно простые и надежные 
методы, позволяющие выявить наиболее характерные особенности 
исследуемого процесса (например, истощение субстрата, ингибирование 
роста культур избытком субстрата или продуктом, лизис и др.).

В первую очередь внимание было обращено на анализ кинетических 
закономерностей автокагалитического роста микробных популяций 
в закрытых системах при периодическом культивировании. Дано 
кинетическое обоснование зависимости роста микроорганизмов от 
концентрации лимитирующего субстрата, рассмотрен ряд механисти­
ческих моделей, позволяющих получить уравнение роста популяции 
на основе использования современных представлений о механизмах
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конверсии генетической информации при биосинтезе белка и нуклеино­
вых кислот (синтез ключевых метаболитов, репликация, транскрипция, 
трансляция). Сделан анализ абсолютных скоростей роста популяции 
с выявлением предельных и наиболее типичных, «средних», скоростей 
роста микроорганизмов. Была предпринята попытка связать изучаемые 
кинетические параметры с конкретными молекулярно-биологическими 
процессами, протекающими в живой микробной клетке.

Значительное внимание в книге уделено анализу интегральных 
кинетических кривых роста микробных популяций с учетом различных 
осложняющих факторов. Рассмотрены проблемы кинетической диск­
риминации механизмов ингибирования, обсуждены механизмы процес­
сов, приводящих к появлению на кинетической кривой роста периодов 
индукции.

Изложена кинетическая теория роста популяций микроорганизмов 
при непрерывном культивировании в проточных системах. Как и для 
периодического культивирования, основное внимание обращено на 
кинетическое описание процессов с осложняющими факторами.

Использование методов кинетического моделирования с помощью 
ЭВМ позволяет на качественно новом уровне решать ряд вопросов 
кинетической микробиологии. В данной книге обсуждаются принципы 
кинетического моделирования роста микроорганизмов, на основе 
использования методов численного интегрирования дан ряд качест­
венных подходов, позволяющих идентифицировать особенности роста 
популяции; рассмотрены кинетические модели роста с учетом лизиса 
клеток, проблемы моделирования развития смешанных и симбиот- 
рофных культур; анализируются закономерности роста фотосинтезиру­
ющих микробных популяций.

Методы анализа по мере возможности иллюстрируются литератур­
ными данными или данными, полученными авторами книги.

Весьма полезным представляется наличие в учебном пособии 
задач, что поможет читателю лучше понять теоретические и прак­
тические аспекты кинетики роста микробных популяций.

Авторы выражают благодарность чл.-кор. АН СССР Е. Н. Конд­
ратьевой, а также рецензентам— академику АН ЧСФР К. Мартинеку 
и коллективам кафедры микробиологии (зав. кафедрой — проф. 
А. Ленцнер) и лаборатории биоорганической химии (зав. лаборатори­
ей— доц. Я. Ярв) Тартуского государственного университета за по­
мощь и ценные замечания при написании учебного пособия.

Поскольку настоящее издание является первой попыткой создания 
учебного пособия такого рода, оно не свободно от недостатков. Авторы 
будут признательны читателям, которые сообщат свои пожелания, 
направленные на улучшение книги, по адресу: 101430, Москва, ГСП-4, 
Неглинная ул., д. 29/14, Издательство «Высшая школа».

Авторы



ВВЕДЕНИЕ

Каковы основные закономерности протекания во времени биологического 
процесса на молекулярном или клеточном уровне? Каковы пути 
и возможности ускорения процесса? Какая стадия определяет скорость того 
или иного биологического явления? Постановка такого рода интересных, 
хотя и сложных, вопросов связана с развитием области количественных 
биологических исследований, получившей название биокинетики.

В задачи биокинетики входят выяснение механизмов, опреде­
ляющих скорости биологических процессов, и выявление их лимитиру­
ющих стадий. Составной частью биокинетики является математическое 
описание протекания биопроцесса во времени при использовании 
молекулярных представлений и законов физической и химической 
кинетики. В настоящее время биокинетика является основой управля­
емого количественного биосинтеза.

Данная книга посвящена изложению одной из важных частей 
биокинетики— анализу кинетических закономерностей роста и развития 
микробных популяций. По своей природе микробиологические процес­
сы представляют собой ферментативные реакции, протекающие в поли- 
ферментных системах при переменной концентрации катализаторов 
(ферментов). Специфической особенностью роста микроорганизмов 
является автокаталитический характер процесса, определяемый увели­
чением общей концентрации ферментов в системе по мере развития 
популяции. В силу этого оказывается целесообразным применение 
в микробиологии ряда формальных методов и приемов, развитых при 
анализе кинетических закономерностей ферментативного катализа.

Культивирование (рост) микроорганизмов может осуществляться 
в двух основных режимах: периодическом и непрерывном. Первый 
тип культивирования относится к процессам в закрытых системах, 
второй — к открытым.

Вопросы кинетического описания роста микробных популяций давно 
привлекают внимание ученых. В конце 40-х годов нашего столетия 
Моно обнаружил и обосновал связь между скоростью роста культур 
микроорганизмов и концентрацией в среде лимитирующего субстрата. 
После этого работы по кинетическому моделированию роста культур 
микроорганизмов получили достаточно большое распространение. 
Широкое применение нашли методы непрерывного культивирования 
микроорганизмов, и, как следствие, возникла кинетическая теория, 
адекватно и плодотворно описывающая процессы роста микро­
организмов в открытых системах при непрерывном культивировании 
(Н. С. Печуркин, 1978; Дж. Перт, 1978; Н. С. Печуркин, И. А. Терсков, 
1979). Важно отметить, что в развитие кинетической микробиологии 
большой и во многом определяющий вклад внесли советские 
исследователи Н. Д. Иерусалимский, Н. С. Печуркин, И. А. Терсков.

Современный этап исследований в области кинетического описания 
микробиологических процессов характеризуется рядом особенностей. 
Во-первых, дальнейшее развитие получают экспериментальные методы



исследования процессов, протекающих в микробной системе, в резуль­
тате чего становятся доступными многопараметрические измерения, 
анализ многокомпонентных систем, детальный биохимический анализ 
микромолекулярных биосистем. Все это приводит к росту количест­
венной точности, полноты, информативности микробиологического 
эксперимента. Во-вторых, заметное развитие получили методы ана­
литического рассмотрения кинетики роста микробных популяций, что 
позволяет иметь богатую информацию о природе процессов на 
основе первичных данных роста микробной культуры. В-третьих, 
кардинальные изменения произошли в связи с использованием 
электронно-вычислительных машин для анализа и кинетического 
моделирования микробиологических процессов.

Обсуждаемые в книге методы и подходы, с одной стороны, 
направлены на то, чтобы выработать у читателя навыки анализа 
особенностей протекания процесса микробного роста, создания пред­
ставлений о механизмах явления, с другой стороны, дают возможности 
поиска оптимизации микробного процесса. Таким образом, рассмат­
риваемые в данной книге кинетические основы микробиологических 
процессов важны при решении вопросов как фундаментальной, так 
и прикладной микробиологии. Последнее следует подчеркнуть особо. 
Биотехнология в разных ее аспектах начинает играть все большую 
роль в технологическом обеспечении современного общества, и при 
этом возрастает роль новых, перспективных и экологически безопасных 
процессов, основанных на использовании микроорганизмов.

По своей природе предмет обсуждения данной книги является 
междисциплинарным. Методологической основой книги служат законы 
химической кинетики. Решение многих вопросов, связанных с ростом 
микробных популяций, как уже отмечалось выше, основано на 
использовании методов, подходов и решений, найденных при изучении 
кинетических закономерностей ферментативного катализа. Природа 
изучаемых явлений имеет молекулярно-биологический, а также над­
молекулярный, клеточный, уровень. Раскрытие механизмов микроб­
ного роста часто делается с помощью математического аппарата 
дифференциального и интегрального исчисления, теории систем диф­
ференциальных уравнений с элементами использования электронно- 
вычислительных машин.

Все выше упомянутое говорит о том, что кинетическая микроби­
ология— довольно сложная область, имеющая комплексный характер. 
Однако читателя не должны пугать эти сложности. Проникновение 
различных разделов друг в друга является отличительной чертой 
современной науки и техники. Следует пожелать читателю успехов 
в изучении и использовании кинетических основ клеточного роста, 
изложенных в этой книге.



Г Л А В А  1
КИНЕТИЧЕСКИЕ М О ДЕЛИ  

РОСТА КУЛЬТУР М И КРО О РГА Н И ЗМ О В

Кинетические кривые роста м икроорганизм ов в закрыты х 
системах (периодическое культивирование) имею т сложный 
характер (рис. 1.1). Выделяю т несколько фаз в развитии 
культуры.

1. П осле введения инокулята обычно наблю даю т индукцион­
ный период (лаг-фазу) (7), в течение которого не происходит 
сколько-нибудь зам етного увеличения числа клеток или образо­
вания каких-либо продуктов. В этот период перестраивается 
метаболизм  клетки, синтезирую тся ферменты, специфичные 
к использованию  новых субстратов, активируется биосинтез 
белка.

2. И ндукционный период сменяется фазой экспоненциального 
роста (2), в течение которой быстро накапливаю тся биомасса 
и продукты  разных реакций. Э та ф аза достаточно строго 
описывается экспоненциальной кривой.

3. В зам кнутой системе экспоненциальная ф аза роста не 
мож ет развиваться неограниченно. К ак правило, она переходит 
в фазу линейного роста  (3), характеризую щ ую ся равномерны м 
во времени линейным ростом  культуры. В этой фазе уже 
не наблю дается линеаризации кинетических кривых роста 
в полулогарифмических координатах, т. е. имеет место от­
клонение точек в сторону меньших значений количества 
клеток или продуктов, 
что служит эксперимен­
тальны м  критерием пе­
рехода культуры в ли­
нейную фазу роста.

4. Ф аза линейного ро ­
ста мож ет смениться ве­
сьма непродол­
жительны м периодом, 
в течение которого ско­
рость роста культуры 
снижается до нуля. Э то 
фаза замедления роста 
(4).

5. В некоторых случа­
ях рост культуры может 
переходить в достаточно

Время

Рис. 1.1. Типичная кинетическая кривая рос­
та популяции микроорганизмов:

1 —  индукционный период; 2 — ф аза  экспоненциаль­
ного роста; 3 — ф аза  линейного роста; 4 — ф аза 
зам едления роста; 5 — стационарная ф аза; 6 — ф аза 

отм и ран и я  культуры
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устойчивую  и продолж ительную  стационарную фазу. В этих 
условиях культура развивается в режиме постоянства общего числа 
клеток. Режим характеризуется достаточно высокими скоростями 
отмирания клеток. При этом  скорость прироста биомассы 
полностью  компенсируется скоростью  гибели и лизиса клеток.

6. Если система полностью  истощ ается по субстрату или 
накопление ингибирую щ их рост продуктов является значитель­
ным, то скорость прироста биомассы  становится равной нулю, 
происходят существенные физиологические изменения клеток 
и, как правило, наблю дается фаза отмирания культуры (6 ), 
сопровож даем ая часто полны м лизисом  клеток.

▲ Принципиальной особенностью кинетики микробных попу­
ляций является зависимость скорости роста культуры от концен­
трации одного или нескольких наиболее важных компонентов сре­
ды, обеспечивающих биосинтетическую основу метаболизма. Эти 
компоненты, получившие название лимитирующих субстратов, 
в определенной степени регулируют скорость роста популяции.

В результате экспериментальных исследований зависимости 
скорости роста культур м икроорганизм ов были обнаружены 
две особенности:

1. С корость изменения числа микроорганизм ов в режиме 
его роста (в экспоненциальной фазе) линейно связана с кон­
центрацией клеток в системе:

^  =  MN, (1.1)

где N  —  число клеток; р —  коэффициент пропорциональности,

получивший название удельной скорости роста ( р =  — —
у N dt )

имеет разм ерность обратного  времени. П редполагается, что 
р не зависит от времени в исследуемом интервале. Собственно 
это уравнение в интегральной форме и представляет собой 
уравнение экспоненциального роста. Его интегрирование при 
начальном  условии t — О, N  =  N 0 приводит к функции

N =  N 0e M'. (1.2)

2. Бы ло найдено, что в больш инстве случаев значение удельной
скорости роста зависит от концентрации лимитирую щ его
субстрата S и эта зависимость мож ет бы ть представлена в форме

n W - J i .  (13 )

где рт предельная м аксим альная удельная скорость роста; 
Ks парам етр, получивш ий название константы сродства суб­
страта к микроорганизму.
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Впервые на зависимость скорости роста культуры от 
(концентрации субстрата обратил  внимание М оно, поэтому 
Сравнение (1.3) получило название уравнения Моно. П о своей 
(форме это уравнение соответствует зависимости скорости 
ф ерм ентативной реакции от концентрации субстрата (уравнение 
М ихаэлиса—  М ентен*). Ниже обсуждается уравнение М оно 
и даю тся подходы к его кинетическому обоснованию .

1.1. ЗАВИСИМ ОСТЬ СКО РО СТИ  РОСТА  
К У Л ЬТУ Р М И К РО О РГА Н И ЗМ О В  

ОТ К О Н Ц ЕН ТРА Ц И И  ЛИМ И ТИРУЮ Щ ЕГО  СУБСТРАТА.
«М АК РО СК О П И Ч ЕС КИ Й » П О Д Х О Д

—Уравнение, связываю щ ее скорость роста культур м икроорганиз­
мов с концентрацией субстрата (уравнение М оно), имеет 
эмпирический характер. Теоретическое рассмотрение вопроса 
на качественном уровне с привлечением представления о ли­
митирую щ ей стадии в сложной последовательности фермен­
тативны х превращений субстрата в клетке также указывает 
на то, что зависимость скорости роста м икроорганизмов 
долж на быть аналогична зависимости, вы раж аемой уравнением 
М ихаэлиса М ентен (Д. С. Чернавский, Н. Д. Иерусалимский, 
1968).

П роведем количественный анализ закономерностей роста 
м икробной популяции с целью  физико-химического обоснова­
ния уравнения М оно. Воспользуемся кинетическим подходом 
и проанализируем ряд различных кинетических схем процесса, 
исходя из предположения, что развитие популяции м икроорга­
низмов представляет собой автокаталитический процесс.

1.1.1. Простейшая схема взаимодействия 
клетки с субстратом

П редставим себе простейш ую  кинетическую схему автоката- 
литической реакции с разлож ением каталитических центров

S +  N-+ 2N +  P, (1.4)

где N —  число центров, претерпеваю щ их удвоение при взаим о­
действии с субстратом; Р — продукт.

Ч исло центров, с которы ми взаимодействует субстрат, 
и число клеток м икроорганизм ов связаны между собой прямо 
пропорциональной связью , поскольку предполагается, что клет­
ки в среднем содерж ат одинаковое число центров, на которых

* Обоснование уравнения Михаэлиса —Ментен, его свойства и методы  
анализа рассмотрены в ряде монографий (см., например, И. В. Березин, 
С. Д. Варфоломеев, 1979; С. Д. Варфоломеев, С. В. Зайцев, 1983).
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осуществляется трансформация субстрата. В рамках кинетического 
приближения частоту актов деления клеток мож но обозначить 
константой к. С убстрат S в результате взаимодействия с ком по­
нентами клетки трансф орм ируется с образованием  продукта Р.

Д инамику изменения в системе концентрации компонентов 
будут описывать уравнения

где Гр— коэффициент пропорциональности, связы ваю щ ий коли­
чество образовавш ейся биомассы  и продукта ф ерментационного 
превращения:

Если концентрация вещ ества S в системе достаточно велика 
и за время процесса меняется несущественно, то  мож но ее 
считать величиной постоянной (S =  S0). В этом  случае уравнение
(1.5) мож ет бы ть проинтегрировано относительно числа клеток 
N . Если использовать начальное условие (г =  0, N  =  N 0), интегри­
рование уравнения (1.5) дает экспоненциальную  функцию

П одстановка уравнения (1.8) в дифференциальное уравнение
(1.6) и последующее его интегрирование (при допущ ении, что 
Ро =  0) приводит к следую щ ей зависимости от времени концент­
рации продукта:

продукта близка к нулю , при больш их временах реакции 
долж ен наблю даться экспоненциальный рост концентрации 
продукта:

У равнения (1.8), (1.10) и соответственно кинетическая схема
(1.4) описы ваю т важную  особенность кинетики роста м икроб­
ной популяции —  количество клеток в системе экспоненциально 
растет во времени. У дельная скорость роста p(S), представляю -

(1.5)

d P _ k S N  
~dt v

(1.6)

N —N 0 =  Гр (Р —P0). (1.7)

N (/)  =  N 0ek4 ( 1.8)

P (/) = e kSt dt =  (ekS°'— 1). (1.9)
J0

( 1.10)
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щ ая  собой показатель экспоненты в уравнениях (1.8) и (1.10), 
(является линейной функцией концентрации субстрата:

Уравнение (1.11) в отличие от уравнения М оно дает линейное 
Неограниченное увеличение удельной скорости роста м икроорга­
низмов с увеличением концентрации субстрата. Э то противоре­
чит экспериментальным данны м и требует дополнительного 
усложнения простейшей кинетической схемы (1.4).

1.1.2. Схема с равновесным «насыщением» клеток 
микроорганизма субстратом

Кинетическая схема процесса роста культуры м икроорга­
низма вы глядит следую щ им образом:

С убстрат обратим о и равновесно взаимодействует с м икроорга­
низм ами, давая «насыщенную» ф орму клеток X, которая 
способна к делению  с возникновением двух «ненасыщенных» 
состояний N. Н а схеме процесс равновесного «насыщения» 
клеток охарактеризован константой равновесия К, процесс 
деления - константой скорости первого порядка к.

Кинетика накопления компонентов реакции при постоянной 
концентрации субстрата (S =  S0) мож ет быть описана системой 
уравнений

И зм еряем ая на опыте величина —  общ ая концентрация клеток, 
или концентрация биомассы, — представляет собой суммарную  
величину М , в которую  входит как концентрация «насыщенных» 
клеток X, так и концентрация «ненасыщенных» клеток N:

ц ( S ) - k S 0. ( 1.11)

S +  n J x 4 2 N (1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

M (f) =  X (f) +  N (/). (1.16)

Из этого уравнения следует
dU ( t )_ d\(t)  | rfN(Q

dt dt dt
(1.17)

или

(1.18)

и



К онцентрации клеток в состояниях N и X связаны  соотнош е 
нием (1.17). Соответственно исходя из уравнений (1.15) и (1.16 
мож но записать:

Т аким  образом , Х (/) м ож но вы разить через общ ую  биомассу 
в соответствии с уравнением

Если подставить найденную  функцию X (?) в уравнение (1.18), 
получим

У равнение (1.21) представляет собой дифференциальное 
уравнение первого порядка с разделяю щ имися переменными. 
Решение этого уравнения имеет вид

где N 0— количество биомассы в системе после введения инокулята;

Кинетическая схема (1.12) описывает экспоненциальный рост 
биомассы  в системе. Сравнение теоретически полученной 
функции удельной скорости роста м икроорганизм а от концент­
рации субстрата [уравнение (1.23)] с уравнением М оно (1.3) 
показы вает, что это функции одного и того  же вида. При этом 
м аксим альная удельная скорость роста ц,„ имеет смысл 
константы  скорости деления клеток м икроорганизм а к, величина 
К , —  константа равновесия «насыщения» клеток субстратом  К.

ф Таким  образом , эмпирическое уравнение М оно получено 
из теоретического анализа кинетики роста микробной популя­
ции в рам ках достаточно простой кинетической схемы (1.12) 
и предположения о равновесном «насыщении» м икроорганизма 
субстратом . Равновесие, характеризуемое константой К, может 
отраж ать, например, фермент-субстратное равновесие при обра­
зовании комплекса М ихаэлиса с каким-либо лим итирую щ им 
процесс ферментом.

Очевидно, что механизм  автокаталитического роста био­
массы , представленный схемой (1.12), не является единственно 
возм ож ны м  м еханизм ом, описы ваю щ им экспериментально 
наблю даем ы е зависимости. П ротив кинетической схемы (1.12)

(1.19)

( 1.20)

(1.21)

M (/) =  N 0 exp , ( 1.22)

A:S0/(K + S 0) =  p(S). (1.23)
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имеется возражение качественного характера. Как правило, 
субстрат, попадая в клетку и взаимодействуя с каким-либо 
ферментом, претерпевает существенную трансформацию , и выход 
его из клетки в неизменном состоянии, как это следует из схемы
(1.12), весьма маловероятен. Поэтому можно думать, что механизм
(1.12) существенно упрощ ает ситуацию . Анализ показывает, что 
кинетические схемы с необратимой трансформацией субстрата 
внутри клетки при определенных условиях также описываю т 
экспериментальные данные и приводят к зависимостям  удельной 
скорости роста микроорганизм ов, близким к уравнению  М оно.

1.1.3. Схема с необратимой трансформацией 
субстрата в клетке

Рассмотрим кинетическую схему роста популяции с учетом 
двух необратимы х стадий процесса:

S +  N р  х-> 2N. (1.24)
Ц р

Субстрат, взаимодействуя с каталитическими центрами 
внутри клетки (число центров N пропорционально числу 
клеток в популяции), приводит к образованию  м етаболитов, 
обеспечивающих возмож ность деления клетки и удвоения 
центров, с которы м и взаимодействует субстрат.

Кинетику процесса описывает система уравнений (S постоян­
но, S =  S0)

^  =  2£2Х —^ S o N ; (1.25)

^  =  M 0N -A :2X; (1.26)

И зм еряем ая на опыте биомасса (или общее число клеток 
м икроорганизм ов) представляет собой сумму двух переменных 
величин:

M (f) =  N (f) +  X (/).

Система уравнений (1.25), (1.26) мож ет быть решена относи­
тельно переменных N (t) и Х (/). Из уравнения (1.25) следует:

x “ ^ f e + * . S o N l ;  (1.28)2k-, ) dt 

d X  1 ) t/2N , . .  rfN

<12 9 >
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П одстановка dX /dt  и X в уравнение (1.26) приводит к дифферен­
циальному уравнению  второго порядка с постоянными коэффи­
циентами:

^ + ^ ( к ^ о+к2) - к 2к ^ о̂ 0 .  (1.30)1

Решив это уравнение относительно N (/), можно, используя 
уравнение (1.28), найти X (t)  и соответственно функцию от 
времени общ его количества биомассы  М (t).

М етоды  решения дифференциальных уравнения типа (1.30) 
детально рассмотрены  в математической общ еобразовательной 
литературе. Общее решение уравнения (1.30) имеет вид

N  (f)  =  C je V  +  c 2e 4  (1.31)

где Х15 Х2 —  корни соответствую щ его характеристического урав­
нения; С 1, С 2 — константы , которы е м огут бы ть найдены из 
начальных условий.

Характеристическое уравнение имеет вид

l 2 +  (k l So +  k 2) X - k 2k l S0 =  0. (1.32)

Решение характеристического уравнения представлено двумя 
корнями:

1) полож ительны й корень

2

2) отрицательны й корень

(,.34 )

Из уравнения (1.31) следует

^ = Х 1С 1е 1*Ч Х 2С2е 1*‘. (1.35)

С учетом этого соотнош ения из уравнения (1.28) мож но 
получить

Х (/) =  С 1е х-(^ ± М °  +  с 2е ^ Ц ^ .  (1.36)

Д ля нахождения констант С , и С 2 воспользуемся началь­
ными условиями: / =  0, N  =  N 0, Х =  0. Использование этих 
условий для уравнения (1.31) и (1.36) приводит к системе 
алгебраических уравнений



из которы х следую т значения C t и С 2:

C r N „ ^ ; (1.38)

с 2 =
2 0 Xj-X.2 (1.39)

Таким  образом , для изменения во времени числа клеток 
jN  мож но записать:

N (/) =  е V  +  + k‘s°) е V  (1.40)
Х2 —̂ 1 Aj — А2

Д Л Я  состояния X

W f ) _ k l+ *lSQe M Noft'2+*1S0) | b2+ k iS0 n o(^i+^iSq) ,, Д,ч
W  2 к 2 А .2-Х , 2А:2 Х .,-Х 2 ' '

В уравнения (1.40) и (1.41) входят два экспоненциальных 
члена, при этом  один из них имеет полож ительны й показатель 
экспоненты, а другой — отрицательны й. Соответственно одна 
экспоненциальная функция увеличивается от единицы до беско­
нечности, вторая уменьш ается от единицы до нуля. При 
соизмеримых по абсолю тны м  значениям предэкспоненциальных 
членов и показателей Х2 в сум марны х функциях (1.40) 
и (1.41) через очень ограниченное время развития процесса 
мож но с высокой степенью  точности пренебречь членом, 
содерж ащ им экспоненту с отрицательны м  показателем . П о­
скольку бы ло принято, что X.J имеет полож ительный характер, 
через очень небольш ое время протекания процесса после 
определенной лаг-фазы  имеет место экспоненциальный рост 
микроорганизма:

N (f) —N° f 2+*lS °)e V ; (1.42)
A2 —Aj

^ _ No(k2+fr|S) ^ i+ ^iS oex,i (143)
А2 —Ai 2к2

И зм еряемую  на опыте общ ую  биомассу мож но выразить 
уравнением



Следует отм етить, что в кинетике роста микроорганизм ов 
очень часто, почти всегда, наблю даю тся периоды индукции 
после введения в систему инокулята. М икроорганизмы  адапти­
рую тся к новы м условиям. В рам ках обсуждаемой модели этот 
процесс м ож ет представлять собой первую стадию  процесса
(1.24), при этом  наличие в уравнениях накопления биомассы 
экспоненты с отрицательны м  знаком , возмож но, количественно 
объясняет длительность и природу лаг-ф азы  (другие меха­
низмы, приводящ ие к появлению  индукционного периода на 
кинетических кривых роста культуры, обсуж даю тся в гл. 6). 
Рассмотрим  зависимость от концентрации субстрата парам етра 

и предэкспоненциального множ ителя А уравнения (1.44):

A=h±bh(  1 + ^ о  +  Ч  (1.45)1
Х2— у 2к2 J

Уравнение (1.33) мож но преобразовать к виду

) = k'S° ± h (  11+  4 W ?—  Д  (1.46)
2 (k,S 0+к2у  )

Если один из кинетических парам етров существенно 
превыш ает другой (A2» A , S 0 или A^Sq: » /^ ) ,  справедливо 
соотнош ение

4 В Д „  ^  ( 1 4 7 )

(^So + ̂ 2)2

Э то позволяет функцию, входящ ую  в подрадикальное вы раж е­
ние уравнения (1.46), разлож ить в быстросходящ ийся ряд 
относительно слагаемого 4A1S0A2/(A1S0 +  A2)2 и ограничиться 
первы м членом разлож ения. В этих условиях из уравнения 
(1.46) следует

. _  ^iS0A-2 _  k2Sp /1 4оч
1 k2+ k tS0 к 2j(ki -ЬS0)*

Таким  образом , показатель экспоненты в рам ках используе­
мых приближений является гиперболической функцией концент­
рации субстрата, что соответствует уравнению  М оно

<L49)

Значение дт имеет смысл константы  скорости процесса удвоения 
числа центров к 2, с которы м и взаимодействует субстрат. Ks 
в уравнении М оно представляет собой отнош ение констант 
скорости двух стадий процесса к2/ к 1.

Уравнение (1.49) получено как результат асимптотического 
разлож ения функции (1.46) в определенных условиях. А нализ
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Рис. 1.2. Зависимость удельной скорости роста популяции микроорга­
низмов в экспоненциальной фазе от концентрации лимитирующего 

! субстрата (а); те же данные в двойных обратных координатах (б): 
сравнение значений точн ого [пунктирная линия, уравнение (1.46)] и аси м м етри ­
ческого [непрерывная л» »я. П ри  расчете принято

показы вает, что точное значение при лю бом  соотнош ении 
парам етров к х S0 и к2 весьма близко к асимптотической 
гиперболической зависимости (1.47) (рис. 1.2). И з рисунка 
видно, что асимптотическое приближение описывает точное 
решение. Н аибольш ее различие двух решений имеет место 
при S0, соизмеримых с Ks =  k 2/k l . Э то  отклонение может 
достигать 20% . К ак следует из рис. 1.2, а, при S0 < K s и S0 > K s 
величина отклонения уменьш ается и в пределе при S0 »A ^s 
и S0 <^Ks уменьш ается до нуля.

▲ Н а рис. 1 .2 ,6  приведены кривые для точного и асим п­
тотического реш ения в обратны х координатах , наиболее часто 
используемы х при определении парам етров  цт и Ks из 
экспериментальны х данны х. Видно, что эти функции д о ­
статочно близки. Если учесть, что удельны е скорости  при 
данной концентрации субстрата определяю тся с достаточно 
больш ой ош ибкой (10 —  20% ), то  становится ясно, что 
эксперим ентатор весьм а обоснованно будет использовать  
линейную  асим птотическую  зависим ость. О ш ибки в определе­
нии цт и K s будут возрастать, если использую тся данны е 
эксперимента, вы полняем ого только  в одной из областей: 
S0 > K S или S0 < K s. Д ля того  чтобы  бы ть уверенным в п равиль­
ности определения цт и Ks при использовании линейного 
асим птотического реш ения, необходим о эксперимент п рово­
дить  в области  обеих ветвей зависим ости, как при S0 > K s, 
так и при S0 < K s.

Рассмотрим зависимость предэкспоненциального множителя 
|'от'к6нцеН трации субстрата. В р и  использовать асим птотическое
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приближение, обеспечивающее разложение в ряд радикальной 
функции, входящей в выражение для X,t и Х2, то  мож но найти

* > - - ( * а + * » + 5 Ё 5 ; ) -  ( | '50)

С оответственно на основе уравнения (1.45) значение А будет 
представлено функцией

•̂'lS0̂ 2 £lS0&2
к> + Г Г Т Г  / *iso+;л _  * ,S „  +  fe2 ( и  * ,S „  +  fc2

f 2̂ -f- Аг i S0 +  2
w , | 1 + ------  0.51)
l̂So"f*^2

С учетом того, что Ks =  k 2/ k l , уравнение (1.51) мож но преобра­
зовать к виду

1 V .  So 1
1 +  , 2 + -^ -+

1 + ^ /S q /V  K s \+ K J S 0 

2 | , + S°
K s 1+A,/S0.

(1.52)

▲ И з уравнения следует, что при S0 ^>KS А ъ \ ,  а также 
при S0 <^Ks А х  1. Н аибольш ее отклонение значения А от 
1 наблю дается при S0, соизмеримых с Ks. П ри S0 =  A"s /1=0,875, 
т. е. отклонение А от единицы составляет 12,5%. Видно, что 
значение А весьма близко к единице при самой ш ирокой 
вариации отнош ения S0/K s. Экспериментально значение пред- 
экспоненциального множ ителя определяется в полулогариф м и­
ческих координатах из отрезка, отсекаемого прямой роста на 
оси ординат. Очевидно, что в условиях эксперимента с учетом 
известной статистической ош ибки отклонение А от единицы 
практически обнаружено бы ть не мож ет, получаемое значение 
предэкспоненциального множ ителя достаточно строго соответ­
ствует значению  N 0.

Таким  образом , кинетическая схема (1.24) с учетом обычно 
наблю даемы х статистических ош ибок хорош о соответствует 
имею щ емуся обш ирном у экспериментальному м атериалу и при­
водит к уравнению  М оно (1.3), связы ваю щ ему удельную 
скорость роста м икроорганизм ов с концентрацией субстрата. 
П роведенное рассмотрение дает кинетическое обоснование 
уравнению  М оно.

•  П ринципиально важ ны м вы водом  является утверждение, 
что уравнение М оно отраж ает многостадийны й характер 
процессов при росте культур. О дна из стадий процесса 
зависит от концентрации субстрата, и скорость этой стадии 
мож ет бы ть регулирована концентрацией субстрата. Вторая 
стадия не зависит от концентрации субстрата и представляет
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собой некоторую  лим итирую щ ую  стадию  в процессе клеточ­
ного деления. Если кинетическую схему процесса не разделить, 
по крайней мере на две стадии, то удельная скорость роста 
популяции не будет представлена уравнением с «насыщением» 
субстратом , а будет дана линейной ненасыщ аемой зависи­
мостью  от концентрации субстрата. П ри низких концентрациях 
субстрата процесс роста культур м икроорганизм ов лим итиро­
ван процессом накопления клеток в ф орме X, процессом 
накопления необходимых м етаболитов. П ри высоких насы щ аю ­
щих концентрациях субстрата лим итирую щ им  становится суб- 
страт-независимы й процесс удвоения центров. М аксимальная 
удельная скорость роста характеризует именно этот процесс.

1.1.4. Упрощенные методы анализа кинетики и механизмов 
автокаталитического роста микроорганизмов.

М етод малого параметра

Выше приведен анализ кинетики автокаталитического роста 
культур микроорганизм ов с точны м реш ением систем уравне­
ний, описываю щ их динамику процесса. Из анализа видно, 
что даже в случае простейш его двухстадийного механизма, 
представленного схемой (1.24), для получения точного решения 
требуется достаточно больш ая аналитическая работа. С лож ­
ности анализа кинетики процесса существенно увеличиваю тся 
с усложнением кинетической схемы процесса. Так, для того 
чтобы  найти характеристические времена для кинетической 
схемы с участием двух промеж уточных состояний (трехстадий­
ная схема), необходимо аналитически реш ить кубическое урав­
нение и детально проанализировать свойства корней этого 
уравнения. Сложности становятся практически непреодолимы ­
ми, если анализ кинетики сопряжен с исследованием четырех­
стадийных или пятистадийных процессов. Э то требует поиска 
методов анализа кинетики на принципах сущ ественного упрощ е­
ния с сохранением адекватности кинетического описания.

Рассмотрим  принцип и возмож ности такого подхода на 
примере проанализированного двухстадийного процесса (1.24). 
Уравнение (1.28) мож но представить в виде

П ри определенных условиях в левой части уравнения мож но 
пренебречь членом (1 /k 2)d X /d t  по сравнению  с X. Н айдем 
условия, при которы х выполняется неравенство

1  d x  I х  —fe‘S° N. 
к2 dt к2

(1.53)

(1.54)
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П одстановка значений X и ~  из уравнения (1.36) в неравенство

(1.54) приводит к выражению

С , е ^  - - ^ So + k 2C2e V  - ^ у -° ̂  С , е [S° +

+  C2e V ^ t ^ s ° . (1.55)
АК 2

Если в этом  выражении пренебречь членами, содержащ ими 
отрицательное значение корня А.2, поскольку в очень ограничен­
ном интервале времени они будут равны нулю , в то время 
как члены, содержащ ие полож ительную  экспоненту А,х, будут 
неограниченно расти, то мож но получить неравенство

Xt Q e V  ^ + y ° <g; c te ^  (1.56)
ZK 2 Z/C2

или Ar2.
При выполнении этого неравенства в дифференциальном 

уравнении (1.53) мож но пренебречь первым слагаем ы м  и су­
щ ественным образом  упростить решение.

М ожно показать, что всегда строго выполняется неравенство 
Xl < k 2. Если подставить в неравенство (1.56) значение A.l5 
выраженное из уравнения (1.46), то  будем иметь

+  _ k 2 k i S o _ l ^ ( 1 5 7 )

которое эквивалентно неравенству к2 > 0 .
Т аким образом , для кинетической схемы (1.24) и системы 

уравнений (1.25) —  (1.27) весьма вероятно выполнение нера­
венства (1.57). Э то позволяет в дифференциальном уравнении 
(1.53) в силу малости  парам етра \ /к 2 с высокой степенью 
точности пренебречь членом ( \ /k 2)d X /d t  по сравнению  с X. 
В этом  приближении дифференциальное уравнение (1.53) транс­
формируется в алгебраическое:

X ( f ) = ^ N ( r ) .  (1.58)

С учетом уравнения м атериального баланса мож но записать

Х ( < ) = Л £ * - .  (1.59)

|+ г т  К 1Э0

У читывая, что

^  =  Аг2Х ( г), (1.60)
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получаем

‘т = ь т .  .С1 .6 1 )

/с l^o

Э то уравнение представляет собой дифференциальное уравнение 
первого порядка с разделяю щ имися переменными, решение 
которого имеет вид

M (< ) -N 0 e x p ( j f a i& - < ) ,  (1,62)

т. е. решение системы представляет собой уравнение экспонен­
циального роста культуры. При этом  показатель экспоненты 
вклю чает субстрат-зависимы й парам етр —  удельную скорость 
роста:

p(S) =
fciS0 +  Ar2

Э то соответствует уравнению , полученному при полном  реш е­
нии системы дифференциальных уравнений, а также согласуется 
с эмпирическим уравнением М оно.

О бсуждаемый упрощенный подход к анализу автокаталити- 
ческой кинетики роста м икроорганизм ов позволяет анализиро­
вать субстрат-зависимую  кинетику роста культур для кинети­
ческих схем практически лю бой степени сложности. Рассмотрим 
использование этого подхода для анализа кинетики трехстадий­
ного процесса и процесса с участием произвольного числа 
п различных состояний.

П редставим , что кинетика процесса вклю чает несколько 
соизмеримых по п арам етрам  последовательных стадий:

S +  N -^1X 1 -̂ 2X 2 -^ 2 N . (1.63)

Кинетику изменения во времени всех компонентов (при условии 
постоянства S =  S0) описывает система уравнений

~  — 2k3X 2 — k l S0bi; • (1.64)

^ i  =  ̂ 1S0N -A :2X 1; (1.65)

d- f  =  k 2X i - k 3X 2. (1.66)

Выражение для общ его количества биомассы, вклю чаю щ ее 
сум марное количество клеток во всех состояниях, имеет вид

M =  N  +  X 1 +  X 2 (1.67)
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или
dM dN  , dXt , X

dt dt ^ , +  — •
dt dt

( 1.68)

Сложение дифференциальных уравнений (1.64) —  (1.66) приводит 
к уравнению

dM
dt

- =  /с,Хл

Из уравнений (1.65) и (1.66) следует:

1 d X ' M Y
^ ^ T  +  X l

1 _1_ Y
E ~ d T + X ^

_ k i S 0
N:

^2 

* 2X ,

(1.69)

(1.70)

(1.71)

Воспользуемся изложенным выш е подходом, согласно кото­
рому в силу малости парам етров \ /к 2 и 1 /к 3 мож но пренебречь 
в левой части уравнений (1.70) и (1.71) членами, содерж ащ ими 
производные d X l/dt  и d X 2/d t■ Э то приводит к уравнениям

(1.72)X , = ^ N ;
*2

х2=Ьх,. (1.73)
*з

С учетом этих соотнош ений уравнение для общ его количества 
биомассы  мож но записать в виде

или

Х 2 (/) =_  м (0

1+ т^  +
к2 k,S0

Если подставить это уравнение в (1.69), будем иметь
dM(t)_ k}M(t)

dt

(1.74)

(1.75)
»

(1.76)

|+ г + г§~Л 2

Решение этого дифф еренциального уравнения с разделяю щ и­
мися переменными при использовании начального условия 
/ =  0, M  =  N 0 имеет вид

к ,М (?) =  N 0 exp t
l + — + — ?- 

к 2 к,S0

(1.77)
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Соответственно уравнение удельной скорости роста культуры 
м икроорганизм а мож но записать в виде

H s ) =  -j~ /  , • (1.78)

к3 к2 к3 S0

П одставим это уравнение в «классической» гиперболической 
форме:

K ( S ) = | ^ ;  (1.79)

при этом  значения парам етров цт и Ks как функции констант
скорости элементарных стадий даны  уравнениями

( , -8 0 )

Ks~ k i (\/k3 + \/k2r k l {k3+k1j  (1>81)

\ k J K = k v  (1.82)

Если на какой-либо стадии реакции образуется продукт, т. е.

S +  N —+ X j I— Х 2 —»2N , (1.83)
I ► Р

то зависимость его концентрации от времени мож но найти 
из уравнения

-  =  П 841dt Ур ’

где У0— экономический коэффициент по продукту.
Из (1.84)

р ( 'Н у Ч е ц' - 1 ) .  (1.85)
7 Р

При временах, превыш аю щ их 1/ц, в (1.85) мож но пренебречь 
единицей по сравнению  с экспоненциальным членом. При
этом  справедливо уравнение

Р ( / )  =  ^ е мГ. ( 1 .8 6 )
* Р

Э то уравнение экспоненциального роста культуры в условиях 
детекции продукта ф ерментативного процесса. Линеаризация 
данных по продукту реакции в полулогарифмических

23



координатах позволяет, так  же как и при определении 
биомассы , определить удельную  скорость роста культуры.

А И з уравнения (1.80) следует важное свойство кинетики 
роста популяций микроорганизмов: м аксим альная удельная 
скорость роста определяется наиболее медленной стадией. Если 
к 3 ^>к2, то  \im =  k 2\ если к 2 » к 3, то  \ьт =  к 3.

Э тот важный вывод имеет общ ий характер. Д ля его 
подтверж дения рассм отрим  кинетику процессов с учетом п воз­
можных состояний:

8 + м Л х 1Л х 2 Л . . . Л х , . Ч \ .

~Ht /Cn+iA"’ 

M (f) =  N +  £  X,-;
i = 1

k 2 \ l =A :jS0 N; 
k 3X 2 = k 2X l ;

Л х . , Ь ' 2 № (1.87)

( 1.88)

(1.89)

(1.90)

^ и ^ я - l  = ^n + l^ n . .
С учетом соотнош ений (1.90) уравнение (1.89) будет иметь вид

m m = x „ ( i + ^ + * . * ‘ ! д }  с - 9 1 »

Э то уравнение позволяет вы разить переменную Хп через 
переменную М (?), входящ ую  в (1.88):

< Ш (/)_  к„+ j М (г)

dt

И з этого  уравнения следует

ц =  -

к " + 1 I '
Т Г + ‘ -  1 1i = 2 K i

1 "+1 1
+ 1 гк ! S0 i= 2  ki

И Л И

1
M-m- n+i

(1.92)

(1.93)

(1.94)

К .=
1

»+i ,> 

i = 2

VmI K  =  k i-

(1.95)

(1.96)
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В м аксимальной удельной скорости роста микроорганизм ов 
появляется лим итирую щ ая стадия ф ерментативного процесса. 
Если в сложной последовательности трансф орм ации вещества 
в клетке имеется какая-либо стадия, характеризуем ая наимень­
ш им значением kj, к } <^кь, /= 2 ,  ..., и + 1 , i^ j ,  то  значение 
м аксим альной удельной скорости роста будет равно константе 
скорости этой стадии:

Рассмотренный подход к описанию  кинетики роста м икроб­
ных популяций объясняет зависимость удельной скорости роста 
от концентрации лимитирую щ его субстрата.

Кинетическое описание роста клеточной популяции может быть 
основано и на применении подхода с использованием представле­
ний о молекулярных механизмах трансф орм ации генетической 
информации. Рассмотрим  сущ ность этого подхода на примере 
анализа наиболее «грубой» схемы процесса. Цель этого анализа 
состоит в демонстрации того  факта, что подход, основанный на 
известных представлениях о механизмах биосинтетических 
процессов, дает возмож ность объяснить две принципиально 
важные феноменологические закономерности: 1) экспоненциальный 
рост биомассы во времени; 2) зависимость удельной скорости роста 
популяции от концентрации лим итирую щ его субстрата.

М еханизм конверсии исходного субстрата S в клеточную  
биомассу вклю чает действие на субстрат лимитирую щ его 
ф ермента Е:

П родуктом  этой ферментативной реакции является промеж у­
точный субстрат S ', дальнейш ая конверсия которого обеспечи­
вает синтез всех основных м етаболитов. П ревращ ение S в S' 
мож ет осущ ествляться как отдельны м ферм ентом , так и целой 
полиферментной системой, в которой фермент Е является 
лимитирую щ им.

П од действием различных ферментных систем вещество 
S ' трансформируется в м етаболиты  (D N , R N , А А), обеспечива­
ющие синтез основных полимерных компонентов клетки: 
дезоксирибонуклеиновой кислоты (D N A ), рибонуклеиновой

В этом  случае /-я стадия является лимитирую щ ей.

(1.97)

1.1.5. Репликация, транскрипция, трансляция 
в кинетике роста микробной культуры

(1.98)
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кислоты (R N A ) и белка. О дним из компонентов синтезированно­
го белка является лимитирую щ ий фермент Е. П омимо компонен­
тов, непосредственно участвую щ их в биосинтезе белка и нуклеи­
новых кислот, в системе м огут образовы ваться необходимые 
энергетические и структурно важные соединения, сум марно 
обозначенные на схеме вещ еством Р.

Терм инальны ми стадиям и схемы (1.98) являю тся стадии 
репликации (синтез D N A  на матрице D NA ), транскрипции (синтез 
R N A  на матрице D N A ) и трансляции (синтез белка на матрице 
R N A , вклю чая синтез белка Е). О бразовавш ийся в результате 
трансляции белок Е является катализатором  первой стадии 
реакции, что обеспечивает автокаталитический характер процесса.

П редполагается, что первая стадия процесса (ферментативное 
превращ ение S в S ') имеет обычный ферментативны й характер 
и мож ет быть описана уравнением типа М ихаэлиса — М ентен

где к%ат —  каталитическая константа скорости лимитирую щ его 
фермента; Км — константа М ихаэлиса ф ерм ента Е. Также 
предполагается, что процесс исследуется на начальном  этапе, так 
что расходом  субстрата м ож но практически пренебречь ( S « S 0).

С тадии конверсии промеж уточного соединения S ' могут 
бы ть охарактеризованы  кинетическими коэффициентами kd, kr, 
ka, kp соответственно:

В условиях, когда конверсия S в S ' является лимитирую щ ей 
стадией, превращ ение S ' будет протекать по втором у порядку 
относительно концентрации S' и концентрации соответствую щ их 
ф ерментов Ed, Е„ Еа и Е^. Э то  следует из кинетической теории 
полиферментных реакции, один из выводов которой состоит 
в том , что для полиферментной системы со строго лимитирую щей 
стадией последую щ ие реакции протекаю т в режиме реакции 
второго  порядка. К онстанты  kd, kr, ka и kp имею т смысл констант 
скоростей второго порядка (отнош ение кклт/К м соответствую щ их 
ферментов). П редполагается, что состав клетки в процессе роста 
культуры не меняется, т. е. концентрации ферментов Ed, Е„ Еа и Ер 
связаны  с концентрацией фермента Е линейными соотнош ениями

d S _ k ^ E S 0 

dt  Км +  S0’
(1.99)

Р

(1.100)

где <J>d, Фг, Фл, Фр— соответствую щ ие коэффициенты пропорцио­
нальности.



В соответствии с этим дифференциальное уравнение, описы­
вающее изменение вещества S ', мож но записать в виде

/'/S' к F <Ч
^ = ] ^ ^ - ( ф^ + ф ^ + ф а + ф а ) Е 8 '- ( 1Л02)

Конечными этапами биосинтетического процесса являю тся 
стадии образования D NA , RNA  и Е. П редполагается, что 
скорость репликации зависит как от концентрации DNA 
в системе, так и от концентрации сум марного и мономерного 
компонента D N . С оответственно скорость транскрипции опре­
деляется концентрацией D N A  и RN, скорость трансляции 
зависит от суммарной концентрации аминокислот (АА) и RNA. 
Систему уравнений, описываю щ их накопление полимерных 
компонентов D N A , R N A  и Е, мож но представить в виде

4 D N A
— ~  осd DNA DN;

dt  R

^ ^  =  a r D N A R N ; (1.103)

^  =  a, R N A A A ,
d t  '

где a R, а г , а , —  коэффициенты пропорциональности, имею щ ие 
смысл констант скорости второго порядка.

Если считать, что основные «оттоки» веществ D N , RN 
и АА связаны с их включением в полимеры, то  дифферен­
циальные уравнения для этих компонентов системы могут 
быть записаны следую щ им образом :

^  =  Ф Л Е 8 '  —a RD N DNA ;

^ ^ A E S ' - o ^ R N D N A ;  (1.104)
И А  А

=  ФаА:а Е S '— а, АА RN А.

Система уравнений (1.102) —  (1.104) описывает поведение обсуж­
даем ой автокаталитической полиферментной реакции, и ее 
решение мож ет дать  уравнение изменения основных компонен­
тов во времени.

В целях существенного упрощения анализа для решения раз­
ностных уравнений (1.102) и (1.104) можно использовать при­
ближение, основанное на малости параметра перед производной:

___________!___________^ + s ' =
(Ф А + Ф А + Ф А + Ф /Р)Е dt +

= ----------------- k™S°___________ • п  1051
(*,+80)(Ф Л + Ф А + Ф А + Ф А )’ ‘

1 t/PN-+ D N  =  <l>‘,fe‘|ES'; (1.106)
xr D N A  dt  ^ D N A ’
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1 rfRN | p N . * r * , E S ' . i n „
a r D N A  dt  a r D N A ’  ̂ ^

1 ^ + A A = v S  (1 -Ю 8 )a, R N A  d t  a, R N A  ’

В условиях малости парам етра перед производной имеем
1 dS'S': 

DN : 

RN : 

AA :

Ф А + Ф А + Ф А + Ф А  dt  ’
1 </DN > — . *

a „ D N A  dt  . « д .
1 d  RN

a r D N A  dt  
1 d W

a, R N A  dt

поэтому уравнения (1.105) — (1.108) трансф орм ирую тся к виду

S '  — ^ ат S° *___________ . /1 1 1 Л\
^M + S0 ® A + ® ,* r+ ® A + ® A ’ y

D N  =  --— ES; (1.111)
a„ D N A

R N  : ES ; ( i j (2)
a r D N A

A A = - !k"ES'. (1.113)
a ,R N A  v '

У словия (1.109) соответствую т условиям стационарности по 
промеж уточным соединениям, согласно которы м  dS '/d t =  0, 
d D N /d t  =  0, d R N /d t  — 0, d A A /d t  — О. П о физическому смыслу 
эти условия характеризую т режим, в котором  синтез полим ер­
ных молекул D N A , R N A , Е протекает относительно быстро, 
так что лим итирую щ ими оказы ваю тся стадии накопления 
предш ественников.

Из уравнений (1.104) следую т соотнош ения
< /D N A _ac„  D N  

4 R N A ~ o ^  R N ’ 
4 D N A  a R D N  D N A

d E  a, AA R N A ’ 
rfRNA _  a T RN D N A  

dE  oc, AA RN A

(1.114)

У равнения (1.114) могут бы ть проинтегрированы. В условиях 
развития процесса на достаточную  глубину [.Е0 « :Е ,  (D N A )0 «c 
«с D N A , (R N A )0 « cR N A , где Е0, D N A 0, R N A 0 —  начальные 
концентрации полимерны х компонентов ] будем иметь:
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• П  1151RNA оtT RN’ U -ПЭ)
D N A _as DN DNA,

E aT AA RNA’ (1116)
RNA ar RN DNA 

E AA RNA' ( ! -117)
Д ля того чтобы найти решение системы, необходимо проинтег­
рировать только одно уравнение, например

</DNA =  a KDN</r. (1.118)

Значение D N  мож ет бы ть найдено по уравнению (1.111). 
Однако сначала необходимо определить отнош ение (E /D N A ), 
входящее в это уравнение. И з уравнений (1.111) — (1.113) 
следует:

DN а7 Фdkd
О-119)

DN а, Фdkd RNA
( 1.120) 

( 1.121)

( 1.122) 

(1.123)

П одстановка этого соотнош ения в уравнение для DN и по­
следующее использование полученного значения DN приводят 
к дифференциальному уравнению

</DNA , . _, _  ж г .
=  ®e£eS D N A  (1.124)

AA aR Фака DNA’
RN _  а, ФX  RNA
AA~otT Ф Х  DNA 

П одстановка (1.119) в (1.125) дает уравнение
DNA _  Ф̂ кл 
RNA Фгк,

Соответственно получаем
D N A  =  ^

Е ФЛ:

dt
или

dD N A _k,„S0 Фака
(1.125)DNA kM + S0 Фака+Ф,,кл + Фгкг+Фркр

| с использованием нача 
5Т функцию
D N A  =  D N A 0e Mt, (1.126)

И нтегрирование (1.125) с использованием начального условия 
t =  0, D N A  =  D N A 0 дает функцию

где



Соответственно на основе использования соотнош ений (1.115) —  
(1.117) м огут бы ть найдены функции, описываю щ ие накопление 
во времени других полимерных компонентов:

R N A  =  ̂ ^ ( D N A ) 0e M'; (1.128)

Е =  (D N A )0e M‘. (1.129)

Таким образом , полученные решения описы ваю т экспонен­
циальный рост биомассы в системе. При этом  удельная 
скорость роста культуры является гиперболической функцией 
от концентрации субстрата. Зависимость от концентрации 
субстрата отраж ает михаэлисовскую  функцию для лим итиру­
ю щ его фермента. М аксимальная удельная скорость, реализу­
ем ая при высоких концентрациях субстрата, имеет вид

> *-- ф , * / ф * ф~ Т -  (1Л30)
Ф к Ф к Ф к^ а лв ^  апа а ха

Ф Проведенный анализ показы вает, что кинетическое обос­
нование зависимости скорости роста популяции м икроорганиз­
мов от концентрации субстрата м ож ет бы ть получено и на 
основе подхода, использую щ его представления о механизме 
биосинтеза нуклеиновых кислот и белка. Входящий в уравнение 
п арам етр  цт является сложной функцией кинетических характе­
ристик лимитирую щ их биохимических процессов, значение Ks 
в рам ках данной модели характеризует константу М ихаэлиса 
лим итирую щ его субстрата.

Зависимость скорости роста от концентрации лим итирую щ е­
го субстрата, данная уравнением М оно, весьма ш ироко исполь­
зуется на практике и, как правило, в рам ках точности 
м икробиологического эксперимента находит экспериментальное 
подтверждение. В разное время были предложены и другие 
уравнения, в той или иной степени описываю щ ие кинетику 
роста культур микроорганизм ов. Н апример, удельная скорость 
их роста мож ет бы ть представлена экспоненциальной функцией 
концентрации субстрата (уравнение Тейсиера)

B =  llm(l —e~ 'tS), (1.131)
где к  —  константа, которая м ож ет бы ть найдена из эксперимен­
тальны х данных.

Д ругая аппроксимация уравнения скорости роста популяции 
имеет вид (Ц. Оиву, Г. Л оусон и Г. Дин, 1984)

^  =  рМ  1~ М^ , (1.132)
dt ^  1-м /м ;,

где М,„ и М ',— эмпирические константы .

30



О днако эти уравнения не имею т достаточно ясного молеку­
лярного обоснования, гром оздки и находят ограниченное 
применение на практике.

1.2. ЗАВИСИМ ОСТЬ СК О РО СТИ  РОСТА  
К У Л ЬТУ Р М И К РО О РГА Н И ЗМ О В  

ОТ КО Н Ц ЕН ТРА Ц И И  ЛИМ И ТИРУЮ Щ ЕГО  СУБСТРАТА.
«М И К РО С К О П И Ч ЕС К И Й » П О Д Х О Д

Изложенный подход к описанию кинетики роста микробной 
популяции имеет «макроскопический» характер. Рост культуры ми­
кроорганизмов представлен как автокаталитический процесс, иду­
щий с накоплением активных самовоспроизводящихся каталитичес­
ких систем. Видно, что такой подход приводит к уравнениям, 
достаточно адекватно описывающим фундаментальные кинетичес­
кие особенности микробного роста— экспоненциальный характер 
процесса и зависимость удельной скорости роста от концентрации 
лимитирующего субстрата. Методология построения кинетических 
уравнений микробного роста может быть основана и на другом 
подходе— на расчете из химико-кинетических представлений време­
ни удвоения клеточного материала исходя из предположения, что 
это время определяется каким-то лимитирующим биохимическим 
процессом. При условии, что это время удается рассчитать, рост 
популяции в экспоненциальной фазе будет описываться уравнением

М =  М 0 -2 '/т, (1.133)

где т —  характеристическое время биохимического цикла, лим и­
тирую щ ее деление (время удвоения); М 0 —  начальная концент­
рация клеток.

Э то достаточно общ ий и широкий подход, позволяю щ ий 
проанализировать кинетику роста лю бой клеточной популяции, 
если имеется возмож ность количественного определения т. 
Очевидно, что время удвоения будет зависеть от механизма 
процесса и скорости отдельны х его стадий.

Рассмотрим  механизм деления клетки, предполагая, что 
действие фермента (или ферментной системы), трансф орм иру­
ю щ его лимитирую щ ий субстрат, и процесс репликации Д Н К  
являю тся самы ми медленными стадиями. Такая ситуация часто 
реализуется для активно растущ их микроорганизм ов, постоянно 
находящ ихся в процессе деления.

1.2.1. Простейшая схема

П роанализируем  простейш ую  кинетическую схему:

(1.134)
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Н а первой стадии процесса происходит трансф орм ация 
исходного лимитирую щ его субстрата под действием фермента 
(или ферментной системы) Е с образование клю чевого м ета­
болита S'. Э тот  процесс представляет собой обычную фермен­
тативную  реакцию , и кинетика его описывается «классическим» 
уравнением М ихаэлиса —  М ентен. К лю чевой м етаболит S ' уча­
ствует в процессе репликации и в других параллельны х 
процессах, приводящ их к накоплению  клеточного м атериала 
Р. П редполагается, что скорость синтеза Д Н К  на матрице 
Д Н К  пропорциональна концентрации промеж уточного м ета­
болита S ' и мож ет быть охарактеризована константой скорости 
a K. П о физическому смыслу эго мож ет бы ть константа 
скорости удлинения полимерной цепи на одно основание. 
Важным также представляется предположение о том , что 
скорость биосинтеза фермента Е и белков репликационного 
комплекса —  относительно быстрые процессы, концентрации 
этих компонентов постоянны и не входят в уравнения скорости 
процесса. Л ю бое из этих предположений мож ет быть неоп­
равданно, что существенно изменит кинетическое описание, 
однако это не затрагивает принципы излагаем ого метода.

Кинетику процесса в рам ках кинетической схемы (1.134) 
описывает система уравнений

J A D N A  ~
=  a KS ;  (1.135)

d t

dS' ES
d t  Ks +  S

— (aK +  a )S ', (1.136)

где A D N A  прирост Д Н К  на исходной матрице.
В условиях стационара по промеж уточному м етаболиту 

(dS'/d t =  0) имеем
1 к  F S

S '= — —  (1.137)
0Сд +  ос Ks +  S

Соответственно
dA  D N A _  a„ k „ TES 

dt  a R +  a  Ks+ S
(1.138)

Н а начальном  этапе процесса в режиме S =  S0 уравнение 
мож ет бы ть проинтегрировано:

A D N A  =  (1.139)
' ' ос„ +  а к , + S0

(при этом  использовано начальное условие t =  О, A D N A  =  0).
Репликационный процесс заканчивается, когда количество 

синтезированной D N A  соответствует количеству базовой, т. е. 
A D N A  =  S , где В — количество базовой Д Н К . Величина В мо-
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жет бы ть охарактеризована различны м образом . Н апример, 
если скорость процессов в клетке выражается в единицах 
моль в секунду на клетку, то В мож ет быть выражено
в единицах м оль оснований Д Н К  на клетку.

При t — i R, A D N A  =  Z? имеем

jg =  _ « « _ .^ a IESo (1.140)
ot„ +  a  K s +  S 0

И Л И

t r  =  ̂ ± ^  - K̂s+S° \  (1.141)
rt k FSкат  ^ 0

Таким  образом , найдено время, необходимое для удвоения 
Д Н К . Видно, что оно зависит от концентрации субстрата
обратно пропорционально активности лим итирую щ его фер­
мента.

Д инам ика изменения числа клеток в популяции с учетом 
уравнения (1.141) определяется соотнош ением

М (/) =  М 0 2 (1.142)

т. е. удельная скорость роста культуры будет иметь вид

. .  2  ccRIn 2 ккятS0 Е .. 1 Д-5 Ч
t*  ~ a R +  a  K s +  S 0 В  [ ‘ ’

А Уравнение (1.143) отраж ает принципиальную  особенность 
кинетики микробного роста — зависимость удельной скорости 
роста от концентрации лим итирую щ его субстрата. П ри «насы­
щ аю щ их» концентрациях субстрата имеем максимальную  
удельную скорость

М. =  - ^ Ь 1 п 2 % 5 .  (1.144)
olr +  ос d

Из уравнения (1.144) видно, что основными ф акторами, 
приводящ ими к существенному уменьш ению  цт по сравнению  
с Агкат, являю тся распределение потоков клю чевого метаболита 
[aR/( a R +  a) мож ет быть существенно меньш е единицы, если 
a / a R» l ,  т. е. если на репликационный процесс идет небольш ая 
доля вещ ества] и малое количество в клетке лимитирую щ его 
фермента по сравнению  с Д Н К .

Величины Ks долж ны  соответствовать константе М ихаэлиса 
лим итирую щ его фермента.

•  Рассмотренный подход и полученное уравнение (1.143) 
соответствую т сам ом у простому случаю  - линейному развитию  
во времени репликационного процесса. В реальной практике

2  З а к .  544 33



м икробного роста могут бы ть отклонения от этого закона, 
определяемые более слож ны м характером  процесса. Рассм от­
рим  некоторые из этих осложнений.

1.2.2. Многостадийность трансформации субстрата

П роанализируем  процесс роста клеточной популяции с уче­
том  многостадийности конверсии субстрата под действием 
ферментной системы. В первом  приближении этом у случаю 
соответствует кинетическая схема

S0 S j ^  S 2 ^  ... ^  S„ ^  D N A .  (1.145)

С корость отдельных ферментативны х стадий задана уравнением 
типа М ихаэлиса - Ментен. Кинетические коэффициенты оц, ... 
..., olr представляю т собой максимальны е скорости действия 
ферментов са1= к 1Е 1, а п =  кпЕ„, где к и кп —  каталитические 
константы  скорости.

Кинетику процессов описывает система уравнений 
4 A D N A  _  a RS„

I t  ~  К п +  S /
d S { c(jSq ос 2 S i

d t  А-! +  S0 А"2 +  S t , , s \

4Sn   an-iS„-i   aRS„
d t  K„ _ j +  S„ _ !  K„ +  S„

где ..., Kn —  константы  М ихаэлиса соответствую щ их фермен­
тативны х реакций. Если полиферментная система функциониру­
ет в стационарных условиях, т. е. если справедливы равенства

^  =  0 —  =  0 —  =  0 П 1471
d t  " " ’ d t  ’ ’" ’ d t  ' U 1 4 / j

то имеет место соотнош ение

  a lS0 .
К„ +  S„ К 1 +  S 0’

(1.148)

следовательно, скорость репликации будет определяться урав­
нением

4 A D N A _  a 1S 0 .

d t  K l + S 0

•  Э то уравнение соответствует уравнению , полученному 
ранее для двухстадийного процесса. Д ругими словами, много-
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стадийность трансформ ации субстрата в условиях, когда лим и­
тирует одна из стадий, не отраж ается на уравнении скорости 
репликации.

1.2.3. Многостадийность клеточного развития

Наиболее общий случай развития клетки вклю чает ряд 
фаз, в которых не происходит репликационного процесса 
и клеточного деления. В кинетике роста каждой индивидуаль­
ной клетки могут иметь место периоды индукции, предш ест­
вующие репликации или следую щ ие за ней. Э то вносит 
определенные изменения в кинетику процесса.

Время удвоения клетки в этом случае определяется уравнением

* =  +  (1.150)

где т л — время репликации, представленное уравнением (1.141); 
та —  время нахождения клетки в других фазах клеточного цикла.

У читы вая уравнение (1.141), найдем

T =  ô _t a _ A £±|o  ( 1 1 51 )
Л... Ьп Ь

или
In 2

a R +  ot\^ s  +  S0 В
+ т „

(1.152)

a R 7 ^кат^о Е

Уравнение (1.152) мож но преобразовать к виду

a R +  a

к ытЕ \п 2

В +  т Д „ тЕ

 , (1.153)
к .

+S0
, + т < А .т Е а „

( a R +  a ) B

из которого следую т выражения для кинетических парам етров 
уравнения М оно

И -=  7-  У " 2------   (1.154)

K S \ н а б л  ~  р  ,  (1.155)
|  I к̂ат V"R

(a * -fa ) В

где Ks —  константа сродства субстрата к микроорганизму.
Уравнения (1.152) и (1.153) «вырож даю тся» в более простую
зависимость вида (1.143) при условии
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Э то неравенство справедливо при относительно небольш их 
периодах та, т. е. если периоды времени, предш ествую щ ие 
репликационному процессу или следую щ ие за ним, относитель­
но малы . Видно, что неравенство (1.157) выполняется более 
отчетливо при больш их содержаниях Д Н К  (В) и малы х 
значениях активности лим итирую щ его фермента (А:кат Е). При 
этих условиях деление клетки лимитируется репликационным 
процессом.

М ожно представить и обратную  ситуацию , когда

▲ М аксим альная удельная скорость роста гиперболически 
зависит от концентрации лим итирую щ его ф ермента, и в пределе 
лимитирую щ ей стадией становится процесс, характеризуемый 
переменным парам етром  та. При этом  режиме клетка больш ую  
часть времени находится в состоянии покоя, а процесс деления 
протекает относительно быстро.

Известно, что процесс развития клеток как микробного, 
так и ж ивотного происхождения вклю чает несколько диск­
риминируемых стадий. В этой последовательности трансф ор­
маций клетки лиш ь одна стадия представляет собой истинную 
репликационную  стадию . О стальны е стадии, связанные с изме­
нением м етаболизм а, с включением или выклю чением опреде­
ленных генов, составляю т совокупность процессов, опреде­
ляю щ их характеристическое время та. Бактериальны е клетки 
имею т высокие скорости роста и, вероятно, в активной фазе 
развития популяции постоянно находятся в состоянии митоза. 
Д ля описания кинетики их роста, по-видимому, наиболее 
оправдано использование уравнения (1.149). Д ля животных 
клеток в культуре ткани м итоз составляет небольш ой отрезок 
времени их развития. В этом  случае оправдано описание 
кинетики процесса с помощ ью  (1.158), (1.159). При этом  
дополнительной кинетической деш ифровке долж ен бы ть под-

видно из уравнений (1.154) и (1.155), в этом

режиме

in 2 
й т = — ;

Т«.

к  _ K sB (aR +  ot)
*1 набл _  _ /, Г- (1 .159)

(1.158)



4
вергнут парам етр та, характеризую щ ий некую наиболее мед­
ленную молекулярную  трансф орм ацию  в процессе развития 
клетки.

1.2.4. Влияние транспортных процессов 
на кинетику роста популяции

Рассмотрим  закономерности процесса для случая, когда 
транспорт вещества в клетку мож ет вносить свой вклад 
в лимитирование процесса роста клетки. Известно, что транс­
порт лимитирую щ его субстрата, определяемый действием пер- 
меаз, мож ет быть относительно медленной стадией. Ф ормально 
эквивалентным является случай, когда транспорт лим итирован 
внешнедиффузионным переносом субстрата. П ростейш ая кине­
тическая схема имеет вид

S 0 — * S l - ^ S 2 ^ - * D N A ,  (1.160)

где vT —  скорость транспортных процессов.
Кинетику процесса описывает система дифференциальных 

уравнений
4 S ,  _  _ к ^

dt  т к г 

4 S 2 _  kKil ES t 

dt ~  K l + S 1 

dA  D N A _  a* 

dt ^ 2 +  S2
П редполагается, что скорость транспортных процессов мож ет 
линейно зависеть от концентрации субстрата. Э то в доста­
точной степени справедливо для лим итирования процесса 
внешнедиффузионным переносом субстрата (С. Д. В арф оломе­
ев, Г.Ф. Судьина, 1980):

vT — k S 0 . (1.164)
Если транспорт вещества определяется действием белков-пере- 
носчиков (пермеаз), то  скорость процесса мож ет иметь вид 
уравнения М ихаэлиса Ментен

I (|165)
где V — м аксим альная скорость транспорта; К — эффективная 
субстратная константа. vT может быть выражена в молях 
субстрата на клетку в единицу времени.

Если в клетке имеет место стационарное состояние по

промеж уточным субстратам  S! и S2, т. е. если ~  =  0, =  0, то

.
S ,’

(1.161)

* 2+ s 2’
(1.162)

(1.163)
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</ADNA /1 ,/ССЧ— dt = vrl (1-166)

следовательно, скорость роста полимерной цепи Д Н К  лим и­
тирована скоростью  транспорта субстрата. В этом  случае 
удельная скорость роста популяции долж на быть представлена 
уравнением

Ц =  ^1п 2 , (1.167)

где В —  количество Д Н К , выраженное числом молей оснований
на клетку.

Таким образом , удельная скорость роста клеточной куль­
туры мож ет иметь вид

Ц =  ^ 1 п 2  (1.168)
D

[следствие уравнения (1.164)] или

“-ряяв " |69)
[следствие уравнения (1.165)].

Транспорт вещества в клетку мож ет бы ть бы стры м
и носить равновесный характер. Э том у соответствую т ки­
нетическая схема

S0 i s i _ E , S 2 — -”̂ ->D N A  (1.170)

и система уравнений

* = S X/S 0; (1.171)
4 S 2 _  /c„TESj

d t Ks +  S,

rfADNA

ocRS2; (1.172)

dt - a « S f

В режиме бы строго использования S2 (а  велико) (1/а) 
dS 2/ d t c S 2 имеет место стационарное состояние по S2. 
Соответственно

rfADNA _  к „ E St _  k m E K S 0 

dt Ks +  S , K s +  K S 0 '

У дельная скорость роста популяции в этом  случае дается 
уравнением



Ф Видно, что наличие бы строго равновесного транспортно­
го процесса оказы вает влияние на наблю даемую  константу 
сродства м икроорганизм а к субстрату и не сказывается на 
максимальной удельной скорости роста популяции.

Весьма важны е явления, которы е н аб лю д аю тся в процессе 
роста индивидуальной  клетки, связан ы  с процессам и старения 
или инактивации  клю чевы х ф ерм ентны х систем . И нактивации  
м ож ет п одвергаться  как репликативны й ком плекс, так  и л и ­
митирую щ ий ф ерм ент. К ак то т , так  и другой  процесс долж ны  
найти отраж ение в кинетике роста м икробной  популяции. 
Р ассм отри м  общ ий случай старения клетки, когда на д и н ам и ­
ку процесса н аклады вается  кинетика неспецифических инак- 
тивационны х процессов, вы зы ваю щ их потерю  репликацион- 
ного п отен ци ала и 'инактивацию  лим ити рую щ его  ф ерм ента. 
Т акого  рода явления м огут и м еть  м есто , наприм ер, при 
«старении» м ем бр ан  клетки, инактивации  энергетических 
процессов.

П ростейш ую  кинетическую схему, описываю щ ую  сущ ность 
таких процессов, м ож но представить в виде

где S — исходный лимитирую щ ий субстрат; S ' — промеж уточ­
ный м етаболит, лимитирую щ ий репликацию; Е —  лим итирую ­
щий фермент; Ек—  ферменты репликативного комплекса; Е,, 
Е- —  инактивированные ф ормы  фермента и репликативного 
комплекса. П редполагается, что инактивационные процессы 
имею т экспоненциальную природу и характеризую тся общ им 
кинетическим парам етром  X.

Кинетику процессов будет описывать система уравнений

1.2.5. Старение клетки в процессе роста

Е

S S '
х

D N A (1.175)
X

d A  D N A (1.176)

« « ( ' )  =  « *  0е  -  

Е (0  =  Е ое " 1‘.

(1.177)

(1.178)

(1.179)
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На начальном этапе развития процесса в режиме постоянства 
концентрации исходного субстрата (S =  S0) и стационарности 
по S ' имеет место соотнош ение

S ' - r T T T 2- с - 180*Л0 ' + о
Соответственно кинетику роста цепи Д Н К  будет описывать 
уравнение

< M D N A _ * „ TE0S0 ,
~ d t  • (1Л81)

Обозначим

(1.182)

Интегрирование (1.181) при условии ? =  О, A D N A = 0  приводит 
к функции

A D N A (/) =  ̂ (1  (1.183)

Ф орм ально схеме (1.175) эквивалентна схема с инактивацией 
только лиш ь репликативного комплекса Ек , если «отток» 
промеж уточного субстрата S' на репликационный процесс 
относительно мал:

s  S '< c
Q^DNA (1.184)

H r --------*■ Е (

ПРИ а к0 ^ а  уравнения, описываю щ ие кинетику, фактически 
эквивалентны уравнениям (1.176)— (1.179), однако вместо м но­
жителя 1/о£я0 в уравнении (1.180) появляется множ итель 1/а, т. е.

Q' _  1 *«aiES0 /t(1Л85>
и соответственно в уравнении (1.181) —  множ итель а к /а :

rfADNA М г п е -
dt V а /

При конечном росте полимерной цепи, соответствую щ ей 
Д н к  клетки, уравнение (1.183) позволяет определить время 
репликационного процесса тк . Если принять, что при t =  т„ 
A D N A  =  B, то  имеем

В =  х ( ' - е ' Н  (1.186)

Из этого уравнения следует

t j t = - | l n f l - — Y  (1.187)
X \  v0
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С о о тветствен н о
In 2 X In 2

In
XB

»o

( 1.1 8 8)

К ак функция начальной концентрации субстрата уравнение 
удельной скорости роста будет иметь вид

Ц =  г  т  (1-189)
In

ХВ
( i+ а д )

При малы х значениях X, когда к,хв
^катЕ \  Sq

1 + - М « :  1, логарифмичес­

кий знаменатель уравнения (1.189) разлагается в быстро 
сходящ ийся ряд, что приводит к функции

Мт-.о — кк (1.190)

Э та функция соответствует уравнению удельной скорости роста 
типа М оно (см. (1.143)].

Внешне функция (1.189) м ало похожа на «классическое» 
уравнение М оно, однако графически эти функции весьма 
близки. Э то создает определенные трудности для дискрими­
нации двух механизмов на основе конкретных эксперимен­
тальных данных. Н а рис. 1.3, а  приведены рассчитанные

Рис. 1.3. Зависимость удельной скорости роста клеточной популяции от 
концентрации субстрата в условиях проявления клеточного старения (а);

те же данные в цветных обратных координатах (б):
Функции рассчитаны  по уравнению  (1.189) при использовании следую щ их п арам ет­
ров: ЛГ,= 1 • 10 1 М; В/Х„т, Е =  0,66 ч Значения X даны  циф рам и на кривых (ч )
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зн а ч е н и я  ц  как функции концентрации субстрата при различных 
значениях константы  скорости инактивации X. Д ля сравнения 
на этом  же рисунке приведена кривая для случая не­
осложненного «старением» роста (кривая с >. =  0). Видно, 
что удельная скорость роста культуры  для случая «старения» 
клетки в процессе роста также «насыщ аема» субстратом:

Л Принципиальное отличие этих двух функций выявляется при 
анализе их поведения в условиях м алы х концентраций субстрата. 
При старении клеток в процессе роста долж на сущ ествовать 
пороговая минимальная концентрация субстрата, ниже которой 
микробный рост невозможен. Из уравнения (1.195) следует условие

Видно, что чем больш е константа скорости инактивации X, 
тем  выше значение SKp.

В м икробиологии часты случаи, когда рост клеток весьма 
чувствителен к концентрации лим итирую щ его субстрата; рост 
культуры полностью  прекращ ается при переходе к низким его 
концентрациям. Развитая кинетическая модель, базирую щ аяся 
на представлении о «старении» клеточных механизм ов в процес­
се роста популяции, мож ет служить основой для объяснения 
феноменов этой группы. Физический смысл критических эффек­
тов заклю чается в том , что при малы х концентрациях субстрата 
репликационный процесс идет настолько медленно, что инакти- 
вационные процессы успеваю т блокировать рост клетки.

О тличить рост культуры со старением от неосложненного 
роста мож но на основе изучения зависимости удельной ско­
рости роста от концентрации исходного субстрата. В случае 
зам етны х эффектов инактивации клю чевых элементов клеточно­
го деления кинетические данные не долж ны  линеаризироваться 
в обратны х координатах (рис. 1.3,6). Возможность дискримина­
ции механизм ов в значительной степени зависит от точности 
эксперимента, в первую очередь от точности определения 
удельных скоростей роста популяции.

Д ля определения кинетических парам етров роста культуры 
из экспериментальных данных мож но воспользоваться прибли-

(1.192)

из которого получаем

(1.193)
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ценны ми уравнениями, основанны ми на разложении в ряд 
логарифмического члена уравнения (1.189). При концентрациях 
субстрата выш е критической разложение в ряд логарифмическо­
го члена уравнения (1.189) и использование первых двух 
членов приводят к уравнению

ц  =  -
1п 2

Х „ ТЕ

К. хв /  к,
+  2 Х , а 1 Е  у  + S 0

(1.194)

Это уравнение справедливо при невысокой степени нелинейнос­
ти экспериментальных данных в координатах 1/р от \ /S 0 . 

Уравнение (1.194) мож ет бы ть записано в форме

1 +
К ,

So

Цт
1 +

X In 2 

2Ц т
1 +

К,
. (1.195)

где рт =
Х „ т Е 1 п 2

В
П ри малы х значениях 1/S0 (больш ие концентрации субстра­

та) мож ет бы ть сделана оценка Ks и рт на основе использования 
асимптотической прямой, описываемой уравнением

1 = ± + *!±. 
В Цт Цт S0 '

(1.196)

Э то  прям ая в координатах 1/р от 1/S0, имею щ ая вид 
касательной к точке 1/|дт . Оценка Ks на основе этой прямой 
позволяет рассчитать функцию Ф при лю бой концентрации 
субстрата:

Ф = 1 + £ . (1.197)

С учетом этого уравнение (1.195) мож ет бы ть трансф орм иро­
вано к виду

1 _  1 + Х1п2 

цф Цт 2ц£ '
(1.198)

▲ В координатах 1/р Ф от Ф экспериментальные данные 
должны бы ть представлены прямой линией, парам етры  которой 
даю т значения рт и X.

1.2.6. Кинетика роста микробной клетки 
с ускорением

П ри создании выше рассмотренны х моделей клеточного 
роста исходили из представления о линейном характере 
репликационного процесса во времени или о его замедлении,
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связанном со «старением» клеточных структур и с потерей 
их функциональной активности. О днако в литературе обсуж­
даю тся возмож ности нелинейного роста клетки и нелинейного 
процесса репликации. Рассм атриваю тся законом ерности экс­
поненциального или квадратичного роста (JI. Н. Д роздов-Т и­
хомиров, А. В. Д ородное, 1984). П редставляет интерес изучение 
кинетических моделей такого рода процессов.

Увеличение скорости репликационного процесса возмож но, 
если скорость последую щ ей репликации зависит от белка, 
«записанного» ранее, т. е. для последующей репликации необхо­
дим  предварительный биосинтез белкового компонента. Рас­
см отрим  несколько моделей такого рода.

ДНК-зависимая стадия конверсии лимитирующего субстрата. 
Кинетическая схема процесса м ож ет быть представлена в виде

s  adn a .
V  1s-<r о-1")

“V ^ N A

Ф ерм ентативная стадия образования промеж уточного м етаб о­
лита мож ет бы ть резко ускорена за счет дополнительного 
биосинтеза ф ермента, а этот биосинтетический процесс, в 
свою  очередь, определяется приростом  Д Н К . Систему 
уравнений, описываю щ их кинетику процесса, мож но пред­
ставить в виде

^ f ^  =  a RS ';  (1 .200)

dA  S' /cA D N A S0 , . c ,

где константа скорости к имеет эффективный характер и вклю ­
чает некую постоянную  начальную  концентрацию  лим ити­
рую щ его фермента. В стационарном  состоянии по промеж уточ­
ному метаболиту (dS '/d t  =  0) имеем

S ' _
ь  -(JC.+S.X. .+ « ) ’ (1 '202)

^ 7 ^ “  — I ^ r A D N A .  (1 .203)
d t <xR +  (x K s +  S0

Видно, что скорость прироста D N A  линейно зависит от
количества реплицированной нуклеиновой кислоты.

ДНК-зависимый репликационнмй процесс. Если скорость 
репликации зависит от белкового компонента, синтез которого 
закодирован в Д Н К , и для норм ального развития процесса 
необходим предварительный синтез одного из компонентов 
репликационного комплекса, то  кинетические закономерности
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процесса будут аналогичны рассмотренны м выше. Д ействи­
тельно,

■  </ADNa  =  ô S' a d n A; (1.204)

?  =  ^ - ( « + « k A D N A ) S ' ,  (1.205)

или (при d S '/d t  =  0)

I  5 , - м з . ) ( ^ а Щ :  < | М 6 >

4ADNA _  at'„ADNAKKalES0
(1.207) 

ает вид

(1.208)

dt (A:s + S0)(a +  a'RADNA)'

При a'flADNA :»  а  уравнение скорости репликации принимает вид

tMDNA _ ^ . alES0 
dt Ks+ S a

т. e. будет соответствовать известному случаю  линейного роста. 
О днако если a ^ a ^ A D N A ,  то

4 A D N A  _  O r  ^ к а г ^ О  Д  (1.209)
dt a  Ks +  S„

т. e. имеет место зависимость скорости прироста D N A  от 
количества A D N A .

Уравнения типа (1.203) и (1.209) представляю т собой урав­
нения с разделяю щ имися переменными и могут быть легко 
проинтегрированы. Эти уравнения можно записать в форме

Л  d A D N A  _  ^  ( s o) A D N A , (1.210)

где A (S0) =  gS° [в случае уравнения (1.209)]
a ^ s-t-S0

и A (S0) =  —̂ [ в  случае уравнения (1.203)]
ое +  ад

Интегрирование (1.210) в предположении, что при / =  0 A D N A  =  
=  A D N A 0, т. е. в начальны й м ом ент времени в системе 
имеется часть репликацированной D N A , приводит к уравнению

j 4 D N A  =  (§  v 21

ADNA0 1 07 К '

Если это условие не выполняется, то  уравнение (1.211) теряет 
смысл и процесс репликации не мож ет идти. Уравнение (1.211) 
показывает, что репликационный процесс протекает экспонен­
циально во времени:
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A D N A (?) =  A D N A 0e'4<so,‘. (1.212)
Н а основе этого уравнения мож но рассчитать время репликации 
т при условии, что при / — т прирост вновь синтезированной 
Д Н К  A D N A  достигает определенного значения, равного 
DNA „, т. е.

1 ,, DNA„ ,, _,
Х ~  П Д DNA0’ (1.213)

и соответственно при использовании связи между временем 
репликации и удельной скоростью  роста популяции можно 
рассчитать удельную скорость роста:

0 .2 ,4 )

П Л DNA0
Видно, что уравнение удельной скорости роста как функция 
концентрации субстрата имеет «классический» гиперболический 
вид, а м аксим альная удельная скорость роста вклю чает в себя 
зависимость от количества «затравки», реплицированной в на­
чальны й м ом ент времени DN A .

ДНК-зависимая как ферментативная, так и репликационная 
стадии. В случае зависимости от A D N A  скорости как фермен­
тативной, так и репликационной стадии система характеризует­
ся квадратичны м характером  уравнения скорости:

(1.215)
D N A

Л

Д ля данной кинетической схемы система уравнений имеет вид 

^ H ^  =  ak S 'A D N A ; (1.216)

|  =  ^ A _ (t( , 4 D N A + a ) s , i ( 1 2 1 7 )

где к имеет тот же смысл, что и в уравнении (1.201).
Соответственно (при dS '/d t  =  0)

S ' — fcSpADNA 918 1
(Ks+ S 0)(oi+<x ' rA D N A )  {  ■ l 6 )

или при a » a l , A D N A

rfADNA_aR A:S0
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Уравнение (1.220) представляет собой дифференциальное урав­
нение с разделяю щ имися переменными и мож ет бы ть проинтег­
рировано. Если обозначить

kS!L. =  A (S0), (1.221)
® ^s + So

то имеем
dA  D N A <L222>

И нтегрирование при использовании начального условия t = 0, 
A D N A  =  A D N A 0 дает уравнение

— !-------------!—  =  H (S 0R  (1.223)
A D N A 0 A D N A , v 0 /  v

где A DN A , — текущее значение A D N A  при времени t.
Количество реплицированной Д Н К  резко увеличивается во 

времени:

A DNA, =  А PNA° . (1.224)
' 1 —A (S0)A D N A 0f

Как следует из этого уравнения, с ростом  t существенно 
увеличивается скорость репликации.

Если принять, что репликация заверш ается за время, 
соответствую щ ее полному синтезу D N A  клетки, т. е. при / =  т, 
A D N A  =  D N A „, с учетом уравнения (1.223) находим

т = ( — !-----------l- ) - L  (1.225)
у А  D N A 0 D N A „y  ^ (S 0)

И Л И

ц =  — = ___jn2^ (s° ) [ (1.226)

A D N A 0 _ DNA„

Если количество «затравки» существенно меньш е общ его

количества, т. е. D N A , и , : »  1 , то
A D N A 0 DNA„

p =  / l(S 0)ln 2 A  D N A 0. (1.227)
У дельная скорость роста зависит по М оно от концентрации 
лимитирую щ его субстрата, а максимальная удельная скорость 
линейно связанц с количеством «затравки»:

pm =  ^ A D N A 0. (1.228)
ос

•  Рассмотренные кинетические модели описываю т феномен 
нелинейного роста клетки или феномен нелинейной репликации. 
Уравнения удельной скорости роста популяции, вытекаю щ ие
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из этих моделей, даю т зависимости скорости роста от 
концентрации лим итирую щ его субстрата. Принципиально важ­
ной особенностью  уравнений нелинейного роста является 
включение в качестве парам етра количества «считанной» Д Н К  
в начальный м ом ент времени A D N A 0. Процесс репликации 
начинает идти с ускорением, если в клетке имеется определен­
ное количество реплицированного наследственного материала.

Таким образом , в данном  разделе рассмотрены  подходы 
к построению  кинетических уравнений роста популяции при 
различных предположениях о молекулярных механизмах кле­
точных процессов. Развиты е подходы  позволят осущ ествить 
переход o r  «микроскопических» представлений о механизмах 
процессов к «макроскопическим» явлениям роста клеточных 
популяций, исследуемым экспериментально.

1.3. П РЕДЕЛЫ  СКО РО СТИ  РОСТА  
КУЛ ЬТУР М И К РО О РГА Н И ЗМ О В

П редставляет интерес анализ числовых значений парам етров 
цт и Ks, входящих в уравнение скорости роста м икроорганиз­
мов. Значение ц,„ характеризует время увеличения популяции 
микроорганизм ов в е раз и м ож ет бы ть сопоставлено со 
временем удвоения каждой клетки:

т1/2 =  0,69/рш. (1.229)
В рам ках всех рассмотренны х моделей парам етр  Ks связан 
с константой М ихаэлиса наиболее медленно работаю щ его 
фермента, осущ ествляю щ его конверсию лим итирую щ его суб­
страта.

А вторам и по литературны м  данны м  был составлен пул 
значений цт и Ks для различны х популяций микроорганизмов. 
Всего бы ло использовано около 50 значений для каж дого из 
парам етров, характеризую щ их рост культур на лим итирую щ ем 
субстрате. Значения цт найденных величин варьировали в диа­
пазоне К Г 2 — К Г 5с ~ \  значения А", в диапазоне 10-2  — 
- К Г 8 М.

Значения парам етров процесса удобно характеризовать фу­
нкцией плотности распределения. Д ля получения представлений 
о распределении величины весь пул найденных значений был 
разбит на группы с приблизительно одинаковы ми значениями 
Ks в пределах одного порядка. Далее было подсчитано число 
значений в каждой группе и полученная величина разделена 
на общее число значений в пуле. Тем сам ы м  найдена 
вероятность обнаружения величин с заданны м  значением 
константы  Ks.

Н а рис. 1.4 приведены полученные значения плотности 
распределения как функции логариф м а значений Ks. К ривая
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распределения близка к н орм аль­
ному логарифмическому распре­
делению. Э та функция дает пред­
ставление о вероятностных значе­
ниях Ks для лю бого м икроорга­
низм а и субстрата, а также по­
зволяет подсчитать вероятность 
нахождения величины в заданном  
интервале значений. И з рисунка 
видно, что с вероятностью  около 
0,5 наугад взятый организм  бу­
дет характеризоваться констан­
той сродства с лим итирую щ им 
субстратом , равной 10“ 5 М . Рис- 1-4. Плотность распределения

▲ Д ля сравнения на ЭТОМ же кинетических характеристик фер- 
^  ' ментативных реакции (А- ,, Км в

рисунке Приведены ПЛОТНОСТИ М) и кинетических параметров рос- 
распределения констант М ихаэ- та микробных популяций (цт , к у ­
лиса для ф ерментативных реак- в с 1)
ций (С. Д. Варфоломеев, С. В. Зайцев, 1982). Видно, что плот­
ности распределения констант М ихаэлиса ферментативных 
процессов и констант сродства субстратов к м икроорганизм ам  
в значительной степени перекрываю тся.

▲ Особый интерес представляет анализ численных значений 
м аксимальны х удельных скоростей роста микроорганизмов. 
Из рис. 1.4 видно, что значения дт леж ат вокруг среднего 
значения цт ср=  10” 4с _ 1 . Таким  образом , среднее значение 
времени удвоения микробных клеток составляет около 2 ч. 
Э то  наиболее вероятное значение для наугад взятой популяции 
м икроорганизмов. В выборке практически отсутствую т м ик­
роорганизм ы , характеризуемые цт выше 10” 2 и ниже 10” 6с - 1 .

Нижний предел скорости роста культур м икроорганизмов 
определяется, по-видимому, м алой жизнеспособностью  популя­
ции клеток, имею щ их относительно низкие скорости роста.

Возникает вопрос: каковы физические механизмы, ограни­
чиваю щ ие верхний предел скорости роста микроорганизмов? 
А бсолю тный предел в скоростях удвоения клеток определяется 
скоростям и синтеза полимерных молекул. Н апример, синтез 
молекулы Д Н К  занимает отрезок времени, превыш аю щ ий 
15 мин. П роиллю стрируем  это просты м расчетом. М олекула 
Д Н К  с М г~ 1 0 7 содерж ит ~ 1 0 5 связей, ферментативно об ра­
зуемых в процессе ее синтеза. К ак известно, наиболее харак­
терные числа оборотов ферментов равны около 102с ” 1 (рис. 
1.4), т. е. одна связь образуется за 10” 2 с. Если для синтеза 
полимера необходимы м является последовательны й рост поли­
мерной цепи, то  этот процесс мож ет заверш иться лиш ь за 103 с.

Т аким  образом , значения максимальны х удельных скоростей 
роста микроорганизм ов, соответствую щ ие значениям 2,0—
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2,5 ч являю тся, по-видимому, абсолю тны м и предельными 
значениями скорости роста клеток м икроорганизмов.

Y B этой главе были рассмотрены  кинетические модели 
роста популяции микроорганизм ов для выявления связи 

ф между удельной скоростью  роста популяции и концент­
рацией лимитирую щ его субстрата. Д ля этих целей может 

быть использовано два подхода. П ервый подход основан на 
представлении о росте микробной популяции как автокаталити- 
ческом процессе, идущ ем с накоплением каталитических цент­
ров, на которы х протекаю т биохимические процессы. Во 
втором  подходе рассчитывается время удвоения клеточного 
м атериала с учетом того, что это время определяется каким- 
либо биохимическим процессом, в частности временем биосин­
теза Д Н К . О ба подхода приводят к функциональной зависи­
мости удельной скорости роста от концентрации лим итиру­
ю щ его субстрата.

Кинетическое моделирование, как всякий модельны й подход, 
позволяет проанализировать различные возмож ны е механизмы  
процесса при последовательном усложнении схемы процесса. 
Так, были рассмотрены  простейш ая схема, схема с равновесным 
«насыщением» клетки субстратом , схема с субстратом , необра­
тим о трансформ ирую щ им ся в клетке. Последние две схемы 
даю т зависимость удельной скорости роста от концентрации 
субстрата типа уравнения М оно. Вообще м ож но записать 
бесчисленное число кинетических схем, решения которых приво­
дят к зависимости удельной скорости роста от концентрации 
субстрата типа уравнения М оно или М ихаэлиса Ментен. 
Н еобходимы м общ им элементом всех этих схем является по 
крайней мере двухстадийность процесса. Таким образом , 
уравнение М оно отражение многостадийности трансф орм а­
ции субстрата, при этом  первая стадия процесса является 
субстрат-зависимой, скорость второй стадии не зависит от 
концентрации субстрата.

П ри анализе кинетических схем весьма полезны упрощенные 
методы  анализа, прежде всего м етод  м алого  парам етра перед 
производной. Э тот подход позволяет получать приближенные 
решения для кинетических схем лю бой  степени сложности. 
В частности, в этой главе рассмотрена кинетическая схема 
с участием п +  1 различных стадий процесса роста, проанализи­
рована схема процесса, основанная на введении в механизм 
роста степени репликации, трансф орм ации и трансляции.

Весьма продуктивным для построения кинетических моделей 
и для их анализа является подход, основанный на расчете 
времени биохимического цикла, лим итирую щ его клеточное 
деление. Рассмотрены кинетические модели, базирую щ иеся на 
предположении, что синтез Д Н К  мож ет представлять лим ити­
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рую щ ую  стадию  клеточного деления. Выведенное уравнение 
для удельной скорости роста показы вает, что эта величина 
определяется концентрацией субстрата, каталитической кон­
стантой скорости действия лим итирую щ его фермента и от­
ношением количеств лим итирую щ его фермента и Д Н К .

Получены уравнения, учитываю щ ие многостадийность тран­
сформации субстрата и многостадийность клеточного развития.

П ринципиально важным и полезным при анализе конкрет­
ных экспериментальных данных является использование кинети­
ческой модели, учитываю щ ей «старение» клетки в процессе 
роста. П редполагается, что «старение» клеточного аппарата 
выраж ается в инактивации клеточных ферментных систем. 
Уравнение для удельной скорости роста функционально м ало 
похоже на «классическое» уравнение М оно, однако графически 
весьма к нему близко. Важный вы вод состоит в том , что 
в системах со «старением» долж ны  иметь место критические 
явления при низких концентрациях субстрата. Рост культуры 
мож ет проходить только при концентрации субстрата выше 
критического порога. У казанием на то, что рост исследуемой 
культуры клеток протекает в рам ках механизма, отраж аю щ его 
«старение» клеток в процессе роста, мож ет служить нелиней­
ность зависимости скорости роста от концентрации субстрата 
в обратных координатах. С корость роста резко падает при 
низких концентрациях субстрата, соответственно в обратных 
координатах 1/ц резко возрастает.

Исследованы также модели роста, в которы х скорость 
деления клеток зависит и от ф актора роста, предварительный 
синтез последнего необходим для роста клеточной популяции. 
Э то так назы ваемы е модели роста микробной клетки с ускоре­
нием. О собенностью  роста в этих условиях является включение 
в качестве парам етра в уравнение роста количества пред­
варительно «считанной» Д Н К . В отсутствие такого предва­
рительного процесса, т. е. внеклеточного или внутриклеточного 
ф актора роста, рост популяции вообщ е протекать не может.

Важными представляю тся оценки «типичных» значений 
кинетических парам етров микробиологического роста — значе­
ний м аксимальной удельной скорости роста и константы 
сродства к субстратам . Значения Ks для микробного роста 
по своему распределению  весьма близки к константам  М иха- 
элиса ферментативных реакций. Типичное значение 
цт =  10~4 с , т. е. среднее значение времени удвоения м икроб­
ных клеток составляет около 2 ч.
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Г Л А В А  2

Э К С П О Н Е Н Ц И А Л Ь Н А Я  ФАЗА 
РО С ТА  К У Л Ь Т У Р  М И К Р О О Р Г А Н И ЗМ О В

В условиях постоянства концентраций субстратов и других 
компонентов, необходимых для роста микроорганизм ов, про­
цесс увеличения числа клеток имеет автокаталитический харак­
тер. Основные закономерности роста популяций в этом  режиме 
рассмотрены  в гл. I. А втокаталитическая природа процесса 
означает, что скорость накопления микробной биомассы  (ско­
рость накопления клеток) прямо пропорциональна числу клеток 
в системе. К оличество биомассы  мож ет вы раж аться в различ­
ных единицах (в r /л , в числе клеток в единице объема и др.). 
Рассмотрим  законом ерности развития микробных популяций 
в экспоненциальной фазе роста.

2.1 О П РЕД ЕЛ ЕН И Е П АРАМ ЕТРО В РОСТА КУЛЬТУРЫ

Уравнение скорости роста при постоянстве концентрации 
субстрата представляет собой дифференциальное уравнение 
первого порядка с разделяю щ имися переменными и мож ет 
быть легко проинтегрировано:

где N 0 —  количество биомассы, число клеток в начальный 
момент времени. В полулогарифмических координатах это 
уравнение имеет вид

В качестве экспериментального примера мож но рассмотреть 
данные, приведенные на рис. 2.1, о, на котором  представлена 
динам ика изменения числа клеток в процессе роста метанобра- 
зую щ ей бактерии Methanolobus tindaris. Видно, что число клеток 
экспоненциально увеличивается во времени. Д анные рис. 2.1, а 
достаточно хорош о линеаризую тся в координатах уравнения 
(2.2) в течение первых 20 ч процесса. Значение ц, найденное из 
линейного участка кривой рис. 2 .1 ,6 , равно 0,28 ч ’ 1.

М ожно предлож ить и другую  процедуру определения р. 
Э то  так назы ваемы й разностный метод анализа. Исходя из 
уравнения (2.2) в данный, конкретный, мом ент времени г; 
справедливо равенство

M (f) =  N 0e M', (2.1)

lnM (/) =  ln N 0 +  p/. (2 .2)

lnM ; =  ln N 0 +  p /;, (2.3)
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во время, соответствую щ ее 
периоду tj,

InMj— lnNo +  pf;. (2.4)

Если вычесть уравнение
(2.4) из (2.3), то  получаем

(2.5)

Таким  образом , если из­
образить графически урав­
нение (2.5) в коэффициентах 
1п(М,-/М;); (/,- — tj) при усло­
вии, что кинетика процесса

Рис. 2.1. Кривая роста культуры М. tinda- 
ris на среде с метанолом при 37° С, 
pH 7,0 (а); те же данные в полулогариф­
мических координатах (6 ) (К. О. Stetter, 

G. Caad, 1983)

описывается экспоненциальной функцией (2.1), то  можно по­
лучить прямую , тангенс угла наклона которой дает значение 
удельной скорости роста р. Более подробно и в более общем 
виде разностны й м етод анализируется в гл. 3.

Важным экспериментальным ф актом, обнаруженным и ис­
следованным на больш ом  числе примеров, является зависи­
м ость удельной скорости роста м икроорганизмов от концентра­
ции субстрата, количество которого лим итирует скорость роста 
культур микроорганизм а (1.3).

Уравнение (1.3) отраж ает участие лимитирую щ его фермента 
в росте микробной популяции. П оэтому при анализе развития 
микробных культур в условиях экспоненциальной фазы роста 
применим достаточно хорош о разработанны й набор методов 
для описания стационарной кинетики ферментативных реакций 
(М. Диксон, Э. Уэбб, 1966; И. В. Березин, С. Д. Варфоломеев, 
1979; С. Д. Варфоломеев, С. В. Зайцев, 1982).

М етоды  анализа зависимости удельной скорости роста 
м икроорганизм ов от концентрации субстрата рассмотрим  на 
примере роста метанообразую щ ей бактерии Methanobacterium 
thermoautotrophicum. Известно, что эта бактерия развивается 
на минеральной среде в атмосфере молекулярного водорода 
и диоксида углерода, причем последний является единственным 
источником углерода. Зависимость удельной скорости роста 
р от концентрации каждого из газов при фиксированной 
концентрации другого газа приведена на рис. 2.2 и 2.3. Как 
видно из рисунка, р по гиперболическому закону зависит от 
концентрации Н 2 и от концентрации С 0 2 во входящ ем газе. 
П о аналогии с уравнением М ихаэлиса —  М ентен для кинетики 
ферментативных реакций рт и Ks м огут бы ть определены на 
основе линеаризации уравнения (1.3):

1 1  Ks 1 

й йт йт S  '
(2.6)
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Н2 в газовой фазе,%

Рис. 2.2. Зависимость удельной 
скорости роста М. thermoautotrophi- 
сит от концентрации Н 2 во входя­
щем газе (а); (pH 7,0, 65° С, 20% 
С 0 2), те же данные в двойных 

обратных координатах (б)

Л '
1

0,5 ~

1 0,0
а

0,5 /

/ > , 1м

/  50,2

/  3

■ 0,1 - /  y i

0,1 0,2 1/С02
-J-------- 1_____ 1_____ I_____ L—

О 5 10 15 20 25
С02 в газовой фазе, %

Рис. 2.3. Зависимость удельной 
скорости роста М. thermoautotrophi- 
сит от концентрации С 0 2 во вхо­
дящем газе (pH 7,0, 6 5 1 С, 80% 
Н 2); те же данные в двойных 
обратных координатах (б) 

(P. Schonheit et. al., 1980)

l .

И з данных рис. 2.2,6  и 2 3 , 6  были найдены следующие 
значения парам етров: ц “ 2 = 0 ,4 9 ч -1 ; .£ “ 2 = 2 0 %  (значения м ак­
симальной удельной скорости роста и константы  сродства, 
найденные при вариации концентрации водорода и при посто 
янной концентрации С 0 2, равной 20% ); ц „ ° 2 = 0 ,6 1 ч
£ j r 0 2 =  l l%  (значения м аксимальной удельной скорости роста 
и константы  сродства, найденные при вариации С 0 2 и посто­
янной концентрации водорода, равной 80% ).

К роме анам орф озы  (2.6) линеаризацию  мож но проводить 
также и другими способами, например, используя уравнения:

S _ K ,  S . 

Ц Цт Цт’ 

Ц =  Ц т _ ^
s  к , к '

(2.7)

(2 .8) 

(2.9)

Н а рис. 2.4 приведены прямы е, соответствую щ ие линеариза­
ции данных рис. 2.2, а в координатах уравнений (2.7) и (2.8).

С огласно анализу, проведенному Э. К орниш -Боуден (1979), 
наименее удовлетворительны е результаты  дает наиболее рас­
пространенная модификация уравнения (1 .3)- - м е т о д  двойных
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Рис. 2.4. Данные рис. 2.2, а в координатах уравнений (2.8) и (2.9)

обратны х координат (2.6). Графическое представление результа­
тов с использованием этого м етода не дает почти никакой 
визуальной информации о статистической ошибке. Э та ош ибка 
лучше всего визуализируется при использовании координат 
S'/д  от S  [уравнение (2.8)].

В принципе для определения парам етров цт и Ss достаточно 
двух измерений удельной скорости роста д,- и д;- при двух 
различаю щ ихся концентрациях субстрата S ( и Sy.

К = -
P j / S j - H f / S . - ’ 

S . - S ,

(2.10)

(2 . 11)
- S j l V j

В силу сущ ествующих реальных статистических ош ибок в опре­
делении скоростей и концентраций компонентов обычно про­
водят 5 — 10 измерений скорости при концентрациях субстрата, 
соизмеримых с Ks. Д ля каждой пары  измерений можно 
вычислить значения дт и Ks и затем  провести статистическую 
обработку результатов, определив среднее значение и средне­
квадратичное отклонение парам етра от среднего значения.

Д ля графического определения дт и Ks и визуального 
нахождения ошибки удобно воспользоваться м етодом  К ор­
ниш -Боуден. И з уравнения (1.3) следует уравнение связи между 
п арам етрам и дт и К у

В , , =  Ц  +  § * . - (2 .12)

В координатах дт от K s эта зависимость долж на быть 
представлена прямой с тангенсом угла наклона д /51 и отрезком  
д. Т аким  образом , для лю бой  пары  экспериментально изм е­
ряемых переменных д и i  значения дт и Ks леж ат на этой
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прямой, а точка пересе­
чения прямых в коор­
динатах р от — S, если 
таковая существует, 
дает значения цш и Ks.

Преимущ ество это ­
го м етода связано 
с тем , что при опре­
делении парам етров 
нет необходимости в 
предварительной обра­
ботке и пересчете эк­
спериментальных дан­
ных. Важным предста­
вляется хорош ая визу­
ализация статистичес­
кой ошибки в опреде- 

кП лении рт и Ks.
Н а рис. 2.5 приве- 

Рис. 2.5. Данные рис. 2.2, а в координатах Кор- дены данные скорости
ниш — Боуден роста М. thermoauto-

trophicum в координатах р( — S).  П рямы е пересекаются в одной 
точке, координаты  точек пересечения д аю т значения рт и Ks.

В настоящ ее время графические модификации уравнения 
М ихаэлиса —  М ентен, как и уравнения М оно, применяю т для 
визуальной иллю страции соответствия экспериментальных дан­
ных гиперболической зависимости (1.3). Д ля численного опреде­
ления цш и Ks чаще использую т методы статистической обработки 
результатов и ЭВМ , даю щ ие помимо числовых значений 
парам етров достоверные сведения о статистических ошибках.

2.2. М НО ГО СУБСТРАТН Ы Е М И К РО БН Ы Е ПРОЦЕССЫ

П о своей природе микробный процесс обычно м ного­
субстратен. Например, аэробны й процесс дыхания идет с осу­
ществлением следую щ его превращ ения углерода:

С 6Н 120 б +  6 0 2 -> 6 Н 20  +  6 С 0 2 (2.13)

А наэробные м икроорганизмы , как правило, также использую т 
в качестве субстратов слабые восстановитель и окислитель. 
Н апример, обсуждаемая выш е сум м арная реакция с участием 
М. thermoautotrophicum м ож ет бы ть записана в виде

4 Н 2 +  С 0 2 —> С Н 4 +  2 Н 20  (2.14)

В данном  случае водород и диоксид углерода выступаю т 
в качестве равноправны х субстратов м икроорганизм а. Д ля
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фототрофны х микроорганизм ов типа микроводорослей и ци­
анобактерий сум марное уравнение ассимиляции С 0 2 имеет вид

С 0 2 +  Н 20 - ^ ( С Н 20 )  +  0 2 (2.15)

где (С Н 2 О) — условное обозначение образую щ ихся веществ 
в клетке. В данном  случае микробный процесс трехсубстратен, 
при этом  в качестве одного из субстратов выступает свет.

Рост м икроорганизм а мож ет представлять собой и псевдо- 
односубстратный процесс, если один из компонентов находится 
в больш ом  избытке или поддерживается постоянным в процессе 
развития популяции. Например, больш ая группа анаэробных 
м икроорганизм ов для получения энергии использует конверсию 
углеводов по пути Э мбдена М ейергофа, химическое уравнение 
которого в одном  из вариантов вы глядит следую щ им образом :

С 6Н 120 6 +  Н 20  -> 2 С 0 2 +  2 Н 2 +  С 2Н 50 Н  +  С Н 3С 0 0 Н
(2.16)

Здесь за счет больш ого избы тка воды процесс имеет псевдо- 
односубстратный характер.

Реакции (2.13)— (2.16), протекаю щ ие с расходом основных 
субстратов и накоплением конечных продуктов ферментации, 
мож но назвать базовыми химическими реакциями микробного 
процесса. К аж дая группа микроорганизм ов мож ет быть охарак­
теризована своей собственной базовой химической реакцией.

Рассмотрим  законом ерности роста микроорганизм ов в экс­
поненциальной фазе с учетом многосубстратности микроби­
ологического роста.

2.3. ПРОСТЕЙШ ИЕ к и н е т и ч е с к и е  с х е м ы

Из ф ерментативного катализа известны две принципиально 
различные простейшие кинетические схемы, проводящ ие к диск­
риминируем ы м зависимостям  скорости процесса от концен­
траций двух субстратов. С учетом автокаталигического про­
цесса м икробного роста эти две схемы м огут бы ть пред­
ставлены в таком  виде:

S2

S 1 +  N ? ± S 1N ?± S 1S2N -> 2 N - |-P  (2.17)

(2.18)
Sj +  N ^ S j N ^ X  +  Pj  j  
S2 +  X +± S2X —>2N +  PJ

М еханизм (2.17) вклю чает две обратим ы е равновесные 
стадии присоединения субстратов (механизм тройного комплек­
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са), в механизме (2.18) стадии присоединения субстратов 
разделены  по крайней мере одной необратим ой стадией. 
В терминах механизм ов ферментативной кинетики группа 
механизмов типа (2.18) получила название пинг-понг-меха- 
низмов.

Д ве различны е кинетические схемы приводят к двум
различаю щ имся зависимостям  скорости роста от концентрации 
субстратов. Д ля механизмов группы (2.18) (пинг-понг-меха­
низмы) характерна следую щ ая зависимость от концентрации 
субстратов:

l + t f ,  /S l +  K 2 / s 2’ ( 2 Л 9 )

где Ki  и К2 — эффективные константы  сродства м икроор­
ганизма к субстратам  Sj и S2.

Д ля механизмов группы (2.17) (в одном  из вариантов) 
уравнение удельной скорости роста мож ет быть записано в виде

и  — --------------- ^ --------------- . ( 2 .2 0 )
^  i + * 2/ s 2+ k 1k 2/ s 1s 2 у J

П ринципиальное различие уравнений (2.19) и (2.20) в той
форме, в которой они записаны, заклю чается в том , что
уравнение (2.20) содержит член, представляю щ ий собой произ­
ведение S, S2 (механизм с мультиплицирую щ ими субстратами). 
Э го  позволяет из зависимостей удельных скоростей роста от 
концентрации субстратов отличить механизм  (2.17) от механи­
зм а (2.18). Д ля дискриминации механизм ов необходимо ис­
следовать зависимости удельной скорости роста от концентра­
ции одного субстрата при постоянной концентрации другого 
субстрата, варьируя от серии к серии экспериментов концен­
трацию  последнего.

▲ П ри анализе экспериментальных данных в соответствии 
с м етодами, развиты м и для многосубстратны х ферментативных 
реакций (С. Д . Варфоломеев, С. В. Зайцев, 1982), удобно исполь­
зовать один из двух подходов.

1. В обратны х координатах для механизм ов групп пинг- 
понг-зависимости (немультиплицирующие субстраты) скорости 
от концентрации субстрата будут представлены серией п арал­
лельных, непересекающихся, прямы х (рис. 2.6). Д ля механизмов 
с тройны м  комплексом (мультиплицирующие субстраты), урав­
нения скорости которы х вклю чаю т произведение переменных 
S jS 2 в обратны х координатах, экспериментальные данные 
долж ны линеаризоваться, что приводит к серии пересекающихся 
прямы х (рис. 2.7).

2. В некоторых случаях возмож но провести эксперимент 
с определением ц ^ ,  ц ^ ,  K l ц К где ц ^ ,  К* i — м аксим альная

58



4S, 1/st
Рис. 2.6. Зависимости удельной скорости роста микроорганизмов 
от концентрации субстратов (S, и S2) в обратных координатах для 

группы пинг-понг-механизмов

удельная скорость роста и константа сродства, найденные по 
субстрату Sj при каком -то фиксированном значении концен­
трации субстрата S2; К р —  максимальная удельная ско­
рость роста и константа сродства, найденные по субстрату 
S2 при фиксированном значении S2. М еханизмы (2.17) и (2.18) 
различаю тся по зависимости ц ^ ,  К от S2; K sp  от S ,. 
Так, для группы механизмов с немультиплицирую щ ими суб­
стратам и (группа пинг-понг-механизмов) из уравнения (2.19) 
следует:

<2'21)

(2'22)
Видно, что зависимости от S2, от S l 5  ATfi от S2, 
K ssz от Sj имею т гиперболический характер и долж ны  лине­
аризоваться в обратных координатах, при этом  значение 
(г,,/ / K s„i не долж но зависеть от концентрации второго субстрата 
(рис. 2 .8 ).

Рис. 2.7. Зависимость удельной скорости роста микроорганизмов от концент­
рации субстратов (Si и S2) в обратных координатах для механизмов 

с мультиплицирующими субстратами
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1/st Щ

Рис. 2.8. Зависимости параметров ц„,‘ и К 5\  найденные при вариации 
субстрата S 1( от концентрации второго субстрата S2 для групп пинг-понг

механизмов

Д ля механизмов с равновесным тройны м  комплексом [схема
(2.17), (2.20)] вид зависимостей от  S2, K b  от S2, от 
S x и K s 2 от Sj соверш енно другой следующий:

•  На рис. 2.9 и 2.10 приведены зависимости p ^ ( S 2); A ^i(S 2), 
N / ^ s 1; М-Sr(S j); K b (S,); \ i b / K b -  Сопоставление эксперимен-

Рис. 2.9. Зависимость кинетических параметров pi*1 и А:*', найденных 
при вариации субстрата S l5 от концентрации второго субстрата S2 для 

механизма с мультиплицирующими субстратами

(2.23)

(2.24)

V
1/St
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Рис. 2.10. Зависимость кинетических параметров ц*2 и К*2, найденных 
при вариации субстрата S2, от концентрации первого субстрата S, для 

механизма с мультиплицирующими субстратами

тальных данных с теоретическими, представленными на рис. 
2 .6 — 2 . 1 0 , позволяет определить, к какой кинетической группе 
относится то т  или иной микробный процесс.

2.4. ОБОБЩ ЕННАЯ М ОДЕЛ Ь  
М Н О ГО СУ БСТРАТН О ГО  М И К РО БН О ГО  ПРОЦЕССА

М ногосубстратную  кинетику микробного роста в экспонен­
циальной фазе мож но рассм отреть и в более общ ем виде, 
воспользовавш ись теорией многосубстратны х ферментативных 
реакций (П. В. Вржещ, С. Д. Варфоломеев, 1985).

Схему микробиологического превращ ения субстратов роста 
представим в следую щ ем виде:

*1 “ 2 «, «j
X , Х 2 ... X, ... Xj * ± ... ^ х п 4 х „  (2.25) 

Pi I», Pj
где X, м огут иметь смысл различных состояний ферментов, 
осущ ествляю щ их трансф орм ацию  лимитирую щ их субстратов; 
а  и Р —  константы  скорости процессов взаимопревращ ений 
форм X,-. К онстанты  <Х ;(1^г^«) могут отраж ать как процесс 
м ономолекулярного превращения промеж уточной формы  X, 
в Х 1 + 1 (в этом  случае а , =  где к \  —  константа скорости 
реакции первого порядка), так и процесс взаимодействия 
ф ормы  X с молекулой субстрата S (в этом  случае а, =  /с" [S], 
где к " —  константа скорости реакции второго порядка). Все 
парам етры  а  полож ительны.

Рассм отрим  процессы в экспоненциальной фазе роста, когда 
концентрации продуктов ферментации м алы  и ими можно
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пренебречь. Соответственно парам етры  Р* ( 1  — 1) являю тся
константами скорости реакции первого порядка, некоторые 
из них м огут быть равны нулю. П ри условии р„ =  0 не 
снижается общ ность схемы (2.25), так как лю бая стадия роста, 
сопровож даю щ аяся образованием  молекулы  продукта, долж на 
иметь необратимы й характер. П риписав этой необратимой 
стадии индекс п, получим схему (2.25).

Использование методов расчета стационарной скорости 
ферментативных реакций, разработанных на основе теории графов, 
позволяет записать выражение для удельной скорости роста:

П
Л  И =  а „ А /  X  А ,  (2.26)

где A ( 1 sA*S«) —  ба'зовый определитель промежуточной формы 
Х ;. Выразив все базовые определители через парам етры  а  и (3, 
преобразуем  уравнение (2.26) к виду

п  п

Ц =  а 1 а 2 ••• а п/ X  X  bij> (2-27)
i = l j= l

где
btj= a t a 2  . . .o t j - iP i f t+ i ... p ,- !  • la J+1 ...a„ ( i< j) ;  
biJ =  a 1a 2 ...oii- r l a i+ 1 ...oin (i = j ), bu =  0  ( i> j ) .

Уравнение (2.27) мож но записать в следующей удобной 
для анализа форме:

1 /ц =  X  X  (2-28)
t = i j = 1

где
аи =  Р, Р.- + 1 • • • Р; - 1 / К  a .-+ 1 • • • olj) (i < /) ,  au =  1 /a , (i = ;) .

▲ О тметим  основные свойства уравнения (2.28).
Свойство 1. Уравнение (2.28) имеет гиперболический характер 

относительно парам етра a, ( 1  < /< « ) :

1/р =  С 0  +  С ,/а „  (2.29)

где С0 и С ,—^строго полож ительные коэффициенты.
Д ействительно, каждый член суммы в правой части уравнения

(2.28) содержит парам етр а, только в степени минус единица или 
нуль; Со > 0 , так как лю бой из членов вида й, =  l / a (( / # / j  
положителен и не содержит а,; С; > 0, так как сум ма в правой 
части уравнения (2.28) содерж ит ненулевой член аи=  1 /а,.

Свойство 2. Уравнение (2.28) содерж ит произведение — X
\ a ,“m (1 тогда и только тогда, когда в схеме (2.25) все

стадии взаимопревращ ений между форм ам и X, и Хт обратим ы ,
т. е. Рьт^О для всех l ^ k ^ m — 1 .
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Действительно, если ( 3 ^ 0  для всех I ^ к  ^ т  — 1, то  уравнение
(2.28) содерж ит произведение ( 1 / а , ) ( 1 /а т ), так как в него входит 
ненулевой член а (т =  Р,Р, + 1 ... Рт - 1 /(<х,а1 + 1 ... ат). И, наоборот, 
все члены суммы в правой части уравнения (2.28), содержащ ие 
произведение ( 1 / а , ) ( 1 /а т ), содерж ат и произведение j3 ; p/+ 1 ... 
.. .p m- i .  Если произведение (1 /а ,)(1 /ат ) входит в уравнение
(2.28), то  это означает, что Р,|3; + 1 ... Рт (# 0  или (3*^0 для всех

к ^ т — 1 .
С в о й с т в о  3. Уравнение (2.28) не содерж ит произведения 

П /а ,)(1 /ат ) тогда и только тогда, когда в схеме (2.25) между 
ф орм ам и X, и Хт есть по меньшей мере одна необратимая 
стадия, т. е. найдется l ^ k ^ m - 1 такое, что Р ^ О .  Д оказа­
тельство свойства 3 аналогично доказательству свойства 2 .

Д ля систематизации дальнейш их выкладок введем опреде­
ление скалярной связности форм  X.

Промежуточны е формы  X, и Х т связаны [их скалярная 
связность (/, т ) равна единице], если в механизме роста 
м икроорганизм а найдется участок, соединяю щ ий эти формы 
и состоящ ий из обратимы х стадий взаимопревращ ений. В про­
тивном случае X, и Х т не связаны [(/, /и) =  0], т. е. Pt =  0 
для всех l ^ k ^ m — 1 .

С учетом введенного понятия скалярной связности и свойств 
1— 3 уравнение (2.28) относительно а, и а т будет иметь вид

~ =  С0 +  С1/а, +  Ст/а.т +  (1, т )С 1т/(а ,а т ). (2.30)
И

Аналогично, эти рассуждения мож но продолж ить для трех 
и больш его числа парам етров а.

•  С делаем  теперь выводы относительно характера зависи­
мости удельной скорости роста от концентрации субстратов.

1. Если субстрат принимает участие в реакции (2.25) один 
раз, т. е. взаимодействует только с одной формой Х ,( 1 < / ^ и ) ,  
то  в уравнение (2.25) концентрация субстрата входит только 
вместе с а,. П одставляя равенство a, =  A:J'S в уравнение (2.30), 
получим

^ d o  +  d J l S ] ,  (2.31)

где d0 =  С0 > 0 , й?1 =  С ,/^ [>  0 .
2. Если в реакции (2.25) принимаю т участие субстраты

и S2, причем S t взаимодействует только с одной промеж уточ­
ной ф ормой X,, S 2 взаимодействует только с промеж уточной 
ф ормой Хт , то  уравнение (2.30) относительно [S, ] и [S2 ] 
имеет вид

l/ji =  rf0  +  rf1 / [S I ] +  rf2 /[S 2 ] +  (/, m ) d 1<2 l{[S\ ] [S 2 ])• (2.32)
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Таким  образом , скалярная связность промеж уточных ф орм  X, 
с которы ми взаимодействую т субстраты  S, и S2 в механизме 
реакций (2.25), является критерием вида зависимости удельной 
скорости роста микроорганизма от концентрации этих субстратов. 
График зависимости р от концентрации одного из субстратов 
в двойных обратны х координатах при различных фиксированных 
концентрациях другого субстрата представляет собой: а) веер 
прямых, пересекающихся в одной точке во втором  или третьем  
квадранте, в случае связных форм (см. рис. 2 .7 , я; б) серию 
параллельны х прямых в случае несвязных форм (см. рис. 2 .6 ).

Взаимная однозначность в свойствах 2 и 3 позволяет 
сделать обратное утверждение: параллельность прямых в двой­
ных обратны х координатах свидетельствует о том , что в ме­
ханизме м ногосубстратного роста м икроорганизм а субстраты  
Sj и S2 взаимодействую т с несвязными промеж уточными 
форм ам и X, наличие точки пересечения свидетельствует о том , 
что в механизме процесса субстраты  взаимодействую т со 
связными промеж уточными ф орм ам и X.

3. С убстрат S мож ет принимать участие в процессе (2.25) 
два раза, реагируя с промеж уточными ф орм ам и X, и X 
П одставляя в уравнение (2.32) равенство [S 2 ] = [S 2 ] = [SJ, 
получим

1/й =  ̂ о +  ( ^ 1  + ^ г ) / И  +  (Л m )d l2 / [S ] 2. (2.33)

В двойных обратны х координатах зависимость (2.33) будет 
линейной только в том  случае, если промежуточные формы 
X, и Х т несвязны [(/, т) =  0]. В противном  случае [когда (/, 
т )=  1 ] зависимость (2.3з) не гиперболична и в двойных 
обратны х координатах представляет собой параболу. К вад­
ратичная зависимость 1/р от S не будет экспериментально 
проявляться, если между точками ввода субстрата имеется 
хотя бы одна необратим ая стадия.

2.5. М НО ГО СУБСТРАТН ОСТЬ В КИН ЕТИ КЕ РОСТА М . T H E R M O A U T O -
T R O P H 1 C U M

Специфика роста м икроорганизм ов с точки зрения много- 
субстратности заклю чается в том , что субстраты  акцептирую тся 
и конвертирую тся различны ми ферментны ми системами. При 
этом  весьма вероятно наличие хотя бы одной существенно 
необратимой стадии между точками ввода субстратов в ка­
талитический цикл. Э то  делает случай с несвязными ф орм ам и 
ферментов (случай пинг-понг-механизма) наиболее вероятны м 
в кинетике роста микробных популяций. М ожно полагать, 
что зависимости типа представленных на рис. 2 .6 , 2 . 8  долж ны 
быть наиболее характерны ми при анализе кинетики роста
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микробных популяций по различны м субстратам . С оответст­
венно при описании кинетики роста культур м икроорганизмов 
справедливы уравнения (2.19), (2.21), (2.22).

Д ля иллю страции закономерностей роста м икроорганизмов 
в двухсубстратном режиме воспользуемся данны ми по кинетике 
роста культуры М. thermoautotrophicum при использовании С 0 2 

и Н 2. Зависимость удельной скорости роста этой бактерии 
от концентрации каждого из субстратов при фиксированной 
концентрации другого приведены на рис. 2.2 и 2.3. О бразование 
метана бактериями, в том  числе М. thermoautotrophicum, можно 
представить следую щ им образом .

\Н , \Н, \На , Hj
COj + Х-Н-Х-СООН — Х-СНО ̂ - Х - С Н 2ОН х-сн3 -^>сн4 + х-н 

н,о н,0 (2.34)
где X —  ряд коферментов метаногенеза.

Видно, что водород как субстрат используется четыре раза 
в реакциях восстановления С 0 2 до С Н 4. В двойных обратных 
координатах экспериментальная зависимость 1 /р  от 1 /Н  2 

представляет собой прямую  (см. рис. 2.2). Э то говорит о том , 
что все четыре акта активации водорода производятся несвяз­
ными ф орм ам и ферментов, другими словами, стадии ввода 
четырех молекул водорода в каталитический цикл разделены 
дополнительны ми необратимы ми химическими реакциями, что 
согласуется со схемой (2.34). Если бы в механизме процесса 
имело место последовательное равновесное присоединения хотя 
бы двух молекул водорода типа

. . . ? ± Х ^ Х Н 2 <=>Х(Н2)2<=>... (2.35)

то уравнение скорости роста долж но бы ло бы содерж ать 
член [Н 2] 2 и кинетические данные не долж ны  были бы 
линеаризоваться в обратны х координатах в соответствии 
с уравнением смеш анного нулевого и первого порядка. При 
последовательном присоединении четырех молекул водорода 
уравнение скорости имело бы четвертый порядок по водороду.

Стадии ввода в реакцию  водорода и С 0 2 в соответствии 
со схемой (2.34) также разделены необратимы ми химическими 
трансф орм ациями. Э то указывает на то, что кинетические 
закономерности роста долж ны  иметь характер, соответствую ­
щий пинг-понг-механизму.

И спользование уравнений, характерных для кинетики роста 
с несвязными ф орм ам и фермента (уравнение пинг-понг-механиз- 
ма), позволяет из значений ц ^ ,  К *ц K ss 2 получить истинные 
значения констант парам етров роста популяции.

Из экспериментальных данных, представленных на рис. 2.2 
и 2.3, определены парам етры  роста бактерии по каж дому из 
субстратов при заданной постоянной концентрации второго
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субстрата, т. е. вычислены парам етры  кинетики роста при
вариации концентрации водорода Цт2 и (эти величины
зависят от концентрации С 0 2), р с ° 2 и К с ° 2 (эти величины 
найдены при вариации концентрации С 0 2 и зависят от
концентрации водорода). Из уравнений (2.19) —  (2.20) для роста 
культуры М. thermoautotrophicum следует:

к _  к"р(1+к™2/ с о 2) .
1 - i - (* W H a)(K°“v c o 2)’ 1 ;

^ ( 1 + ^ / Н 2) ,
2 _  1 — (а:"2 /н 2)(л:с° 2/ с о 2)’ 

р т =  р » 2 (1 + Х с° 2 / С 0 2); (2.38)
цт =  Р™ 2 (1 + Х н5 2 / Н 2). (2.39)

И спользование экспериментально найденных парам етров 
р “ 2, р с° 2, X ” 2, K cos* позволяет по уравнениям (2.36) —  (2.39) 
определить следую щие значения истинных парам етров роста; 
А-, =  35,9% (сродство бактерий к водороду); Х 2 =  15,9% (срод­
ство бактерии к С 0 2). Значения р т , рассчитанные по уравнени­
ям (2.38) и (2.39), совпадаю т и равны 0,88 ч -1 . Э то м аксим аль­
ная удельная скорость роста, которую  долж на иметь популяция 
М. thermoautotrophicum при бесконечно больш их концентрациях 
молекулярного водорода и диоксида углерода.

2.6. И Н ГИ Б И РО ВА Н И Е И АКТИВАЦИЯ  
РОСТА М И К РО О РГА Н И ЗМ О В

Ингибирование или активация роста популяции м икроорга­
н и зм о в—  ш ироко распространенное явление, в больш ом  числе 
случаев определяю щ ее скорость развития культуры (И. Л. Ра- 
ботнова, И. Н. П озм огова, 1973).

Существует две основные классификации ингибиторов роста 
м икроорганизмов: 1 ) по «мишени», на которую  действует то 
или иное вещество; 2 ) по кинетическому механизму действия.

А В рамках первой классификации мож но выделить следую ­
щие типы воздействия.

1. Ингибиторы, действующие на ДНК.  Х арактерны й при­
м е р —  налидиксовая кислота, ингибирую щ ая синтез Д Н К  
у Escherichia coli, Bacillus subtilis, Hypomicrobium neptunium 
и других бактерий.

2. Ингибиторы, действующие на РНК. И нгибитор, например 
актиномицин D, разобщ ает процесс транскрипции —  образова­
ние РН К  на матрице Д Н К .

3. Ингибиторы синтеза белка, например хлорамфеникол, 
левомицетин, эритромицин, тетрациклин, подавляю т процессы 
образования пептидных связей, что очень часто приводит
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к значительному накоплению  м икроорганизм ам и свободных 
аминокислот.

4. Ингибиторы синтеза полимеров бактериальной клеточной 
стенки —  муреина и тейхоевых кислот. Наиболее изучено 
действие Р-лактамных антибиотиков, в особенности пенициллина.

5. Мембраноактивные вещества. Действие этих ингибиторов 
связано с повреждением цитоплазматической мембраны  и на­
рушением ее проницаемости. К таким  вещ ествам относятся 
детергенты, органические растворители (толуол, хлороформ), 
спирты, фенолы, четвертичные ам мониевы е основания, полипеп- 
тидные и полиеновые антибиотики.

6 . Ингибиторы энергетических процессов. Специфическим 
ингибитором  энергетических процессов является 2,4-динитро­
ф ен ол—  разобщ итель окислительного фосфорилирования. Он 
проводит протоны  через мембрану и изменяет градиент pH , 
при этом  рост микроорганизм ов ингибируется.

7. Ингибиторы лимитирующего фермента. К ак известно, 
ферменты весьма «чувствительны» к различны м соединениям, 
блокирую щ им функционально важные группы активного центра 
(Э. Уэбб, 1969). В микробиологической кинетике это проявляет­
ся в уменьшении скорости роста популяции.

▲ С точки зрения кинетики действия мож но выделить 
следую щ ие основные классы ингибиторов.

1. Вещества, необратимо взаимодействую щ ие с ком понента­
ми растущей микробной клетки, составляю т класс необратимых 
ингибиторов. Кинетика их действия в дифференциальной форме 
мож ет в больш инстве случаев бы ть описана уравнением

где N — число клеток; I концентрация необратим о действую ­
щ его ингибитора; N1 —  число заингибированных клеток; к — 
константа скорости второго порядка. К ак правило, необрати­
мое ингибирование —  относительно медленный процесс, разви­
ваю щ ийся во времени.

2. Вещества, быстро и обратим о взаимодействую щ ие с моле- 
кулами-«мишенями», объединяют в класс обратимых ингибиторов. 
Процесс обратим ого  ингибирования мож но описать схемой

где К — эффективная константа равновесия. Действие обрати­
мых ингибиторов проходит, как правило, относительно быстро,

(2.40)

соответствую щ им схеме

N +  I-+ N I, (2.41)

N +  l ^ N I , (2.42)

з* 67



практически мгновенно с точки зрения времени развития 
микробной популяции.

3. Д ля микробиологических процессов весьма характерен 
эффект ингибирования продуктом ферментации, в результате 
чего его накопление в достаточных количествах мож ет приво­
дить к замедлению  скорости роста популяции. Ингибирование 
продуктом ферментации мож ет иметь как обратимы й, так 
и необратимы й характер.

4. Важный регуляторный микробиологический феномен связан 
с ингибированием избытком субстрата. В этом  случае субстрат, 
которы й при относительно низких концентрациях увеличивает 
скорость роста популяции, при более высоких концентрациях 
может быть эффективным ингибитором роста микроорганизмов. 
Кинетические законом ерности процессов с ингибированием 
субстратом  и продуктом  при периодическом и непрерывном 
культивировании детально анализирую тся в гл. 4, 5, 7.

Активаторами назы ваю т соединения, которы е, не будучи 
необходимы для роста, могут зам етно увеличивать м аксим аль­
ную скорость роста культур м икроорганизмов.

Рассмотрим  основные закономерности обратим ого  ингиби­
рования и активации роста популяции м икроорганизм ов в эк­
споненциальной фазе.

2.6.1. Общая схема действия обратимых эффекторов 
на кинетику роста микроорганизмов

По аналогии с кинетикой ферментативных реакций влияние 
эффектора R в процессе роста биомассы с лимитирую щ им 
субстратом  может быть передано схемой

где К,, K R —  константы  диссоциации комплекса субстрата 
S и эффектора R с молекулой-«миш енью » клетки N; цт 
м аксим альная удельная скорость роста.

М ожно показать, что математическая обработка схемы (2.43) 
приводит к следующему выражению для удельной скорости роста:

Рассмотрим  некоторые важные частные случаи, имею щ ие 
особое значение для описания кинетики роста культур м икро­
организмов.

(2.43)

o* k + PRs
оt KR -j- R

(2.44)
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5 1/S

Рис. 2.11. Зависимость ц от S в обычных и двойных обратных координатах 
при конкурентном (а) и неконкурентном (б) ингибировании роста микро­

организмов

1. Полное конкурентное ингибирование (а->оо , Р =  0). В этом  
случае удельная скорость роста в экспоненциальной фазе 
определяется выражением

Зависимость в обратны х координатах имеет вид пучка 
прямых, пересекающихся на оси ординат (рис. 2.11, а). К онстан­
ту конкурентного ингибирования K R мож но определить с по­
м ощ ью  выражения

если представить экспериментальные данные в координатах 
* эФ от R.

Д ля определения K R мож но также применять метод  
Диксона, согласно котором у экспериментальные данные откла­
ды ваю т в координатах (1 /р , [R ]) (рис. 2.12).

2. Полное неконкурентное ингибирование. В этом  случае 
удельная скорость роста культуры определяется выражением

(2.46)

и = _____ ________
( \ + R / K R)(Ks +  Sy

(2.47)
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Рис. 2.12. Зависимость ц (а) и 1/ц (б) от концентрации ацетата при росте 
Е. coli в анаэробных (кривые / )  и аэробных (кривые 2) условиях

Зависимость в координатах Л айнуивера-Бёрка имеет вид 
пучка прямых, пересекающихся на оси абсцисс (рис. 2 . 1 1 , б). 
К онстанту неконкурентного ингибирования мож но определить 
с помощ ью  выражения

Pm (2.48)

путем построения графика в координатах ( l / p m, [R ]) или 
с помощ ью  м етода Диксона. В качестве иллю страции рассм от­
рим данные Г. В. С мирновой и О. Н. О ктябрьского (1985), 
которы е исследовали ингибирование ацетатом  роста Е. coli 
в аэробных и анаэробны х условиях. Ими установлено, что 
ацетат является неконкурентным ингибитором  роста. Зависи­
мость ц от концентрации ацетата приведена на рис. 2 . 1 2 , а. 
На рис. 2.12, б  эти же данны е представлены в координатах 
Диксона, которы е позволяю т определить константы  некон­
курентного ингибирования: для анаэробного процесса
А^ =  1 1 м М , Для аэр о б н о го — К к =  23,5 мМ .

3. Неконкурентная активация ( а = 1 ,  Р > 1 ). Как следует из 
уравнения (2.44), в этом  случае м аксим альная скорость роста 
увеличивается:

ц =
Пт---------  Sт K„+R

K s + S
(2.49)

Зависимость скорости роста в координатах Л айнуивера-Бёрка 
имеет вид пучка прямых, пересекающихся на оси абсцисс. 
А нализ уравнения (2.49) мож но проводить с пом ощ ью  
выражения

=  (2.50)
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преобразованного к виду

(2.51)

И з этого выражения видно, что построение графика в коорди-

ление констант |3 и K R. П о механизму неконкурентной 
активации описывается реакция клеток Hela человека на 
инсулин. При недостатке инсулина скорость их роста очень 
низка. Введение инсулина зам етно увеличивает скорость роста 
клеток. И мею тся и другие факты, говорящ ие об активирую щ ем 
действии разнообразны х веществ на рост микробных клеток 
и клеток культуры тканей (Дж. Перт, 1978).

4. Смешанные типы ингибирования и активации Р #  1).
Графики в двойных обратны х координатах имею т вид пучка 
прямых, соответствую щ их различны м концентрациям эффекто­
ра и пересекающихся в общей точке с координатам и

И з выражений (2.52), (2.53) видно, что положение точки 
пересечения определяется лиш ь значениями а  и [3 и не зависит 
от K R. Таким образом , вид графика в обратных координатах 
мож ет бы ть использован для определения типа влияния 
эффектора на процесс роста популяции микроорганизмов.

О дним из важнейших ф акторов, определяю щ их скорость 
роста популяции м икроорганизмов, является концентрация 
ионов водорода. М ногие микроорганизм ы  растут в достаточно 
узком диапазоне pH , при этом  как увеличение концентрации 
ионов водорода (понижение pH ), так и ее уменьшение (повыш е­
ние pH ) приводят к существенному замедлению  скорости 
микробного процесса и даже к его прекращению . Влияние 
концентрации ионов водорода на скорость роста микроорганиз­
м о в — достаточно сложное явление. Ее изменение мож ет затр а­
гивать многие стороны  функционирования микробной клетки.

Прежде всего концентрация ионов водорода мож ет регули­
ровать ионное состояние субстрата в том  случае, если 
субстрат содержит ионогенную группу. Н апример, весьма

позволяет провести раздельное опреде-

(2.52)

(2.53)

2.7. ВЛИЯНИЕ pH 
НА К ИН ЕТИ КУ РОСТА М ИК РО О РГАН И ЗМ О В
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распространенная группа субстратов —  ам инокислоты — содер­
жит две ионогенные группы, присоединение ионов водорода 
к которы м  сущ ественным образом  изменяет заряд  молекулы 
и соответственно проницаемость клеточной мембраны  для 
этого субстрата. Один из важных субстратов для многих 
м икроорганизм ов — диоксид углерода в водных растворах —  
существует в трех формах. Если клетка акцептирует этот 
субстрат лиш ь в одном  ионном состоянии, то  изменение 
концентрации ионов водорода до значений, выходящ их за 
пределы соответствую щ его значения р К а, долж но изменить 
концентрацию  необходимого субстрата и тем  сам ы м  скорость 
роста культуры. П оэтом у в первую очередь при интерпретации 
p H -зависимости роста м икроорганизм ов необходимо обратить 
внимание на возмож ность отраж ения в кинетике роста ионных 
состояний субстрата.

Д ругая важная особенность pH -зависимостей роста микро­
организм ов заклю чается в том , что концентрация ионов 
водорода внутри клетки мож ет сущ ественным образом  отли­
чаться от pH в растворе. В силу буферных свойств молекуляр­
ных компонентов клетки либо в силу действия специализиро­
ванного механизма стабилизации pH в клеточной среде pH 
мож ет быть смещен на некоторое значение по сравнению  
с pH культуральной среды. ДрН определяется многими 
ф акторам и, однако мож но дум ать, что эта величина постоянна. 
Д ругими словами, это означает, что концентрация ионов 
водорода в каком-либо ком партм енте клетки линейно связана 
с концентрацией Н + во внешней среде.

Рассмотрим  следую щ ую  простейш ую  модель. П редставим 
себе мембрану, полупроницаемую  для ионов водорода, через 
которую  осущ ествляется перенос ионов водорода в прямом  
и обратном  направлениях. В этом  случае кинетика переноса 
мож ет быть описана следую щ им дифференциальным уравнени­
ем в предположении, что скорости переноса пропорциональны  
Н + во внешней (Н в̂ сш) и во внутренней (Н в+нутр) среде:

где а, Р кинетические коэффициенты.
Если равновесие переноса устанавливается относительно 

быстро, < / Н В н у т р / dt =  Q, то соответственно имеем

+
в н у т р э (2.54)

в н е ш  • (2.55)

К онцентрации ионов водорода во внешней среде и внутри 
ком партм ента связаны  линейным соотнош ением, при этом  
если а /Р > 1 ,  то  в клетке поддерж ивается более «кислая»



среда; если а  =  (3, то  значение pH  внутри и во вне клетки 
одинаково, если а / Р < 1 , то  в клетке устанавливается более 
щ елочная среда.

Н аиболее сущ ественным ф актором , определяю щ им кинети­
ческое поведение популяции микроорганизм ов при различных 
pH , является зависимость от pH кинетики действия ферментов, 
прежде всего лимитирую щ его рост фермента. П редставим себе 
случай, при котором  состояние активного центра лим итирую ­
щего фермента определяется двумя ионогенными группами 
с константами ионизации К л и К ъ:

К к
E H i + * ± E H + * ± E  ( 2 . 5 6 )

Если каталитически активна лиш ь ф орм а Е Н +, то  кинетическую 
схему мож но представить в виде

n h 2+ + s  — -:L- N H 2+S

* a J t | |  Ka
”  Ks

N H  + S N H  S ------ —

K b it If  4

N + S N S

2NH+ (2.57)

где N H | + , N H +, N — состояния клетки, содержащ ие лим ити­
рую щ ий фермент в формах Е Н 2 + , Е Н +, Е соответственно. 

Кинетической схеме (2.57) соответствует уравнение роста

l + H  + / * a  +  K b / H +  п  , п ч

<2ЭД
*\+Н + 1К: + К'ь1Н +

где Н + —  внутренняя концентрация ионов водорода в ком парт- 
менте, в котором  функционирует фермент.

Уравнение (2.58) соответствует «классическому» уравнению 
роста м икроорганизмов, в котором  м аксим альная удельная 
скорость и константа сродства зависят от концентрации ионов 
водорода:

..  каж  __________Mm__________ . ( 2  5 9 )
\ + н +/к:+к'ъ1 Н + ’

r ,a«  J + H  + W / H + п  А т
K s  - К Ч + Н + 1 К ' Ш+ К ' Ъ1 Н~ -

В соответствии с выражением (2.58) график зависимости 
от pH представляет собой симметричный колокол.

Из уравнений (2.58) —  (2.60) следует, что анализ зависимости 
ц „ ж от pH  позволяет найти значения констант диссоциации
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групп комплекса лим итирую щ его фермента с субстратом  (К'.л 
и К ’ь), а анализ p H -зависимости отнош ения ц “ / ^ , 'аж приводит 
к значениям констант диссоциации лим итирую щ его фермента 
в отсутствие связывания с субстратом  (К й и А ь).

Экспериментально исследуется зависимость ц от Н™еш, 
т. е. от концентрации ионов водорода в культуральной среде. 
В соответствии с этим уравнения (2.59) и (2.60) модифициру­
ю тся к виду

ц  каж _____________________ Цт___________________ . О  П

1+а/Р(Яв+яет/^ )  + р/а(Аь/Нв+неш)’ ‘
К клж — К   ̂ ~t" OtH внеш/ Р A a T  р/ос (А 'ь / Н  вне,ц) _

s 1 + а Н в+неш/ р А ;  +  р / а ^ / Н , +неш • 1 '  ’

Из уравнений (2.61) и (2.62) видно, что различие внешней 
и внутренней концентрации ионов водорода приводит к раз­
личию  в экспериментально определяемых значениях констант 
ионизации:

А Г  =  Р /(аА а); (2.63)
А Г  =  Р /(аА ь). (2.64)

На практике ш ироко распространен случай, когда субстрат, 
связы ваясь с ферментом, не изменяет значений констант 
диссоциации ионогенных групп лим итирую щ его фермента 
[Ка — К'а, К Ь =  К  1, по схеме (2.57)]. В этом  случае константа 
связывания K s не зависит от pH:

-4- Н  + / К ' ка ж  _i_ ( 'каж  / и  +| 11 внеш/Л а I Л ), / П  внеш //-ч s г \
9K s +  s 

причем

Цт “ 1 +Н в+неш/А Г  + А Г /Н ввсш- (2’66)

П ри исследованиях p H -зависимостей экспериментатору ж ела­
тельно работать  в условиях As« :S ,  в этом  случае ц =  ц£?ж 
и для определения констант диссоциации удобно применять 
логарифмические координаты  ( lg p Ka*, pH). Л огариф м ируя вы ра­
жение (2 .6 6 ), получаем

lg ц каж =  lg p m -  lg (1 +  Н в+неш/ К Г  +  К Г /Н  в+неш). (2.67)

В кислой области, где Н в+неш» А важ, после пренебрежения
м алы м и членами получаем

lg цкаж =  lg цт -  lg Н в+неш +  lg К Г  (2.68)
или

lg р каж =  lg +  pH  внеш —р К Г -  (2.69)
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График зависимости в лога- lg j i Ka*
рифмических координатах 
(lgp, pH ) в кислой области О 
имеет вид прямой с тангенсом 
угла наклона + 1 .

Похожая картина н аблю да­
ется в щ елочной области, где 
К™ж» Н ^ еш, тогда после 
упрощений получаем

l g p -  =  !g p m-

- р Н внеш +  р * Г .  (2.70)

График зависимости в лога­
рифмических координатах так- р и с  2 .1 3 . Т е о р е т и ч е с к и е  з а в и с и м о с т и  
же прямая, но с тангенсом —1. л о г а р и ф м а  ц*** о т  p H

В области нейтральных pH , 
если К ааж и Кьаж сильно различаю тся (плато колокола 
обш ирное), то

l g p Ka*  =  lg p m. (2.71)

Если же Ка и К ъ различаю тся меньш е чем на порядок 
(плато колокола отсутствует или очень узкое), то  для описания 
зависимости ц от pH  необходимо применять выражение (2.66) 
в неизменном виде.

•  Т аким  образом , p H -профиль р в логарифмических коор­
динатах должен иметь форму двух соединенных в центре 
сигмоид и из точек пересечения касательных к обеим ветвям 
каждой из сигмоид мож но определить рК *аж и рК£аж.

Из теории действия ферментов следует, что присоединение 
одного протона к активному центру фермента отраж ается 
в pH -зависимости скорости в логарифмических координатах 
изменением тангенса угла наклона на единицу. Так, в соответ­
ствии со схемой (2.56) присоединение протона к форме 
Е с образованием  Е Н + приводит к изменению  тангенса 
угла наклона от —1 до 0 (рис. 2.13, а). М ожет быть 
и более слож ная зависимость (рис. 2.13, б), где тангенс 
угла наклона при переходе от низких значений pH  к высшим 
изменяется следую щ им образом : 2 :1 :0 :—2. Э то соответствует 
кинетической схеме

E H ^ + < ± E H i+ ? ± E H i+ *±E H  + +±E (2.72)

Н а двух последних стадиях присоединение протонов проис­
ходит с одинаковы м значением рАГа, так что тангенс угла 
наклона изменяется от — 2  до 0 .

Рассмотрим  ряд экспериментальных данных (рис. 2.14). Рост 
дрожжей Candida utilis на среде с глицерином контролируется
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одной ионогеннои груп­
пой с р К™ж меньше 4 (пе­
реход тангенса угла на­
клона от 1 , 0  до 0 ). 
Bacillus megaterium растет 
в более узком диапазоне 
pH , при этом рост бак­
терии контролируется по 
крайней мере четы рьмя 
ионогенными группами: 
двумя с р К™ж около 5,5 
и двум я с рЛ^аж около 
8  (переходы от 2  до 
0 в области pH  5,5; пе­
реход от 0  до — 2  в об­
ласти pH 7,5— 8,0). Еще 
более острые p H -зависи­
мости роста имею т М. 
thermoautotrophicum и 
Methanococcus maripaludis, 
использую щ ие для роста 
молекулярный водород 
и С 0 2. С корость роста 
М. thermoautotrophicum 
контролируется одной 
ионогенной группой 
С рА^ааж около 6,5 и пя­
тью  ионогенными груп­
пами с рЛ ^аж около 7,5

нек Зависимости ц “аж от pH для роста
и ° ТоРых культур микроорганизмов (в) 

е Же данные в логарифмических коор- 
динатах (б): 

реева u ,'l's  на среде с глицерином  (Е. А. А нд-
с г  * и Др., 1970); 2 — Вас. megaterium  на среде 
м  Т'Жозой и ц и тратом  (3. В. С ахарова , 1970); 3 —
Р ЧыГl'moaulotrophicum  на газовой  смеси Н 2 и С О , 
ludit nheit et al., 1980); 4 — M ethanococcus maripa- 

Ha газовой  смеси H 2 и С О , (W . Janes e t al.,
1983)

(тангенс угла наклона правой ветви кривой около - 5 ).
Л'Пособ представления экспериментальных данных в лога- 

Р ФМических координатах дает возм ож ность провести с той или 
0и точностью  определение рАГ“аж О сновным м етодом  провер- 

_  и уточнения найденных значений р К*™ (в случаях кривых 
*: 'Зависимости лю бой ф ормы ) является проведение теоретичес- 

и кривой p H -зависимости и осущ ествление коррекции ее 
м ен°ТЬ до оптим ального согласования с результатам и  экспери- 

ента . Такую  процедуру удобно проводить на ЭВМ , при этом  
' Шакэт несколько раз прямую  задачу по подбору рА^аж или 

Ратную  задачу — находят р К™ж м етодам и минимизации 
Клонений экспериментальной кривой от теоретической.

1  В данной главе была проанализирована кинетика роста 
 ̂ Клеточной популяции в наиболее активной фазе роста —  

ч *  экспоненциальной. Из зависимости числа клеток (коли- 
Ро ТВа биомассы) от времени мож но найти удельную  скорость 

С[а культуры. Определение этого парам етра не зависит от



Э то уравнение мож но записать в виде

х  ^ М"!— 1^ =  ем', р — (3.4)

где X =  M /N 0.
Из уравнения (3.4) X  мож но вы разить как явную функцию 

времени:

* < > ) = ( 3 - 5 )

где

а =  !------; (3.6)
Mm/N0- r  v ’

b =  (3.7)

Рассмотрим  свойства полученного решения: 1. В начальный 
момент времени 7 =  0 X =  M /N 0  =  1. Общее количество биомассы 
в системе равно введенной величине N 0. 2. При бесконечно

больш ом  времени при /->  оо X (t  ) =  -  = — . К оличество клеток
a  N 0

(концентрация биомассы) выходит на предельный м аксим аль­
ный уровень.

При относительно малы х временах процесса на начальном 
этапе его развития, когда яем'<?с1 , им еет-м есто экспоненциаль­
ный рост числа клеток:

Х (/)~ /> е Г  (3.8)

Обычно микробиологический процесс проводят в режиме, 
когда M m/N 0 : » l .  В этих условиях

a =  N 0 /M m; Ь =  1. (3.9)

▲ Соответственно кинетика накопления биомассы будет 
представлена логистическим уравнением

х ( 0 = — S — • < з ю )
1 + — е*1'

Мт

На рис. 3.1 приведена зависимость Х(?) при различных 
значениях парам етров кривых N 0 /M m и д. Видно, что значение 
N 0 /M m определяет предел накопления биомассы; д — скорость 
развития процесса.

Кривые типа (3.10) назы ваю т логистическими. Эти кривые 
симметричны  относительно времени т, при котором  скорость 
развития процесса максимальна- Время т, при котором
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концентрация биомассы  дости­
гает половины предельного 
значения, мож но вычислить 
по уравнению  (3.10), прира-

. .  ML 
вняв Х =  —f :

2 N0

рт =  1пМ*
N n

(3.11)

Соответственно, если экспери­
ментально исследована вся ки­
нетическая кривая роста 
и определены параметры  
т и M m/N 0, значение удельной 
скорости роста мож но доста­
точно точно определить, ис­
пользуя уравнение

In M ra/N 0 (3.12)

Рис. 3.1. Кинетика накопления био­
массы [ X ( t ) = M ( t ) / N 0 ], описываемая 

логистическим уравнением (3.10): 
а — зави сим ость X  (/) при п остоянном  
N o/M m= 0 ,0 5  и различны х р (уел. ед.):
/ 0 , 5 ;  2 —  0,73; 3 —  1,0: 4 —  2,0; 6 — зависи­
м ость x ( t )  при п остоянном  p = i  (уел. ед.) вой м ож ег служить линеари-
и разн ы х значениях N 0/M,„: /  —  0,05; зацИЯ Э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  Д а Н -

2 — 0,04; 3 — 0,028; 4 — 0,025; 5 — 0,022 ных с0 0 хвехсхвую щих КООр-
динатах. И з уравнения (3.3) при M m/N 0 » l  следует

▲ Э к с п е р и м е н т а л ь н ы м  
критерием соответствия на­
блю даемой кинетической кри­
вой роста логистической кри-

1п
M „,/N0X

-[It. (3.13)
Mm/N 0 —X

Если неизвестно количество клеток в начальный момент 
времени, а известна кинетика М во времени, то мож но 
воспользоваться уравнением

М
In -

м „ - м = |Л +  С, (3.14)

где C = ln (N 0 /M m).
Тангенс угла наклона зависимости логарифмической функ­

ции уравнения (3.13) или (3.14) от времени дает возмож ность 
определить удельную  скорость роста р.

▲ Логистические кривые часто использую т для описания 
популяционной динамики роста микро- и макроорганизм ов. 
В ряде случаев наблю дается хорошее соответствие между 
теоретическими кривыми и экспериментов. О днако необходимо 
иметь в виду, что это описание имеет чисто формальны й
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характер, так как введение в дифференциальное уравнение роста 
отрицательного квадратного члена [см. (3.1)] не имеет ясного 
молекулярно-биологического обоснования. А нализ кинетики 
роста микроорганизм ов в системах с истощ ением (см. ниже) 
показал, что в некоторых частных случаях кинетика роста строго 
описывается уравнением логистической кривой, однако физичес­
кая сущ ность этого связана не со «взаимным ингибированием» 
роста, а с расходом  в системе лимитирую щ его субстрата.

3.2. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМ А УРАВН ЕНИ Я РОСТА  
КУЛЬТУРЫ  М И К РО О РГАН И ЗМ О В

О дним из главных ф акторов, приводящ им к замедлению  
скорости роста популяции клеток, является расход лим итирую ­
щ его субстрата. Если этот ф актор —  единственный, которы й 
ограничивает рост культуры, то его мож но учесть в той или 
иной модели роста.

Рассм отрим  простейш ую  двухстадийную  модель роста мик­
робной популяции, приводящ ую  к гиперболической зависимости 
скорости роста от концентрации субстрата, и учтем, что 
между концентрацией биомассы  в замкнутой системе и коли­
чеством субстрата имеется линейная связь.

У равнение скорости роста культуры имеет вид ^ М /Л  =  цМ , 
или

- У 5 ^ = р М .  (3.15)

Знак минус показы вает, что субстрат расходуется в процессе 
роста. Коэффициент Ys имеет смысл стехиометрического коэф­
фициента, которы й в микробиологической литературе получил 
название экономического коэффициента. П редполагается, что 
во всем временном интервале развития культуры Ys постоянен.

И з уравнения (3.15) следует
Ysd S = - d M .  (3.16)

И нтегрирование последнего соотнош ения приводит к линей­
ной связи между концентрацией субстрата и биомассы:

M - N 0 = F s(S0 - S ) ;  (3.17)

S =  S0 - ^ o .  (3.18)
I)

У равнения (3.15) —  (3.18) справедливы для всех механизмов 
роста, характеризуемых м ногостадийностью  превращ ения суб­
страта при отсутствии осложняю щ их ф акторов, таких, как
ингибирование избы тком  субстрата или продуктом  ф ерм ента­
ционного превращения.
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Если в уравнение (3.15) подставить S, выраженное по 
уравнению  (3.18) через М , то  получим

Ш  ц м  U
=  1  Ч т  • (3-19)dt

1 +-
S n -

М —N 0 М M (S0 Ks- M  +  N 0)

У равнение (3.19) представляет собой дифференциальное 
уравнение первого порядка с разделяю щ имися переменными:

dM 77 +
М M (S0 r s- M + N 0)

(3.20)

И нтегрирование этого уравнения следует вести по перемен­
ной М в пределах от N 0  до М, по переменной t в пределах 
от нуля до t :

м
Y J C J U

М -
. м  , In — Ь

N n M (S0 y5- M + N 0)
(3.21)

N„
П одинтегральную  функцию в уравнении (3.21) мож но пред­

ставить в виде

1 : = 77 + : (3.22)
M (y sS0 - M  +  N 0) М KsS0 —M +  N 0 ’

где коэффициенты А и В связаны уравнением

H (y sS0 - M  +  N 0) +  5 M  =  l. (3.23)

Из этого уравнения следует система уравнений, позволяю ­
щ ая найти значения коэффициентов А и В:

- А  +  В = О,
Л (Г Д >  +  М0 ) = 1  (3 '24)

или

А =  В — -
г * +Т5- (3'25)

Соответственно интеграл уравнения (3.21) м ож но записать так:
,  К,А'//М . М
1=  .. .  . In - У Л  ln  y,S„ +  N о — М

у. Soy A + N 0 ‘" N 0 ySo + No” 1 ‘ (3 '26)

С учетом этого интегральная ф орм а уравнения (3.15) будет 
иметь вид



Это уравнение известно как интегральное уравнение М оно 
(см. Дж. Пёрт, 1978). Запишем уравнение (3.27) в форме

Если перейти к безразмерной переменной X =  M /N 0, то 
уравнение (3.28) мож но представить в виде

К ультивирование микроорганизм ов обычно проводят 
в условиях, когда предельное накопление биомассы существенно 
превыш ает биомассу в исходном инокуляте: TsS0 » N 0, или 
а 1. П ри этом  условии уравнение приобретает вид

П ринципиально важны два следующих реж има функциони­
рования системы.

1. Условия малого накопления биомассы и небольшого расхода 
субстрата:

В этом  режиме второй логарифмический член уравнения
(3.32) близок к нулю:

Т аким образом , имеет место экспоненциальный рост культу­
ры и экспериментально проявляется экспоненциальная фаза 
роста.

2. Режим, близкий к истощению субстрата, яХ -> 1 . При 
этом  условии

( 1 + е ) 1п Д - е 1п (3.28)

где

(3.29)

( 1  +  (2 ) ln X  — £H n(l + а  — аХ) =  \imt. (3.30)

где a =  N 0 / ( r sS0), или

(3.31)

(3.32)

я Х « 1 ,  Х < к - =  2 ^
О N 0

(3.33)

(3.34)

(3.35)

- ^ - 1 п ( 1 - а Х ) » 1 п Х ;
So + * s

(3.36)
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(3.37)

(3.38)

При бесконечно больш их временах (при / - » оо)

(3.39)

или
(3.40)

Накопление биомассы  в системе имеет предел, определяе­
мый концентрацией субстрата.

В несколько более общ ем случае с учетом слагаемого 
а во втором  логарифмическом члене уравнения (3.31) пре­
дельное накопление биомассы  будет дано функцией

•  И так, уравнение (3.31) описывает наиболее характерные 
особенности кинетической кривой роста микробной популяции 
в закры той системе: экспоненциальный рост на начальном 
этапе процесса и предельное накопление биомассы , связанное 
с полны м истощением системы по субстрату.

Ф орм а кинетической кривой накопления биомассы  зависит 
от соотнош ения начальной концентрации субстрата и констан­
ты  К -

1. Рост в условиях первого порядка по субстрату. Если 
Âs» S 0, K J S 0 ^ > \,  то  уравнение (3.32) будет иметь вид

Э то уравнение логистической кривой [см. уравнение (3.4) и его 
решение].

Зависимость Л'(г) в условиях Ks^>S0 (система не насыщена 
субстратом ) будет представлена функцией

М = r sS0  +  N 0- (3.41)
■00

1 п Х - 1 п ( 1 - а Х )  =  ̂ (3.42)

или
X (3.43)

1 —аХ

(3.44)

84



Из уравнения (3.44) проясняется молекулярное истолкование 
уравнения Ф ерхю льста. В условиях истощ ения субстрата в зам ­
кнутой системе в дифф еренциальном уравнении роста возникает 
отрицательны й квадратичный по биомассе член вследствие 
того, что концентрации субстрата и биомассы  связаны между 
собой линейной связью . Действительно, если Ks^>S0, то

dt К,  v ’

С учетом того, что S =  S 0  — ——— , имеем
У.

4 M _ n„S0M ц,М (М -М 0) И 4 6 )
dt К , K , Y S

П о своей форме это дифференциальное уравнение эквива­
лентно уравнению  (3.1).

К анализу кинетических кривых роста в условиях Ks^>S0 
применимы м етоды , используемые при исследовании логисти­
ческих кривых:

а. Если найдено время т, в течение которого величина
X достигает половины от предельно возмож ной, то  при 
известном значении EsS0 /N 0  мож но определить группу па­
раметров:

=  _ No. (3.47)
К  т

б. Л инеаризация кинетической кривой во всем интервале 
времени в координатах уравнения

I n— =  ̂ ° /  +  С  (3.48)
м т - м  к,

позволяет из тангенса угла наклона прямой определить 
парам етр \xmS0/K s. Если исследование кинетики роста м икро­
организм ов проводится при нескольких различных начальных 
концентрациях субстрата, то  наблю даемы е тангенсы долж ны 
линейно зависеть от концентрации субстрата (критерий справед­
ливости соотнош ения Âs: » S 0). Э то  позволяет из эксперимен­
тальных данных найти парам етр цт/ Ks.

2. Рост в условиях нулевого порядка по субстрату. Если 
начальная концентрация субстрата существенно превыш ает 
значение константы  Ks(S0^*K s), то  уравнение роста популяции 
в неявной форме будет дано выражением

1 п Х -^ 1 п (1 + « Х )  =  цт г. (3.49)
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В этом  случае кине­
тическая кривая роста не 
будет иметь вид сим м ет­
ричной логистической 
кривой (рис. 3.2). В слу­
чае нулевого порядка по 
субстрату система значи­
тельный период времени 
развивается экспоненциа­
льно, однако затем  на 
ограниченном отрезке 
времени выходит на 
предельное значение био­
массы. Таким образом , 
качественный вид зависи­
мости X ( t )  мож ет дать 
первичную информацию  
о соотнош ении началь­
ной концентрации суб­
страта и Ks.

И нтегральное уравнение роста микробной популяции в усло­
виях истощения субстрата мож но представить в форме

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Рис. 3.2. Сравнение кинетических кривых 
роста микробной популяции в режиме пер­
вого (Xs» S 0, кривая I) и нулевого (К5<r S 0, 
кривая 2)  порядков по концентрации лими­

тирующего субстрата: 
пунктирными линиями обозначены проекции верх­
ней половины кинетических кривых, получаемых 
в результате их двойного зеркального отражения 
относительно осей, обозначенных штрихпунктир- 

ными линиями

1 п Х  —  Ф 1 п ( 1  —  а Х )  =  ц Ц
где

Ф = к.

0  =

а =  -

S0 +  * , ’ 

М А .  
So + V  

No 
М '

Э то же уравнение мож но записать в виде
х : = е

при этом
(1 -аЛ')ф

Ф =  1, если A , » S 0  

Ф<?с 1 , если Âs« : S 0.

И з трех парам етров Ф, ц и а, входящих в уравнение
(3.50), из экспериментальных данных наиболее просто определя­
ется а по отнош ению  количества концентраций введенных 
клеток к предельному количеству (концентрации) клеток. Если 
известно а, то  парам етры  Ф и ц мож но определить, восполь­
зовавш ись одной из линеаризованны х ф орм  уравнения (3.50).

Н апример, уравнение (3.50) мож но трансф орм ировать к виду
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В этом  случае зависимость 1п(ХД) долж на быть линейной 
функцией переменной In [(1 — а Х ) / /] ;  при этом  отрезок, отсекае­
мый на оси ординат, дает парам етр ц, имею щ ий разм ерность
обратного времени, тангенс угла наклона позволяет определить 
безразмерный парам етр Ф.

Д ля определения парам етров Ф и р мож но использовать 
также другую  анам орф озу уравнения (3.50):

1ПХ Ф +  (3-57)

! ^ = ц + ф ! п Ы .  ( 3 . 5 6 )

In (1 —аХ)  1п(1 —аХ)

В этом  случае отрезок, отсекаемый зависимостью  1пХ/1п(1 — 
— аХ) от f / l n ( l — аХ)  на оси ординат, равен Ф, тангенс угла 
наклона ц.

А налогично, равноправной анам орф озой является уравнение 
1п(1— я Х )_ 1  ц t

In X Ф Ф 1 п Х ’ ^ }

по котором у мож но найти парам етры  1/Ф и ц/Ф.
При известной начальной концентрации субстрата и опреде­

ленных из эксперимента парам етрах кривой роста Ф и р можно
вычислить значение Ks (при Ф, отличном от единицы), т. е.

(3-59)

и соответственно найти м аксимальную  удельную  скорость:

вт = ^ .  (3.60)

•  Таким  образом , на основании одной кривой роста 
м икроорганизм а при использовании интегрального уравнения, 
учиты ваю щ его динамику расхода субстрата, мож но найти оба 
кинетических парам етра роста м икроорганизма: константу
сродства Ks и максимальную  удельную  скорость роста рт .

3.3. П РИ БЛ И Ж ЕН Н Ы Й  М ЕТО Д АНАЛИЗА  
И НТЕГРАЛ ЬН О Й  КИН ЕТИ ЧЕСКО Й  КРИ ВО Й  
РОСТА П О П У Л ЯЦ И И  М И К РО О РГАН И ЗМ О В  

П РИ  БОЛЬШ ИХ ГЛУБИ Н АХ К ОН ВЕРСИ И  СУБСТРАТА

И нтегральную  форму уравнения роста популяции м икро­
организм ов мож но записать в форме

1п£ - ф | п ( ' - £ ) = “ '• <3 6 1 )
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представлен в виде степенного ряда, при этом  приближенное 
описание при конечном числе членов ряда будет тем  полнее 
соответствовать точном у значению, чем меньше степень кон­
версии субстрата:

Д ля приближенного описания кинетики процесса при 
мож но воспользоваться первым членом разложения. В этом 
случае кинетика процесса будет дана уравнением

В несколько более общей форме при М, соизмеримых с N 0, 
разложение второго логариф мического члена уравнения (3.61) 
в ряд дает приближенное уравнение кинетики роста культуры:

Очевидно, что приближенные уравнения (3.64) —  (3.66) справед­
ливы лиш ь при соотнош ении (М — N 0 ) /M m« :  1, т. е. при 
небольш их глубинах процесса. Возникает вопрос: до каких 
глубин мож но использовать данное приближение? Чтобы  
ответить на него, проведем следую щий расчетный анализ.

М ожно считать, что приближенное уравнение достаточно 
хорош о описывает кинетику процесса, если отклонение прибли­
женного решения от точного меньш е или равно статистической 
ош ибке измерения экспериментальных величин. О бычная точ­
ность измерения удельной скорости роста популяции м икро­
организм ов не превыш ает 10— 12%. Запишем точный вид 
левой части интегральной ф ормы  уравнения роста

s0 - s _  м (3.62)

1п ( 1 - $ ) = - $ - у - у (3.63)

1п ^ -  +  Ф^ =  ц/ (3.64)

или

1п ^ + 1п $  +  Ф£ =  ц/. (3.65)

(3.66)

(3.67)

а приближенный — в виде

(3.68)
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О тносительное отклонение приближенного реш ения от точного 
будет иметь вид

ф
Уг-Уп  АУ

In И*?.>*«-Э]
У’ У< - I n '■-а

(3.69)

Видно, что относительное отклонение приближенного значе­
ния от точного зависит от глубины расхода лимитирую щ его 
субстрата и определяется двумя безразмерны ми параметрами: 
Ф и M m/N 0. Д ля оценочных расчетов мож но принять значения 
M m/N o =  10, это соответствует весьма распространенному слу­
чаю, при котором  число клеток в процессе культивирования 
увеличивается в 10 раз. На рис. 3.3 приведена зависимость 
(ут—Уп)/Ут Для ДВУХ принципиально важных режимов протека­
ния процесса: 1) для Ф = 1  (это случай S0 <^Ks, режим первого 
порядка по субстрату, т. е. линейной зависимости скорости 
процесса от концентрации субстрата); 2) для Ф =  0,1 (это 
случай S р е жим нулевого порядка по концентрации 
субстрата, т. е. независимо­
сти скорости процесса от 
концентрации субстрата).
Видно, что для точности 
определения скорости
в 1 0 % приближенное реш е­
ние описывает динамику 
процесса до глубины кон­
версии субстрата 60— 70%
(при Ф = 1 , кривая 1).

Важно отм етить, что 
в режиме м аксимальной 
скорости процесса (S0 » / Q  
обсуждаемое приближение 
с линейным разложением 
второго логарифмического 
члена адекватно описывает 
кинетическую кривую  роста 
при весьма высоких глуби­
нах процесса (кривая 2 ).

Если значение Ф пре­
выш ает единицу (такого 
рода эффекты м огут на­
блю даться, когда м икро­
бный процесс сопровож да­
ется ингибированием про­
дуктом  реакции, см. гл. 5),

Рис. 3.3. Зависимость относительного от­
клонения приближенного уравнения от  
глубины протекания процесса для различ­

ных режимов:
У — * , » • S0, Ф = 1 ; 2 — S o » * , ,  Ф =  0,1; 3 — ре­
ж им  ингибирования продуктом  ферментации; 
Ф =  5, уравнение (3.69); 4 К  »  S0, Ф =  1,0; 
5 — S0 »ATs, Ф =  0,1. уравнение (3.71). Г ори зон ­
тальной  линией отм ечена обы чная стати сти ­

ческая ош ибка в определении ц (12% )
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м го обсуждаемый приближенный 
подход имеет основание для 
использования при ^ 0 , 5  (кри­
вая 3).

Д ля сравнения на рис. 3.3 
представлены данные по относи­
тельному отклонению  скорости 
от точно вычисляемой величины

Рис. 3.4. Кинетические кривые рос­
та микробной популяции в режиме 
первого порядка (кривая 1, As » S 0) 
и нулевого порядка (кривая 2, 
S0 » Ks) по лимитирующему суб-

t в зависимости от глубины про­
текания процесса в том  случае, 
если используется первое, наибо-

СИМС г - г-
> S0) лее грубое, приближение и ана- 
[ 2 , лизируется лиш ь экспоненциаль­

ная фаза роста:
страту:

двойной заш трихованной  областью  
представлены  врем ена и глубины  про­
цесса, при которы х справедливо экспо-

у п =  1 п ^ Ч .  (3.70)
i N0

ненциальное приближение; одн ократн о
заш трихованной  областью  представле- О т н о с и т е л ь н о е  О Т К Л О Н в Н И е  Щ )И -
ны границы  прим еним ости приближ ен- б л И Ж в Н Н О Г О  З н а ч е н и я  ф у Н К Ц И И  О Т

н п г п  v n ;iмнения

А Видно, что экспоненциальное приближение имеет весьма 
ограниченную область применения. Без опасения допустить 
серьезную  ошибку экспоненциальное приближение мож но ис­
пользовать до глубин процесса, не превыш аю щ их 0,15 (кривая 
4 на рис. 3.3). Если реакция протекает по нулевому порядку 
относительно субстрата ( Ф « : 1 , S0 ^>KS, то  экспоненциальное 
приближение мож ет достаточно точно описывать процесс и до 
более высоких степеней превращ ения субстрата (кривая 5 на 
рис. 3.3). И тоги  проведенного анализа иллю стрирует рис. 3.4.

С ледовательно, при анализе кинетики роста микробной 
популяции для кинетического описания процесса практически 
во всех случаях мож но обоснованно использовать приближен­
ные уравнения (3.64) — (3.66), если глубина конверсии субстрата 
(глубина роста культуры до максимально возмож ной полноты) 
не превыш ает 0,7 (рис. 3.3, кривая 7). Э то  существенно 
расш иряет диапазон времен, в котором  кинетика процесса 
мож ет бы ть описана более просты м уравнением. На основе 
этого более простого уравнения м огут быть найдены парам етры  
роста культуры. Н апример, кинетические данные, лежащие 
в области ^ < 0 ,7 , долж ны  достаточно хорош о линеаризоваться 
в координатах уравнения

ного уравнения точного имеет вид

(3.71)

90



(3.72,
' м .| '

Э то уравнение при известных N 0  и М т позволяет найти 
парам етры  р и Ф и соответственно определить числовые 
значения констант \хт и Ks.

При анализе экспериментальных данных удобно использо­
вать разностны й метод, которы й дает возмож ность избежать 
неопределенностей, связанных с неточностью  нахождения N 0  

и периода индукции т. Д ля фиксированных времен tt и tj 
справедливы соотнош ения

1пМ ( —1ПЫ0  +  Ф ^ —
(3.73)

In М - I n  N q +  Ф ^  — Ф —  =  р/..
1 0 м т м т и 1

Вычитание этих уравнений приводит к равенству

|П 5 Г + ! Г ( М < - М< 'Ь И < .- 'Л -  <3-74»j  т

Представление экспериментальных данных в координатах этого 
разностного уравнения

1пМ ,/М , Ф М .-М )

l i - t j  Mm t , - t j

позволяет определить парам етры  р и Ф /М т и при известном 
М т найти константы  рт и Ks.

3.4. П РИ М ЕРЫ  АНАЛИЗА ЭКСПЕРИ М ЕН ТАЛЬН Ы Х КРИВЫ Х  
РОСТА П ОП УЛЯЦ И И

Рассмотрим  на нескольких примерах анализ кривых роста 
популяции микроорганизм ов в рам ках интегральных кинетичес­
ких кривых и проиллю стрируем , какую  информацию  о природе 
протекаю щ их процессов мож но получить используя обсуждае­
мый подход.

Н а рис. 3.5 приведена кинетическая кривая роста водород- 
окисляющ ей бактерии Alcaligenes eutrophus. Рост культуры 
лим итирован  по азоту, и через какое-то время в результате 
расхода азотного компонента он останавливается. Д ля коли­
чественного анализа экспериментальных данных удобно провес­
ти следую щ ие операции.

1. Оценка параметров ц и N 0  из начального участка 
кинетической кривой. Н а начальных этапах развития процесса 
до глубин накопления М в 1 0  2 0 % от предельного значения
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Рис. 3.5. Кинетика роста A. eutrophus Рис. 3.6. Линеаризация данных
с лимитацией по источнику азота (а) рис. 3.5 в координатах уравнения

начального участка кривой в полулога­
рифмических координатах (б)

М т (первые четыре точки на кинетической кривой) мож но 
с достаточной степенью достоверности пренебречь расходом 
субстрата. В этих условиях рост культуры происходит экспонен­
циально и динам ика процесса мож ет быть представлена 
простейш им уравнением

И спользование этого приближения позволяет сделать оценку 
парам етров N 0  и ц. П арам етр N 0  предпочтительно определять 
независимо как начальную  концентрацию  клеток в инокуляте 
(или величину, линейно связанную  с начальной концентрацией 
клеток, например оптическую плотность в начальны й момент 
времени). С другой стороны , N 0  мож но найти кинетическим 
м етодом  из экстраполяции кинетических данных к нулевому 
моменту времени (в предположении, что на кинетической 
кривой отсутствует период индукции).

На рис. 3.5, б приведены данные начального участка кинети­
ческой кривой рис. 3.5, а в полулогарифмических координатах. 
Тангенс угла наклона этой зависимости дает оценку ц =  0,13 ч - 1  

и оценку N 0  =  6 • 10~ 2 on. ед. (данные рис. 3.5 приведены 
в единицах оптической плотности, соответственно и значение 
N 0  также дается в единицах оптической плотности).

2. Линеаризация всей кинетической кривой в координатах 
интегрального уравнения роста с истощением субстрата. 
У равнение (3.56) мож но преобразовать к виду

(Г. А. Заварзин, 1978) и линеаризация (3.77)

In М =  In N 0  +  \it. (3.76)

ln (M /N 0) _  n„,S0 К , In(1 —M /M ,,)

t S0 +  K s S0 +  Ks l
(3.77)
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где M m —  максимальное 
значение биомассы, на­
блю даемое при полном 
расходе субстрата. Из эк­
спериментальных данных 
это значение определяет­
ся как асимптотическое, 
к котором у стремится ко­
личество биомассы в си­
стеме. Д ля данных 
рис. 3.5 величина М т рав­
на 17,2 ОП. ед. Рис. 3.7. Линеаризация данных рис. 3.5 в ко-

Таким  образом , опре- ординатах уравнения (3.78)

делив экспериментальные значения N 0  и М т , мож но вычислить 
функции ln (M /N 0)/r  и l n ( l - M / M m) / /  и построить зависимость 
одной переменной величины от другой. Если эксперименталь­
ные данные соответствую т интегральной кривой роста мик­
роорганизм а, то  эта зависимость долж на иметь линейный 
характер; при этом  мож но определить два парам етра прямой:

p =  и Ф = -  К ‘

^ s + S o  s 0 + a:s

Важно обратить внимание на следующее обстоятельство. 
Н аибольш ей статистической ош ибке в координатах уравнения 
(3.77) подвержены точки, лежащ ие вблизи значения М -* 0  и 
М -> М ш (первая и последняя точки на кинетической кривой 
рис. 3.5). П оэтом у при обработке данных рис. 3.5 в этих 
координатах эти две точки не учитывались (рис. 3.6). Из 
рисунка следует, что тангенс угла наклона прямой дает 
значение Ф, равное 1,1 ±0 ,1 ; отрезок, отсекаемый на оси 
ординат,—  удельную скорость роста ц =  0 ,1 3 ± 0 ,0 5 " '.

Д ля анализа экспериментальных данных мож но воспользо­
ваться и другими линейными анам орф озам и уравнения
(3.50). Н апример, на рис. 3.7 приведена кинетическая кривая 
роста указанной водородокисляю щ ей бактерии в координатах 
уравнения

ln (M /N 0)  ф  | ______ 1________________  И  7 8 )

l n ( l —M /M J  In (1 —M /M m) ’ KD' , 0 )

И з рисунка видно, что р достаточно надежно определяется 
по тангенсу угла наклона прямой, в то  время как Ф, равная 
отрезку, отсекаемому прямой на оси ординат, определяется 
с больш ой ошибкой: р =  (0,135 +  0,05)4 1 и Ф =  1 ,5+  0,7.

Наконец, мож но воспользоваться уравнением
In (1 —M /M m) _  1 р t

ln (M /N 0) Ф Ф ln (M /N 0)
(3.79)
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В соответствии с этим ура­
внением отрезок, отсекаемый 
прямой на оси ординат, равен 
1/Ф, а тангенс угла наклона — 
парам етру ц/Ф (рис. 3.8). В ко­
ординатах уравнения (3.78) па­
рам етр  Ф определяется с за­
метной ошибкой: Ф =  1,1 +0 ,15 , 
в то же время ц определяется 
достаточно точно:
р =  (0 ,1 3 3 ± 0 ,0 0 3 )ч -1.

Все использованные здесь 
координаты  приводят к со­
гласую щ имся значениям пара­
м етров Ф и р.

Экспериментально найден­
ное значение Ф равно единице. 
Э то  означает в соответствии 

с уравнением (3.51), что в рам ках проведенного эксперимента 
Ks» S 0, т. е. использованная на опыте концентрация субстрата, 
в данном  случае источника азота 1 г/л , существенно меньше 
наблю даем ой константы  сродства исследуемого организм а 
к данном у субстрату. Соответственно из проведенного экс­
перимента невозможно определить парам етры  р„, и Ks, а можно 
лиш ь найти их отношение.

О пыт по выращ иванию  культуры  Al. eutrophus проводился 
в режиме S0 <s:Ks. Качественно это мож но бы ло бы пред­
полож ить из вида кривой (см. рис. 3.5), поскольку она 
практически симметрична относительно точки перегиба. О пре­
деление Ф показало, что это действительно так. При Ф ~ 1  
кривая роста долж на иметь симметричный характер, при 
Ф<к1 долж на возникать асим метрия (см. рис. 3.2). Э то оз­
начает, что данные рис. 3.5 долж ны  линеаризоваться и в ко­
ординатах более простого уравнения Ф ерхю льста, которое, 
как бы ло показано, является частны м случаем общ его урав­
нения (3.30), реализую щ егося при условии

3.5. РАЗНОСТНЫ Й М ЕТО Д АНАЛИЗА  
П ОЛНЫ Х КИН ЕТИ ЧЕСКИ Х КРИВЫ Х  

РОСТА М И К РО О РГА Н И ЗМ О В

П ри анализе кривых роста м икроорганизм ов, как правило, 
возникаю т некоторые осложняю щ ие обстоятельства. Ч асто они 
связаны с тем , что экспериментально трудно бывает определить 
начальную  концентрацию  биомассы  N 0  или начальную  концент­
рацию  вводимого в систему продукта (если анализ кинетики

Рис. 3.8. Линеаризация данных рис. 3.5 
в координатах уравнения (3.79)
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роста культуры  ведется по какому-либо продукту реакции). 
Их концентрация мож ет бы ть существенно ниже порога 
чувствительности м етода их регистрации. Вычисление парам ет­
ра N 0  п о  экстраполяции экспоненциальных кривых к нулевому 
времени с использованием уравнения (3.76) мож ет приводить 
к сущ ественным ош ибкам , если кинетика роста м икроорганизм а 
вклю чает период индукции, в течение которого идут адап­
тационные процессы, не связанные с накоплением биомассы. 
Важно отм етить, что часто вообщ е невозможно сказать, имеет 
ли место на кинетической кривой роста период индукции, 
поскольку он мож ет «маскироваться» экспоненциальной фазой.

У казанных сложностей позволяет избежать применение 
разностного метода анализа. Запиш ем уравнение (3.61) для 
некоторого фиксированного времени —т, где т —  период 
индукции; — общ ее время развития процесса:

In М, -  In N 0  -  Ф In (M m -  М,.) +  Ф In M m =  ц (/,• -  т), (3.80)

где М,. —  количество (концентрация) биомассы, соответствую ­
щее времени —т.

Д ля какого-либо другого времени t} — т уравнение (3.61) 
будет иметь вид

In М; —ln N 0  —Ф1п(М т —М^) +  Ф1п М т =  ц (/; —т). (3.81)

Если вычесть уравнение (3.80) из уравнения (3.81), то 
будем иметь

<3-82>

Видно, что полученное уравнение не вклю чает неопределен­
ные парам етры  N 0  и т. Уравнение (3.82) весьма полезно при 
анализе кривых роста микроорганизмов. Если имеется к эк­
спериментальных точек, то  мож но получить к ( к —\)12 поло­
жительных разностей и такое же количество значений

функций In ^  и In M" M j. Величины Ф и ц могут быть 
М, Мт — м,

найдены из анализа полученного пула числовых значений при 
использовании лю бой из возмож ны х линейных модификаций 
уравнения (3.82). Н апример, на рис. 3.9 приведены данные по 
кинетике роста водородокисляю щ их бактерий AI. eutrophus 
(рис. 3.5) в координатах уравнения

1пм т - м у
In (M j/M ,)  _  +  ф  M m- M ,  

t j - t l  t j - t i

Видно, что экспериментальные данные весьма хорош о 
описываю тся уравнением (3.83). П арам етры  ц и Ф соответственно
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C H .O H ,

Рис. 3.9. Линеаризация данных Рис. 3.10. Кинетические кривые расхода
рис. 3.5 в координатах уравнения метанола (а) и накопления метана (б)

(3.83) и диоксида углерода (в) в процессе роста
Ms. vacuolata

равны (0,13 ±  0,01) ч - 1  и 1,15 +  0,15 и близки к ранее найденным 
парам етрам  для этой же системы по уравнениям (3.77) —(3.79).

В качестве другого примера рассм отрим  кинетику м етабо­
лизм а микробной популяции Methanosarcina vacuolata (рис. 3.10). 
Так как исследование кинетики процесса ведется по субстрату

Nили продукту, то  уравнение (3.83) при условии, что — < 0,1 ,
М ш

мож ет быть записано в виде

In So — Sj

so - s ' - n  , ф И Э Д .

In (P,/P,) ,
* 1 =  Ц +  Ф
‘i - ' i

p - P
In —  —

p ,- p .
t j - t l

(3.84)

(3.85)

О бработка экспериментальных данных по м етаболизм у Ms. 
vacuolata в координатах уравнений (3.84) —  (3.85) приводит 
к значениям:

Ф =  0 ,6 5 +  0,13 (данные по кинетике расходы метанола); 
ц =  (0 , 2 2  +  0 ,0 2 ) сут ~ 1;
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тическая кривая роста общ его числа клеток имеет типичный 
вид, вклю чаю щ ий экспоненциальную  фазу с замедлением роста 
и выходом  на предельный уровень. Соверш енно по-другому 
вы глядит популяционная кривая числа клеток (М я), сохраня­
ю щ их способность к делению (рис. 3 .12,6). Видно, что типичная 
кинетическая кривая изменения в системе жизнеспособных 
клеток в начальный период времени экспоненциально растет, 
достигает максим ум а и в дальнейш ем быстро падает, т. е. 
наряду с процессом экспоненциального роста жизнеспособных 
клеток протекает процесс их инактивации, заканчиваю щ ийся 
почти полны м объединением популяции по жизнеспособным 
клеткам. Через 15— 20 ч общ ий рост популяции достигает 
насыщения, при этом  в популяции остается всего лиш ь 
несколько процентов клеток, способных к делению.

Кинетические кривые типа представленных на рис. 3.12 могут 
бы ть получены на основе по крайней мере двух модельных 
представлений. Н азовем  эти модели прогрессирующая некомпе­
тентность и запрограммированный отказ. Рассмотрим  кинети­
ческие законом ерности для обоих механизм ов процесса.

Прогрессирующая некомпетентность. Изменение концентра­
ц и и  жизнеспособных клеток М я мож но представить в виде

^ р яМ я- Ш я) (3.88)

где ця —  удельная скорость роста делящ ихся клеток, которая
зависит от концентрации лим итирую щ его субстрата, являю щ е­
гося, в свою  очередь, функцией времени; X —  константа скоро­
сти инактивации, частота «отказов», приводящ их к потере
способности клеток к делению.

Накопление в системе «некомпетентных», не способных
к делению  клеток М, описывает уравнение

^ = Ш , .  (3.89)

Общее число клеток (М ) в системе определяется суммой:

(3.90)

(3.91)

Система уравнений (3.88)— (3.91) описывает основные законо­
мерности развития популяций. К  сож алению , аналитическое 
интегрирование этой системы уравнений неосущ ествимо, однако 
мож но получить достаточно детальную  информацию  о свой­
ствах системы на основе ее качественного анализа и численного 
интегрирования.

М =  Мд +  М;.
Соответственно

\ л
dt "•
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Важной особенностью  в поведении системы является ее 
экстремальны й характер по М а. К роме того, кинетическое 
поведение системы в значительной степени определяется дина­
микой изменения в системе концентрации субстрата.

Как видно из уравнения (3.88), по мере развития процесса 
первый полож ительный член его уменьш ается, второй отри­
цательный растет за счет роста Ма и соответственно возникает 
ситуация, в которой d M a/dt =  0. Э то условие максимума 
концентрации компетентных клеток.

Если принять, что удельная скорость роста как функция 
концентрации субстрата дается уравнением М оно (1.3), то  из 
уравнения (3.88) при условии d M a/dt =  0 следует

где tm —  время достижения м аксим ум а по М а.
Из уравнения (3.92) мож но найти концентрацию  клеток 

М (/т ) в момент м аксимальной плотности популяции по 
компетентны м клеткам:

Поскольку концентрация субстрата и общ ее число клеток 
М связаны линейно, концентрация субстрата в мом ент прохо­
ждения максимума по М а имеет вид

Время достижения м аксимума по М а соответствует точке 
перегиба на кинетических кривых роста общ его числа клеток 
М или расхода субстрата S (это следует из условия равенства 
нулю d  М j d t2 в точке перегиба). Интересно отм етить, что 
концентрация субстрата в максимуме по Ма или в точке 
перегиба кинетической кривой расхода субстрата определяется 
только кинетическими парам етрам и роста цт , X, Ks и не 
зависит от начальной концентрации субстрата.

А У добно проанализировать поведение системы в двух 
приближениях.

1. Начальный период развития процесса при малых глубинах  
расхода субстрата. В период экспоненциального роста кон­
центрация лим итирую щ его субстрата сохраняется практически 
постоянной: S (/) =  S0, ца =  цт , а. С оответственно уравнение (3.88) 
мож но записать в виде

(3.92)

(3.93)

(3.94)
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(3.95)

И нтегрирование этого уравнения при начальных условиях t =  О, 
M u =  M uo приводит к функции

Динамику изменения концентрации некомпетентных клеток 
мож но найти из уравнения (3.89), подставив в него уравнение
(3.96), и провести интегрирование:

Видно, что кинетику накопления биомассы  описывает экс­
поненциальная функция, при этом  определяемая на опыте 
удельная скорость роста дается уравнением

2. Развитие процесса на большую глубину, т. е. переход 
в режим истощения субстрата, когда S « 0  и р „ ~ 0 .

В этом  режиме, согласно (3.88), имеем

где M 0>m —  м аксим альная концентрация М в.
И нтегрирование этого уравнения приводит к функции

В этом  режиме концентрация компетентных клеток долж на 
экспоненциально падать.

Запрограммированный отказ. Ограничение роста клеточной 
популяции мож ет иметь специфический характер запрограм м и­
рованного отказа. Биохимические механизмы, останавливаю щ ие 
пролиферацию  клеток, имею т, по-видимому, различную  при­
роду. В настоящ ее время ясно, что в ряде случаев остановка 
роста связана с потерей чувствительности клеток к ростовы м  
ф акторам  среды. В качестве примера рассм отрим  особенности 
роста популяции лимфоцитов, индуцированного действием 
ростовы х ф акторов. Например, динамика появления и исчез­
новения на клеточной мембране Т-лимф оцитов рецептора 
к ф актору роста характеризуется тем, что бы страя экспрессия 
рецептора сменяется стадией его потери. Возможно, что

Ма =  М ио е < ^ “- Х̂ (3.96)

(3.97)

И наконец, из условия (3.90) находим

jyj  Цм, дМдО ,а — X)t

Цт.о-7.
(3.98)

(3.99)

d M

~dt
(3.100)

(3.101)
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«десенситизация» рецептора к ростовом у ф актору связана 
с механизм ом  его инактивации в процессе реакции.

Рассмотрим  кинетику процесса и проследим, как динамика 
экспрессии рецептора мож ет отраж аться на динамике роста 
клеточной популяции. Кинетику изменения числа рецепторов 
(R) на клеточной мембране достаточно строго описывает 
уравнение

R =  /* (e -x,- e - " ) ,  (3.102)

где А — постоянная, определяемая кинетическими парам етрам и; 
а  — кинетический коэффициент, связанный с динамикой роста 
количества рецепторов; X—  кинетический коэффициент, опре­
деляю щ ий скорость инактивации, потери рецептора.

Если предположить, что скорость деления клеток пропор­
циональна числу рецепторов на клеточной мембране, т. е.

Ц =  Ц0 К, (3.103)
то кинетика роста компетентных клеток будет дана уравнением

М а =  М о0ЦоК'. (3.104)

Если парам етры  а  и X отличаю тся существенно ( а » Х ) ,  то
уравнение скорости роста компетентных клеток будет иметь вид

M a =  M a0 e ^ ° e Ч '.  (3.105)

▲ Рассмотрим  свойства уравнения (3.105).
1. Число репликационно компетентных клеток экспоненци­

ально растет в начальный период времени (когда справедливо 
соотнош ение Xt « :  1):

М а =  М а0 е Цо?. (3.106)

2. Наличие максимума при

tm=  1/Х, (3.107)

т. е. время достижения м аксимума определяется только кине­
тическим парам етром  экспоненциального отказа и не зависит 
от концентрации субстратов, начальной концентрации клеток 
[уравнение (3.107) следует из условия d M a/dt =  0].

3. Коэффициент амплификации М а>т, или максимальное 
число компетентных клеток, определяется кинетическими па­
рам етрам и  процесса в соответствии с уравнением

^  =  е Цо/Х-е. (3.108)
М „о v ’

4. При бесконечно больш их временах процесса число ком ­
петентных клеток выходит на исходный уровень:
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Рис. 3.13. Кинетические закономерности роста В-лимфоцитов, индуцированного 
фактором роста В-клеток (кривая 1), и Т-лимфоцитов, индуцированного 
интерлейкином (кривая 2): прямые 3, 4 отражают преобразование кривых 1, 2 

в координатах уравнения (3.113)

lim М й =  М а0. (3.109)
Г—* 00

Уравнение (3.106) удовлетворительно описывает динамику при­
менения В- и Т-лимф оцитов в культуре ткани (рис. 3.13). Это 
уравнение получено из предпосылок, связанных с экспонен­
циальной потерей чувствительности клеток к ростовому ф акто­
ру, однако оно справедливо для лю бы х систем с экспонен­
циальным отказом  (экспоненциальная инактивация реплициру­
ю щ его комплекса, экспоненциальная инактивация ключевых 
ферментных систем и др.).

3.6.2. Сравнение и дискриминация кинетических моделей 
ограничения клеточного роста

Как следует из выш еизложенного, существует две группы 
механизмов, определяю щ их пределы роста клеточных популя­
ций: 1 ) расход лимитирую щ их субстратов; 2 ) появление в про­
цессе роста культуры субпопуляции клеток, потерявш их способ­
ность к активному делению. П оследню ю  группу механизмов 
мож но разбить на два подкласса: прогрессирую щ ая неком­
петентность и запрограм м ированны й отказ.

Отличить механизм истощения системы по субстрату от 
механизма появления неактивной субпопуляции клеток доста­
точно просто. Наиболее надежным способом представляется 
определение в процессе роста культуры числа клеток, способных 
к активному росту. Д ля бактериальных клеток это мож ет
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бы ть м етод  подсчета колоний при посеве на твердые среды 
для клеток культуры ткани —  метод, основанный на использова­
нии витальных красителей.

Как следует из рис. 3.12 и 3.13, ограничение роста как 
бактериальны х клеток, так и лим фоцитов связано с накоп­
лением неактивной клеточной субпопуляции. Естественно воз­
никает вопрос: мож но ли в рам ках этого механизма разгра­
ничить случаи запрограм м ированного  отказа и прогрессирую ­
щей некомпетентности?

Рассмотренные модели роста путем накопления субпопуляции 
клеток, потерявших способность к репликации, приводят к качест­
венно близким кинетическим картинам  развития активной 
субпопуляции клеток. Однако количественные различия позволяю т 
дискриминировать модели и из анализа экспериментальных 
данных получить информацию  о механизме остановки роста. 
Можно предложить следующие критерии дискриминации моделей.

▲ 1. Кинетическое поведение на начальном этапе развития 
процесса. Отклонение от экспоненциального поведения в случае 
механизма прогрессирующ ей некомпетентности определяется 
степенью конверсии субстрата и долж но наблю даться при 
достаточно высоких глубинах реакции, в то время как в случае 
запрограм м ированного  отказа отклонение от экспоненциаль­
ного поведения долж но наблю даться уже при малы х конверсиях 
субстрата.

Отклонение от экспоненциального роста в случае зап рограм ­
м ированного отказа весьма существенно. Из уравнений (3.88), 
(3.104) следует

41г>м„ ,
(3.110)

прогрессирующая некомпетентность

^  =  ц0 е - * ' ( 1 - ? 4  (3.111)

запрограммированный отказ

В условиях справедливости (3.110) d\n  M a /<7? =  const до 
20 40%  конверсии субстрата в случае запрограм м ированного
отказа с сам ого начала долж но наблю даться уменьшение 
тангенса угла наклона начального участка кривой в полу­
логарифмических координатах. Д аже при постоянной концен­
трации субстрата механизм запрограм м ированного  отказа 
обеспечивает полное прекращение клеточного роста.

Из рис. 3.14 видно, что культура Namalva, лиш енная 
м еханизм а запрограм м ированного  отказа, развивается экспо­
ненциально (2 ), что говорит о достаточном  количестве субстра­
тов, в то  время как нормальны е клетки В-лимфоцитов 
зам едляю т, а потом  прекращ аю т свой рост (7).
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Рис. 3.14. Сравнение кинетических 
кривых роста нормальных В-лим- 
фоцитов (1) и клеток лимфоидной  
культуры Namalva (2 ) (рост клеток 
индуцировался действием специфи­
ческого белкового фактора роста

Рис. 3.15. Сравнение кинетических 
кривых роста популяции Е. coli 
(кривая I)  и Т-лимфоцитов (кривая 
2) в координатах уравнения «за­
программированного отказа»

(3.113)
В-клеток)

2. Различия в кинетических уравнениях и их анализ. Из 
уравнения модели запрограм м ированного  отказа (3.105) следует

т. е. экспериментальные данные в случае реализации этого 
механизма остановки роста долж ны  линеаризоваться в коорди­
натах 1п(1/г) и 1п(Ма/М й0) от t, в то  время как кинетические 
данные по развитию  популяции с механизмом «прогрессирующей 
некомпетентности» не долж ны  описываться этим  уравнением.

Из рис. 3.15 видно, что экспериментальные данные по росту 
Г-лимф оцитов достаточно хорош о описываю тся уравнением
(3.112), т. е. остановка роста популяции лим фоцитов осущес­
твляется по механизму запрограм мированного отказа. Напротив, 
рост E.coli  не описывается уравнением (1.112) и, по-видимому, 
согласуется с механизм ом  прогрессирующ ей некомпетентности.

3. Запрограммированный отказ — жесткий механизм, ограни­
чивающий рост клеток. М аксимальное увеличение числа 
клеток определяется уравнением (3.108). Если известны р 0  

и X, то  мож ет бы ть вычислено теоретическое значение 
коэффициента амплификации. Так, из экспериментальных дан­
ных по росту E.coli, представленных на рис. 3.12, а также

(3.112)
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из серии нескольких независимых экспериментов бы ло оценено 
р « 2 ч -1 , Х. =  0 ,4 ч - 1 . С оответственно теоретический коэффи­
циент амплификации для этой системы ца т должен быть 
равен 6,35. Экспериментально наблю дается величина выше 
600. Видно, что рост популяции Е. coli не описывается 
уравнениями механизма запрограм м ированного  отказа.

Таким образом , сравнение экспериментальных данных по 
росту бактериальной и лим ф оцитарной клеточных популяций 
показы вает принципиальное различие в механизмах остановки 
клеточного роста. В то  время как предельная плотность 
бактериальной популяции определяется м еханизм ом  прогресси­
рующей некомпетентности, рост популяции В- и Т-лимфоцитов 
ограничивается механизм ом  запрограм м ированного  отказа.

•  П о-видимому, в механизме репликации клетки Е. coli 
залож ен процесс, приводящ ий к потере репликационного потен­
циала. Э то мож ет бы ть как специфическая инактивация 
репликационного комплекса (например, через терм оинактивацию  
или протеолиз), так и неспецифический процесс «старения» клет­
ки, связанный, например, с разруш ением мембранны х структур.

Ограничение роста лимфоцитарны х клеток происходит по 
существенно более «жесткому» механизму. Н аиболее вероятны м 
представляется механизм десенситизации рецепторов к специфи­
ческим белковы м ф акторам  роста.

В данной главе рассмотрены  кинетические уравнения, 
1  описываю щ ие динамику роста микробной популяции во 

всем диапазоне времени процесса. С учетом связи между 
*  расходом  субстрата и накоплением микробной биомассы 

уравнение скорости роста мож ет быть проинтегрировано 
и получено соотнош ение в неявной форме между числом 
клеток и времени. О днако и в неявной форме найденное 
решение мож но согласовать с экспериментальными данны ми 
и определить парам етры  роста популяции микроорганизма. 
Важно отм етить, что традиционное представление о замедлении 
скорости роста культуры при высокой плотности популяции 
(появление отрицательного квадратного члена) является от­
ражением расхода субстрата.

В данной главе обсуждается несколько методов, позво­
ляю щ их интерпретировать экспериментальные данные в рамках 
интегральной формы  уравнения роста. В ряде случаев наиболее 
удобен разностны й м етод  анализа полных кинетических кривых.

П ом им о расхода лим итирую щ его субстрата замедление 
роста мож ет бы ть вызвано накоплением продуктов ингиби­
торов роста, а также появлением в популяции клеток, потеряв­
ших способность к размнож ению . Последний случай можно 
описать в рам ках двух моделей: прогрессирую щ ая некомпетент­
ность и запрограм м ированны й отказ.
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Г Л А В А  4
ИНГИБИРОВАНИЕ РОСТА ПОПУЛЯЦИИ  

МИКРООРГАНИЗМОВ ИЗБЫТКОМ СУБСТРАТА

Одной из характерных особенностей роста м икроорганизмов 
являю тся часто наблю даемы е эффекты его ингибирования 
избы тком  субстрата. У дельная скорость роста культур м икро­
организмов на начальном участке зависимости растет с увеличе­
нием концентрации субстрата, выходит на «насыщение», а затем  
при высоких концентрациях субстрата начинает уменьш аться. 
В силу этого активный рост популяции становится возмож ны м 
лиш ь в узком диапазоне концентраций субстрата. Ф еномены 
такого рода требую т тщ ательного анализа и объяснения.

Рассмотрим  ряд кинетических схем, объясняю щ их эффекты 
ингибирования роста микроорганизм а избы тком  субстрата, 
и попробуем выявить общие их особенности.

4.1. КИН ЕТИ ЧЕСКИ Е М О ДЕЛ И  РОСТА 
С И Н ГИ БИ РО ВАН И ЕМ  СУБСТРАТОМ

4.1.1. Простейшая кинетическая схема

Простейш ий кинетический механизм, объясняю щ ий эффект 
ингибирования автокаталитической реакции избы тком  субстра­
та, мож ет бы ть представлен схемой

S +  N - ^ L  X — ^ 2 N (4.1)

XS
Если в рам ках химико-кинегического приближения записать 

систему уравнений для каж дого из состояний N, X и XS, 
концентрация которы х изменяется в ходе процесса, то  получим 
систему уравнений при условии, что концентрация субстрата 
постоянна и равна S0:

^  =  2 k X + k _ sX - k s S0 X; (4.2)

^  =  A:sS0 N + A :_iXS —(A: + k t +  k _S)X\ (4.3)

d- ^  =  k iS 0X - k - i(XS).  (4.4)
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Общее количество биомассы  М в системе равно

M =  N +  X +  XS (4.5)
или

4М  4 N  d X  d( X  S)
— = — + - 7-  + - ^ -  (4.6)dt  dt  dt  dt

П одставив уравнения (4.2) —  (4.4) в (4.6), получим

d M J V d X d _ £ S )  =  k x  
dt  dt  dt  dt

Если процессы на обратим ы х стадиях схемы (4.1) проте­
каю т относительно быстро и эти реакции имею т равно­
весный характер, то мож но вы разить связи между пере­
менными X, N и XS с помощ ью  уравнений для констант 
равновесия

(4.8)

К  = —  (4 9)
■ (XS) ’ ^

где Ks =  k „ J k s и Ki =  k „ ilki —  равновесные константы  диссо­
циации комплексов.

В этом  случае уравнение (4.5) мож ет бы ть записано в виде

M  =  X ( l + § + | )  (4-Ю)

или

х = — (4. 11)
1 + £ + ^

So к,

П одстановка этого соотнош ения в уравнение (4.7) приводит 
к дифференциальному уравнению

d М £М . . .

т г - г а -
50 К,

Решение его при использовании начального условия / =  0, 
M =  N 0  имеет вид

к
М (/) =  N 0e 1 +*./So+s0/*/. (4.13)

Общее число клеток экспоненциально увеличивается во времени, 
при этом  удельная скорость роста долж на бы ть представлена 
уравнением
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С войства этрго уравнения обсуждаю тся ниже, после анализа 
некоторых возмож ны х кинетических схем.

LU

4.1.2. Двухстадийная кинетическая схема

Рассмотрим  кинетическую схему с необратимой трансф орм а­
цией субстрата на первой стадии процесса:

S +  N  — ‘А+ х  **_»2N. (4.15)
к, S U k-i  

X S

П редставим себе, что промеж уточное состояние X способно 
обратим о и равновесно образовы вать комплекс с субстратом ,
при этом  состояние (XS) теряет свою  способность к делению
с образованием  двух новых клеток N.

Система уравнений по всем изменяю щ имся во времени 
переменным будет иметь вид (S =  S0)

^  =  2k2X - k 1S0N; (4.16)
at

^ = j f c 1 S0 N + ik _ ,(X S )-fc 2 X - ^ S 0 X; (4.17)

d̂ ±  =  k iS0X - k _ i(XS). (4.18)

Сложив уравнения (4.16)— (4.18), получим

(4.19)
dt dt dt dt

Если образование комплекса (XS) протекает быстро и равно­
весно [d (X S)/d t  = 0 ] ,  то  из уравнений (4.17) и (4.18) следует 
два важных соотношения:

Y S„N .
— Г - ’

(4.20)
i s  к ~ i_  X Sp

Эти соотнош ения позволяю т вы разить концентрацию  X через 
М на основе использования уравнения (4.5):
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х —    -  /  (4.21)
l + - — + — /

k t S0 К,

П одстановка этого соотнош ения в уравнение (4.19) приводит
к следую щ ему дифференциальному уравнению, которое легко
мож ет бы ть проинтегрировано:

dM 22)

dt 1 + А _ Л ‘ '
к,  S0 А',

Решение этого уравнения с использованием начального условия 
/ =  О, М =  N 0  дает уравнение экспоненциального роста

M (/) =  N 0 eM', (4.23)

где удельная скорость роста представлена функцией

к ,

|+ А _ + ? °
к, S0 К,

(4.24)

У дельная скорость роста, как и во всех предыдущих случаях, 
представлена коэффициентом перед переменной М в дифферен­
циальном  уравнении (4.22).

4.1.3. Трехстадийные кинетические схемы

Рассмотрим  более усложненные механизмы  развития авто- 
каталитического процесса с учетом возмож ной м ногостадий­
ное™ :

S +  N - M *  Xl - А х . - А ш .  (4.25)

XS

П редставим  себе, что субстрат равновесно образует комплекс 
с состоянием Х 15 блокируя его дальнейш ее превращение. 

С истема уравнений, соответствую щ ая схеме (4.25), имеет вид

™  =2Ar3 X 2 +  £ 1 SoN; (4.26)

^ i = A : 1 S 0 N + ^ _ i(X S )-fc 2 X 1 - ^ S 0 X 1; (4.27)

d- £  = ^ 2X j —к 3Х 2; (4.28)

^ = A : iS0X j - ^ _ i(X 1S). (4.29)
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Из это й \си стем ы  уравнений с учетом того, что
m = n + x 1 + x 2 + x 1 s ,

следует \
\  d M

dt
=  к 3Х 2.

(4.30)

(4.31)

Если принять во внимание, что d X ^ / d t  =  0, а также соответ­
ствую щ ие упрощ аю щ ие условия для уравнений (4.27) и (4.28), 
то будем иметь:

к i S0N  — к 2Х ^; 

№  = кз^-2’ 
>_(Х,) S0 

К,
(X .S ).

И з этих уравнений и уравнения (4.31) следует

М =  Х, 1 4 - ^
к  jSq к 2 \  К,

Соответственно (4.31) мож но представить в виде 
4М
~dt"

к3М

1 +- - + ^ П + |

(4.32)
(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

к  1S0 к 2 '

Решение (4.36) приводит к уравнению  экспоненциального роста 
с удельной скоростью

кг
к з к ъ 

1 + - — + — 
к\  S0 к 2

+
К

(4.37)

которое м ож ет быть модиф ицировано к виду

кг
1 + к 3/к

■So
(4.38)

r +  S0 +
\ + к 3/ к 2 К,k i( l+ k 3/k2)

Если Х 2 образует комплекс с молекулой исходного субстра­
та, то при этом  этот комплекс является нереакционноспособ­
ным с точки зрения последую щ их превращ ений, а кинетическая 
схема процесса мож ет бы ть записана в виде

3̂S +  N Ь х . Ь х2
Ю и к - ,

2N. (4.39)
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С оответствую щ ая система уравнений, описываю щ ая динамичес­
кое поведение автокаталитического процесса, и м ее у  вид

^  =  2A:3 X 2 -A :1 S0 N; (4.40)

^ i  =  ̂ S 0 N - f c 2 X i; (4.41)

^ ^  =  ̂ 2X j +A:_i (X 2 S) —Ar,S0 X 2 —/с3 Х 2; (4.42)

^  =  A:i S0X 2- A : _ i ( X 2S); (4.43)

M =  N +  X 1+ X 2 +  X 2s. (4.44)

Сложение уравнений (4.40) —  (4.43) приводит к дифференциаль­
ному уравнению

(4.45)

В условиях а такж е малости парам етров 1 / к 2 и I/к3

1 ( /х ,  , v  1 d X 2 , v  \
г —г <̂ к 2 Х 1', — —± <^кг Х 2 ) имею тся дополнительны е соот-К 2 м( /с з a t 1

ношения между переменными:

Х , = ^ Х 2; (4.46)
2

N = т у Х 2. (4.47)К j
К онцентрация комплекса X 2S мож ет бы ть найдена как функция 
концентрации Х 2 из уравнения для константы  диссоциации 
комплекса:

X 2S =  ̂ ,  (4.48)

Соотнош ения (4.46)— (4.48) и уравнение (4.47) приводят к функции

* 2 =  s J  I<<•«»)
1 + — + — + — —К,  к 2 A,S„

и соответственно к дифференциальному уравнению
т  А, м  (4 5 0 ^
4/ S0 А3 А3 

х, А2 A, S0
Решение (4.50) представляет собой экспоненциальную  функцию 
времени (f =  0, M = N 0)
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\где уделцная скорость

М (?) =  N 0 e M', 

роста дана функцией

(4.52)

(4.51)

0 1 . 1

или

1 1 = (4.53)

Проведение анализа нескольких схем процесса позволяет срав­
нить основные результаты  и выявить общие инвариантные 
и наиболее характерные свойства обсуждаемых закономерностей 
ингибирования роста м икроорганизмов избы тком  субстрата.

▲ Если проанализировать уравнения удельной скорости 
роста для всех рассмотренных механизмов процессов, то 
мож но увидеть, что все кинетические схемы приводят фор­
мально к одному и том у же уравнению

У равнение качественно соответствует наблю даем ы м  зависи­
м остям  скорости роста от концентрации субстрата. При малы х 
концентрациях в условиях S § //fi3(M,« :S 0, S0 « ;^ : s3(M) удельная 
скорость роста долж на увеличиваться с возрастанием  концент­
рации субстрата:

П ри больш их концентрациях субстрата, когда 8 о » Л ^ зфф

т. е. скорость роста долж на уменьш аться при увеличении 
концентрации субстрата и в пределе долж на стремиться к нулю.

Очевидно, что зависимость удельной скорости роста от 
концентрации субстрата проходит через максимальное значение 
(рис. 4.1).

Экспериментально при проведении исследования удельной 
скорости роста от концентрации субстрата м огут бы ть найдены 
три параметра: д т , Ks,|фф и Л^зфф (методы определения этих 
парам етров обсуждаю тся в последующих разделах этой главы).

В табл. 4.1 приведены функции цт , ЛГ5Эфф и Л'Ьфф для всех 
рассмотренных кинетических схем.

(4.55)

и S0  »  АГ„

Ц (4.56)
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а  кривые зависим ости  при п остоянной  А ,- 1 1  (1 4 М и различны х значениях 
А-, 10 М:  ̂ I — 1,0; 2 —  2,0; 3 — 3,0; 4 —  5,0; 6 — кривые зависим ости  при 
постоянной К: = 4 1 0  4 М и различны х значениях К, • 104 М: 1 —  0,5; 2 — 1 0 '

3 — 1,5; 4 —  2,5

Таблица 4.1
Кинетические параметры процессов роста популяции микроорганизмов с ингиби­

рованием избытком субстрата

№ К инетическая схема ифф ^Чэфф

1. S +  N к  X Л  2N к K s K;

X +  S 5  XS

2.
fcj к2

S +  N - X - 2 N  
К

X +  S J  XS

k 2 к г / к г

3.
fcj к2 к,

S +  N -*  X, - » X 2 4  2N 

X,  +  S S  X ; S

k 3 k 3 1

\ + k 3/ k 2 к , [ \ + к 21 к2 )

4. S +  N  кЛ х 1 кЛ х 2 ->2N 

X2 +  S ^  X2S

k 3 k 3 1

l + k 2/ k 2 k\  (1 + k 3/ k 2) (:i + k 3/ k 2) K ,,
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Видно, что в зависимости от механизма процесса дт , K s,)фф 
и могут иметь несколько различаю щ ийся смысл.

•  качественно общ им свойством всех обсуждаемых меха­
низмов является образование комплекса промеж уточных со­
стояний со второй молекулой субстрата, т. е. комплекса, 
которы й не обладает реакционной способностью  для дальней­
шей трансформации. Сравнение кинетических схем 
3 и 4 (табл. 4.1) показы вает, что принципиально неважно, 
с каким ком понентом  процесса X ls Х 2 или каким-либо 
последую щ им происходит комплексообразование. У равнения, 
описываю щ ие кинетику процесса, будут соверш енно аналогич­
ны. П о своему физическому смыслу кинетические схемы, 
приведенные в табл. 4.1, могут иметь два равноправных 
истолкования.

При чисто автокаталитическом  истолковании исходят из 
предположения, что X t , Х 2, ..., Х„ —  интермедиаты  в механиз­
мах трансф орм ации субстрата в активном центре лим ити­
рую щ ей ферментной системы. С тадия удвоения катализатора 
предствляет собой стадию  биосинтеза белка. И нтермедиаты  
Х 1 5 ..., Х„ способны образовать совокупность м етаболитов, 
необходимы х для удвоения активных центров лимитирую щ его 
фермента. О бразование нереакционноспособного комплекса суб­
страта с лю бы м  из интермедиатов приводит к ингибированию  
процесса, поскольку мож ет происходить блокировка синтеза 
метаболитов, необходимых для удвоения активных центров 
катализатора.

Второе истолкование предполагает, что N , Х 1? Х 2 пред­
ставляю т собой состояния клетки на различных этапах ее 
развития. О бразование комплекса субстрата с каким-то специ­
фическим ком понентом  клетки мож ет блокировать ее дальней­
ший цикл развития. Э то мож ет привести к ингибированию  
роста клеточной популяции при высоких концентрациях суб­
страта.

4.2. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е П АРАМ ЕТРО В РОСТА П О П У Л ЯЦ И И  
М И К РО О РГА Н И ЗМ О В В Э К С П О Н ЕН Ц И АЛ ЬН О Й  ФАЗЕ 

П РИ  И Н ГИ БИ РО ВАН И И  ПРОЦЕССА  
ВЫ СОКИМ И К О Н Ц ЕН ТРА Ц И ЯМ И  СУБСТРАТА

У равнение удельной скорости роста микроорганизм ов при 
ингибировании процесса субстратом  можно представить сле­
дую щ им образом:

йгл̂ о (4.57)
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При анализе экспериментальных данных часто приходится 
вычислять парам етры , входящ ие в это уравнение.

Уравнение (4.57) —  трехпараметрическое и достаточно часто 
используется в стационарной кинетике ферментативного катализа. 
П ом им о субстратного тормож ения трехпараметрическое уравне­
ние описывает p H -зависимости ферментативных реакций, актива­
цию, ингибирование ионами м еталлов и другие процессы. Д ля 
определения числовых значений парам етров, если Л ^ ф  и Л^.)фф 
существенно различаю тся, например А'„фф/ ^ зфф < 0 , 1 , с достаточ­
ной степенью  точности мож но использовать асимптотические 
приближения. При относительно низких концентрациях субстрата, 
когда S0  « :  А̂Ьфф, уравнение (4.57) трансформируется к виду

<4 -58)Л5Эфф ' 0̂
т. е. представляет собой обычное уравнение М оно, из которого 
стандартны м и способами могут бы ть найдены параметры
Ц« и К -  .

П ри высоких концентрациях субстрата (S0  »  ^ эфф) скорость 
роста микроорганизм а будет описываться уравнением

(4.59)
1 + >

эфф

Из этого уравнения при использовании анам орф озы

-  =  -  +  — S0  (4.60)

могут быть найдены парам етры  дт и эфф.
Если константы  ЛГ5Эфф и А'Ьфф соизмерим ы , использование 

указанных приближений приводит к больш им  ош ибкам . В по­
добных случаях лучше использовать разностны й метод, раз­
витый О. М. П олтораком  с сотр. (1976). С ущ ность метода
заклю чается в следую щ ем. Уравнение (4.57) мож но преобра­
зовать  к виду

у  =  а х 2 +  Ьх +  с, (4.61)

где а, b и с —  постоянные; у  и х —г- некоторы е функции
экспериментально определяемых переменных величин. Н апри­
мер, уравнение удельной скорости при ингибировании субстра­
том  мож но записать так:

! о _ ^ ф ф + 1 § о + _ 1  S 2  ( 4 6 2 )

эфф

В этом  случае у  =  S0 /p , x  =  S0. Если провести измерение 
скорости при двух различных концентрациях субстрата х, и х т
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и вычислить соответственно у , и у т, то, взяв разность между 
этими величинами, будем иметь

А у =  а А х { х 1+ х т) +  ЬАх. (4.63)

Э то уравнение мож но представить следую щ им образом :

Yx =  a { x i + x m) + b ,  (4.64)

где А у / А х — отнош ение разностны х функций.
Как видно из уравнения (4.64), из зависимости А у /А х  от 

(х, +  х т ) мож но найти парам етры  а и Ь. И з уравнения (4.62) 
следует, что а =  1/(рт Л'1-.,фф), Ь =  1 /рт . Э то позволяет определить
парам етры  рш и Л^эфф. Д ля нахождения парам етра Л ^ фф
воспользуемся преобразованием:

1 _ * « , фф 1 + 1  * +  J _  ( 4 6 5 )
HS0 цт So цт S 0 Kt эфф

Если использовать другие переменные, т. е. y = l / ( p S 0) 
и x = l / S 0, то соответствую щ ее уравнение запиш ется в виде

A(i /nS„)_  1 к , т
A(l/S0) Цт Цт S I + \  S

0  / I  '  0

(4.66)

Из линейной зависимости А у /А х  от (.v, +  .vm) будут найдены 
парам етры  1 / р т и Л:„фф/р т и тем  сам ы м  парам етры  рт и Л:5Эфф.

•  Разностные м етоды  —  удобный инструмент при анализе 
многопараметрических уравнений. О днако применять их следует 
с известной осторож ностью . Н апример, они м ало  пригодны 
для экспериментальных данных, полученных с больш ой случай­
ной погреш ностью , так как разностны е функции даю т зна­
чительный разброс точек, что приводит к высокой неоп­
ределенности в искомых парам етрах. К ром е того, при по­
строении разностных функций необходимо использовать д о ­
статочно больш ие значения Ау и Ах, так чтобы они сущ ест­
венно превосходили случайную ошибку эксперимента. 
Ц елесообразно для вычисления разностей применять значения 
функций на различных «восходящих» и «нисходящих» участках 
экспериментальной зависимости.

4.3. АНАЛИЗ П О Л Н О Й  К И Н ЕТИ Ч ЕСК О Й  К РИ ВО Й  РОСТА

Рассмотрим  кинетику процесса до полного исчерпания 
субстрата. Дифференциальное уравнение роста культуры в усло­
виях ингибирования субстратом  имеет вид
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dU
ИГ

H.M S

As+ S  + 5 !’
a ,

(4.67)

где S — текущ ая концентрация субстрата; К,  и —  эффективные
значения субстратной константы и константы ингибирования. Это 
уравнение после разделения переменных мож но записать в форме

MS м
d M  +  - — d M  =  \imdt. 

К, м
(4.68)

Первый член этого уравнения соответствует обычному случаю 
без ингибирования субстратом, и при его интегрировании 
мож но воспользоваться полученной ранее интегральной формой 
уравнения (3.27).

С учетом балансового соотнош ения S =  S 0  +  ^  — у  интеграл
S ' 5

от второго слагаемого уравнения (4.68) имеет вид

S4M
Лем"

м „ N0 М N0
S° + ~ F ~ ‘F  so + ^ r  м ,

K', /M  =  — ^ l n ^ - - L ( M - N 0).(4.69)
А, Г.A,M K, N n

N„
П оскольку обычно достаточно строго выполняется неравенство 
S0  :»  N 0/Y s, интегральную  ф орму уравнения (4.67) можно 
записать следую щ им образом :

1 +  *  +  *  
Sn А,

i _ M N .
N 0 S0 \ Mm A,K,

(M —N 0) =  pm/. (4.70)

Видно, что отличие этого уравнения от уравнения для процесса 
в отсутствие ингибирования субстратом  заклю чается в дополни­
тельном члене при множителе первого логарифмического 
слагаем ого и в дополнительном  отрицательном  линейном 
члене. Из уравнения (4.70) следует, что при К { -* со (отсутствие 
или очень «плохое» ингибирование субстратом ) уравнение 
(4.70) трансформируется в обычное интегральное уравнение 
роста культуры  [см. (3.27)].

Уравнение (4.70) мож но преобразовать к виду

In
М

Nn
KJ  So
к  So 

1+ —  +  —  
So К,

In I
м .

M - N 0

- и
A, S0

1+7Г + Т7
(4.71)

П равая часть выражения (4.71) представляет собой удельную 
скорость роста культуры в экспоненциальной фазе. Д ействи­
тельно, когда величина М близка к N 0 (M — N o « 0 ), уравнение 
(4.71) трансф ормируется к
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I n — =  ц / ,  (4 .72)
где

(4.73)

У дельная скорость роста культуры в этом  случае является 
экстремальной функцией концентрации субстрата: при низких 
концентрациях субстрата скорость роста культуры растет 
с увеличением его концентрации, при высоких —  падает. Д ля 
того  чтобы  выявить ингибирование процесса роста культуры 
избы тком  субстрата, в первую очередь необходимо исследовать 
его динамику в экспоненциальной фазе и показать соответствие 
экспериментальных данных уравнению  (4.73).

Рассмотрим  приближенное решение в условиях справедли­
вости разложения второго логарифмического члена уравнения 
(4.71) в степенной ряд и при использовании первого линейного 
члена разложения (это разложение справедливо до значений 
0,5— 0,6 по глубине конверсии субстрата). Разложение этого 
логарифмического члена в ряд имеет вид

М я )  М т 2 ^  м т )  м т )
Если переменная (М — N 0 ) /M m 1, то  это быстросходящ ийся 
ряд; для приближенного решения мож но воспользоваться 
первым членом этого ряда. При таком  условии l n [ l — (М — N 0)/ 
/М т ] к  —(М — N 0 ) /M m и уравнение (4.71) трансформируется в

— £ 44 - - ^  <4 7 5 >

Если учесть, что M m/Y s « S 0, то  мож но отрицательны й член 
этого уравнения представить в виде

M - N 0 ( M - N q)Sq

Ц 1+§ + | )  M"KV + so+si
Таким  образом , уравнение (4.71) мож но записать так:

(4.76)

=  ,4.77)
N n

где
"к,  s0

Ф =
1 + — + — 

S0 К,
So к,

(4.78)
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С ледовательно, в этом  уравнении удалось сгруппировать 
переменные таким  образом , чтобы  экспериментальные данные 
мож но бы ло представить в виде линейной анам орф озы , при 
этом  парам етры  Ф и ц зависят от начальной концентрации 
субстрата, что позволяет идентифицировать случай развития 
процесса с ингибированием избы тком  субстрата.

•  Уравнение (4.27) является общей ф ормой уравнения роста 
до глубин 0,5 0,6 и справедливо как для процессов без
осложнений роста, так и для процессов ингибирования продук­
то м  (см. гл. 5). Э то же уравнение выполняется и для роста 
культуры, ингибируемой избы тком  субстрата.

П араметры  ц и Ф могут быть найдены по известной процедуре 
линеаризации экспериментальных данных в координатах уравнения

ln(M/N0) _  ф  M -N 0 (4 79)
/ fM m v ’

или разностного уравнения
ш(м,/м л _  ф  ч . - Ч . (480)

i , - i,  ) м .

▲ Как видно из уравнения (4.78), парам етр Ф весьма 
сложно зависит от начальной концентрации субстрата. М ожно 
выделить три области этой зависимости.

1. — »  — или S0  «  J КSK {. При этом  
S 0 Ki

Ф =  - Л - .  (4.81)
t f s +  S 0

П арам етр Ф не вклю чает в себя константу ингибирования, 
и, следовательно, ингибирование избы тком  субстрата не обна­
руживается.

2. ATf/S 0  Sq/АГ,- или S0  «  J K sK t. Здесь проявляется макси­
мальная независимость удельной скорости роста от концентрации 
субстрата, при этом  Ф « 0 , а микробная популяция развивается 
строго экспоненциально вплоть до глубины конверсии 0 ,6 — 0 .8 .

К S г-------3. — <§: — или S0 » у / KtKs. В этой области Ф имеет 
So Ki

отрицательное значение:

<482)
а скорость роста культуры увеличивается по мере израсхо­
дования субстрата; накопление продукта реакции и рост клеток 
опереж аю т экспоненциальный рост.

Для того чтобы определить константу ингибирования из­
бытком субстрата, необходимо исследовать зависимость от 
концентрации субстрата, в первую очередь в режиме S0  »  KSK{.
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П ри этом  мож но воспользоваться преобразованием  уравнения 
(4.82) к виду

— 1 /Ф =  1+KJ S Q.  (4.83)
Л инеаризация экспериментальных данных в координатах 

зависимости — 1 /Ф  от 1/S0 позволяет определить К (.
В общ ем случае при анализе зависимости Ф от концентрации 

субстрата мож но использовать трансф орм ированное уравнение

4 I + H )=STT' (484)
Необходимо обратить внимание, что

1 +  ^  +  ^  =  ^ .  (4.85)ъ0 Л, (i
С учетом соотнош ения (4.85) уравнение (4.84) запиш ется как

Ф ^  =  Г ~ Т -  (4-86)ц а0 л.
Уравнение (4.86) мож но представить следую щ им образом :

 L (А « 7'1
nS0 к,' ( ■ *

при этом  весь пул измерений при росте культур м икро­
организм ов в условиях ингибирования субстратом  должен 
линеаризоваться в координатах зависимости ® pm(pS0) от 1 /S q - 
Из этой зависимости определяю тся парам етры  Ks и К {.

При анализе экспериментальных данных, если есть осно- 
1  вания считать, что процесс мож ет ингибироваться избы т­

ком субстрата, мож но рекомендовать следую щ ую  про­
цедуру. Н еобходимо исследовать зависимость накопления 

клеток (или продуктов реакции) в экспоненциальной фазе при 
различных начальных концентрациях субстрата с определением 
ц известными и описанными ранее способами. Если зависи­
м ость обнаружит экстремальны й характер (см. рис. 4.1), это 
будет однозначно свидетельствовать в пользу процесса с ин­
гибированием избы тком  субстрата.

Однако информацию о том, что развитие микроорганизма 
связано с ингибированием избытком субстрата, можно получить 
и из анализа одной-единственной кинетической кривой роста. Если 
использовать линеаризацию экспериментальных данных в коор­
динатах уравнений (4.79), (4.80) до степени конверсии 0,4— 0,6, 
то можно определить значения ц и Ф. В том  случае, если 
найденное Ф отрицательно, можно с уверенностью утверждать, 
что процесс протекает с ингибированием избытком субстрата.
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Г Л А В А  5

И Н ГИ БИ РОВАН И Е РОСТА 
ПОПУЛЯЦИИ М И КРО О РГАНИ ЗМ О В  

П РО ДУ КТАМ И  ФЕРМ ЕНТАЦИИ

Один из наиболее часто встречаю щ ихся эффектов, приводящ их 
к отклонению  кинетики роста м икроорганизм ов от экспонен­
циальной кривой, связан с ингибированием их роста про­
дуктам и ферментативных превращений. Накопление какого-ли­
бо одного продукта превращ ения субстрата или их совокуп­
ности способно приводить к зам етном у уменьш ению  скорости 
роста культуры, переходу ее в стадию  стационарного роста 
и даже к полной остановке процесса.

В качестве иллю страции мож но указать, что наиболее 
типичным случаем ингибирования роста м икроорганизм а про­
дуктам и жизнедеятельности является случай накопления 
в культуре органических кислот, снижаю щ их значение pH 
среды культивирования. Как известно, скорость ф ерм ентатив­
ных процессов и, как следствие, скорость роста м икроорганиз­
мов p H -чувствительны. Если протоны , взаимодействуя с фун­
кционально важны ми компонентами клетки, блокирую т ме­
таболические процессы, феноменологически это означает, что 
они выступаю т в качестве ингибиторов роста.

Д ругим  характерны м прим ером  могут быть процессы, 
протекаю щ ие с накоплением органических продуктов, в част­
ности спиртов. Как правило, спиртовое брожение останав­
ливается при накоплении в системе определенной концентрации 
продукта. Эффекты такого рода весьма распространены, в силу 
этого они требую т тщ ательного кинетического анализа.

5.1. К И Н ЕТИ Ч ЕСК И Е М ОДЕЛИ  И Н ГИ БИ РО ВАН И Я П РО ДУ К ТО М

Рассмотрим кинетику роста микробной популяции в при­
ближении, учиты ваю щ ем кинетически дискриминированны е два 
процесса: стадию  взаимодействия субстрата с клеткой и стадию  
деления клеток.

5.1.1. Ингибирование продуктом 
на стадии взаимодействии субстрата с клеткой

Если продукт реакции Р образуется на второй стадии, 
а процесс ингибирования заклю чается во взаимодействии
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продукта с формой N, то  кинетическую схему процесса мож но 
представить в виде

S +

( 5 . 1 )

NP

Качественно ингибирование процесса продуктом заклю ча­
ется в том , что образуется его комплекс с активной формой N, 
при этом  частица N P теряет способность к осущ ествлению 
последую щ его превращения в X и дальнейш ему делению  клетки. 
При развитии процесса с накоплением продукта все больш ая 
и больш ая доля N долж на уводиться из реакционноспособного 
состояния, что долж но торм озить  процесс роста культуры.

В режиме постоянства концентрации субстрата (S =  S0) 
переменными во времени ком понентам и системы являю тся 
частицы X, Р и NP. Эти переменные связаны между собой 
системой дифференциальных уравнений

л/N
~  =  2 £ 2 X - A : 1 S 0 N - £ i P N + £ _ i ( N P ) ;  ( 5 . 2 )

" - M . N ( 5 . 3 )

/7NP
^ ^ . P N - A r ^ N P ) .  (5.4)

Сложение этих уравнений с учетом того, что общ ая биомасса 
М является суммой концентраций отдельных составляю щ их, т. е.

M =  N +  X +  N P, (5.5)

приводит к соотнош ению

" = " + ^ + в = * 2 Х .  ( 5 . 6 )
dt  dt dt  dt

Если продукт Р выступает в качестве бы строго и обратим ого 
ингибитора (это означает, что d{H?)jdt  « 0 ) ,  то процесс о бразо ­
вания комплекса активного центра какого-либо фермента 
с продуктом может быть охарактеризован константой равновесия:

К  — — ^  71
(5-7)

В этом  режиме динамика накопления продукта описывается 
уравнением

£ £ - * , Х ,  (5.8)

где Ер стехиометрический коэффициент, характеризую щ ий 
количество продукта на единицу клеточной биомассы.
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И з уравнений (5.6) и (5.8) следует весьма важное со­
отношение

YpdP =  dM.  (5.9)

Э то означает, что продукт реакции и биомасса связаны между 
собой простой линейной связью

Ур(Р —Р0) =  (М —N 0) или, если Р0 « Р ,  N 0 « :M , то  УрР ж М .
(5.10)

Д ля дальнейш его анализа воспользуемся условиями малости 
парам етра при производной в уравнении (5.3). Если значение 
константы  скорости процесса к 2 достаточно велико, то  в урав­
нении (5.3) мож но пренебречь членом (1 / k2) dX/ d t  по сравнению  
с X. Э то приводит к следую щ ему соотнош ению  между 
переменными:

N =  (5.11)
К , So

С учетом (5.11) уравнение (5.5) мож но записать в виде

м-х(>+&+&0 (5-|2) 
Если учесть, что переменные Р и М связаны линейно по 
уравнению  (5.10), то  будем иметь

Х =  £  г . (5.13)
м

1 + *1 8 о1 ‘ + УЛ
П одставляя это выражение в (5.6), получим дифференциальное 
уравнение, описываю щ ее динамику изменения в системе общ его 
количества клеток или общей биомассы:

«.s0l y, k,

(5.14)

У равнение (5.14) мож ет бы ть записано в форме

<т
~dt

где

М = » „ М ,  (5.15)

Ср~ Л Р\  <5 1 6 >
х. + 5ок

( р т= к 2, K = k 2 / k v  P =  M /Y p).
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Видно, что по своему содерж анию  уравнение (5.16) соответ­
ствует случаю  конкурентного ингибирования продуктом. Э то 
уравнение с разделяю щ имися переменными

. + ! = и £ + -
к

ktS0
- dM =  k 2dt, (5.17)

YpklS0Ki

которое мож ет быть достаточно просто проинтегрировано:
М М I

d  М
~dt

d  M =

или
11 м  ,

1П---- h
N0 YpK i k 2 +  k i S0

t —  )* ,S 0 )

dt (5.18)

(5.19)

Если процесс развивается достаточно глубоко, то  в урав­
нении (5.19) мож но без особой погреш ности пренебречь N 0 
по сравнению  с М и тогда оно прим ет вид

1 м  , In — Ь
N0

1 ^ 2  ^
YpK i k 2-\-k l S0 к  2 ky Sq

(5.20)

С ледует обратить внимание на то, что множ итель перед 
t в правой части уравнения (5.20) представляет собой удельную 
скорость роста м икроорганизм а в отсутствие процесса ингиби-

к  к  S \
2 1 0 1 С учетом этого уравнение

=  цг. (5.21)

рования продуктом  I д
\  к 2 +  к х S0

(5.20) мож но записать так:

1 м _ ц М _

N0

▲ Система будет функционировать в двух принципиально 
различающихся крайних реж имах.

1. Если соотнош ения парам етров уравнения (5.21) таковы , 
что в исследуемом интервале времени

цМ1 м1п —  » -
N0 Y .K ,k t  S0

(5.22)

(например, исклю чительно велика константа ингибирования, 
А^->оо), то  кинетика роста популяции м икроорганизм а имеет 
обычный экспоненциальный вид

М (/) =  N 0e t“ (5.23)

и процесс ингибирования продуктом никоим образом  не 
отраж ается на кинетике роста популяции. Эффекты ингиби­
рования пренебрежимо малы.

125



2. Если соотнош ения парам етров уравнения (5.21) таковы , 
что имеет место обратное неравенство

In — <§;— ^ — М (5.24)
N 0 YpK ,k l S0 v

(м ало значение K t или k 1S0), то  кинетика роста культуры 
не описывается экспоненциальной кривой и долж но наблю дать­
ся линейное увеличение биомассы:

M(t )  =  k 1S0 YpK it. (5.25)

Д ля выявления необходимых соотнош ений между парам е­
трам и, регулирую щ их направление неравенств (5.22) и (5.24), 
запиш ем (5.22) в виде

—  » е х р ( — ^— М ) .  (5.26)
N 0 So )  У ’

Поскольку сравнивать функции, указанные в правой и левой частях 
неравенства, достаточно неудобно, сравним их производные в точке 
М =  0, так как неравенство производных в этой точке практически 
однозначно приводит к неравенству функции при произвольном М. 
Дифференцирование правой и левой частей неравенства (5.26) по 
переменной М в точке М =  0 приводит к выражению

1*
n 0 W i s<>

или
M-Nq

(5.27)

, „ « 1 .  (5.28)
W i S o  v '

Соотнош ение (5.28) мож ет бы ть записано как

 ^  r d .  (5.29)
YpK i (k2+ k l S0) v ;

С учетом того что в рам ках используемой схемы k 2 / k1 =  Ks,
неравенство (5.29) будет иметь вид

- 7No - ч<к 1. (5.30)
У ^ ( 1  +  80 /А .) V

Из этих неравенств следует, что экспоненциальный или ли­
нейный рост микробиологической системы зависит от многих 
парам етров: начальной концентрации клеток, удельной ско­
рости роста, концентрации субстрата. О днако наиболее важным 
является значение Kt. Н а качественном уровне мож но утвер­
ж дать, что чем меньш е А), тем  больш е значение коэффициента 
перед линейным членом уравнения (5.21) и тем  сильнее 
проявляю тся эффекты ингибирования продуктом.
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Введем безразм ерную  переменную M /N 0. Уравнение (5.21) 
при соизмеримых М и N 0 мож но записать в виде

М

или

1 п |  *  ) +  _ ^
1 N J  YpKik j S0 \  N 0

- 1  = ц /

= р / ,

(5.31)

(5.32)

где 9  =  N 0p/(/TiA:1 S0 Yc). Э то  уравнение мож ет быть пред­
ставлено рядом  линейных модификаций:

1 . М M/N0--1п —  = Ц — ф 0
I N0 К У /

In (М/ N 0)— I 

ln(M/N0)_

=  1 + ф

M /N 0—1 M /N 0—1

M / N 0—1 
In (M / N0)

■ф.

(5.33)

(5.34)

(5.35)

Если механизм  процесса сопряжен с ингибированием продуктом 
реакции, то  экспериментально наблю даемы е зависимости долж ­
ны линеаризоваться в координатах уравнений. Н апример, как 
следует из уравнения (5.33), долж на сущ ествовать линейная 
зависимость экспериментально определяемой величины (1 / ? )х 
x l n ( M / N 0) от ( M / N 0—1 )/ t .  В соответствии с уравнением

(5.33) отрезок, отсекаемый этой линейной зависимостью  на 
оси ординат, равен удельной скорости роста; тангенс угла 
зависимости дает парам етр  ф.

•  Величина ф является безразм ерны м  парам етром  и харак­
теризует эффекты ингибирования продуктом. Если эксперимен­
тально найденное значение ф близко к нулю, то  мож но 
утверж дать, что в исследуемой системе отсутствую т эффекты 
ингибирования продуктом. Если значение ф в рам ках статисти­
ческой ошибки отлично от нуля, это говорит о зам етном  
вкладе ингибирования продуктом в кинетику роста популяции. 
Значение константы  ингибирования К{ мож но определить из 
уравнения для ф, если известны парам етры  удельной скорости 
роста и значение N 0/ Y p.

5.1.2. Ингибирование продуктом 
на стадии деления клетки

Рассмотрим  кинетику роста микробной популяции для 
двухстадийной схемы в предположении, что ингибирующ ее 
воздействие продуктом  осущ ествляется на стадии взаимодейст­
вия его с промеж уточной ф орм ой  X:
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s + N^ u ^ t 2N (5.36)
M l P

X P
Так же как в рассмотренном  выше случае, для кинетической 
схемы мож но записать соответствую щ ую  систему дифферен­
циальных уравнений. П ри использовании предположения о м а ­
лости парам етра в уравнении для скорости изменения формы 
X эта система уравнений сведется к решению дифференциально­
го уравнения вида

dt ( М к 2
(5.37)

И Л И

dt
где

^  =  Ц„М, (5.38)

ц _  Pm/Q+P/K-l) g (5 39)
Цр [Xs/(1 +  P/X,.)] +  S0 ° '

Ф орм ально это эквивалентно случаю  бесконкурентного ингиби­
рования (одинаковое влияние продукта на ц„, и Ks). И нтегриро­
вание этого уравнения приводит к функции

или
' м

In

W 4 s ,
N o j  у  К ( .  k 2 \  у N 0 J  1 + k 2/(k lS0)

\  +  г  ( — — 1 )=  (5.41)

Полученное уравнение полностью  аналогично рассмотренно­
му уравнению  (5.32) с той лиш ь разницей, что для механизма 
(5.36) парам етр ф имеет вид

Ф = --------------------------------------------------------(5 -4 2 )к2

5.1.3. Одновременное ингибирование продуктом 
обеих стадий

Наконец, мож но рассм отреть и третий случай, когда 
продукт жизнедеятельности м икроорганизм а одинаково взаим о­
действует с ф орм ам и N и X, равновесно уводя их из 
автокаталитического процесса:
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S + N - ^ 2 -  X 2N

*4f *4f p
N P X P

(5.43)

В этом  случае основное уравнение роста популяции мож но 
записать следую щ им образом :

</M k 2S0M

dt (S0 + k 2l k l ) [ \ + M I ( Y pK l)]
или

(5.44)

(5-45)
где

и = ________   ("5 46)
Цр (Б0+К' ) ( \+Р/ку

И нгибитор влияет только на рт , т. е. это случай неконкурентно­
го ингибирования продуктом  [см. (2.47)].

Интегрирование (5.44) при начальном  условии / =  0, M =  N 0 
приводит к уравнению

(5-47)N 0 YpK i \  N 0 J

где |i, как и в предыдущих случаях,—  истинное значение 
удельной скорости роста при данной концентрации субстрата, 
не осложненное ингибированием продуктом.

▲ О бщ им свойством уравнений (5.32), (5.41), (5.47), описы­
ваю щ их процесс роста с ингибированием продуктом, является 
отличие ф  от нуля. Если ф  близко к нулю , процесс в рас­
см атриваем ы е промежутки времени развивается экспоненци­
ально и эффектами ингибирования мож но пренебречь.

Д ля обсуждаемых выше случаев долж на наблю даться 
зависимость парам етра ф  от концентрации субстрата:

Ф =  — 5- (неконкурентное ингибирование); (5.48)
YpKi

Ф  =  — К~— (конкурентное ингибирование); (5.49)
YpKi S 0 +  X s

ф  =  — — (бесконкурентное ингибирование). (5.50)
YpKj  S  0 +  K s

Если ингибитор взаимодействует с формой N, то  увеличение 
концентрации субстрата долж но приводить к уменьшению 
парам етра ф .  П ри взаимодействии ингибитора с ф орм ой X рост 
концентрации субстрата должен увеличивать ф  по зависимости 
с «насыщением» при высокой концентрации субстрата.
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Рис. 5.1. Зависимость ф (S) для различ­
ных кинетических схем с ингибирова­
нием роста популяции микроорганиз­

мов продуктом ферментации:
1 — неконкурентное ингибирование; 2 — бес­
конкурентное ингибирование; 3 — конку­
рентное ингибирование; 4 — неосложненный

рост

О

5,о

•  Н а рис. 5.1 приведены кривые зависимости (p(S) для 
обсуждаемых кинетических схем, а также для неосложненного 
роста. Зависимости <p(S) м огут бы ть основой для дискримина­
ции механизм ов ингибирования.

Рассмотрим  несколько более общ ий случай в рамках 
трехстадийной кинетической схемы:

Будем считать, что продукт способен образовы вать  нереакцион­
носпособные комплексы с каждым из состояний клетки— N, X t или 
Х 2. Эти процессы имею т быстрый и обратим ы й характер и могут 
бы ть охарактеризованы  константами диссоциации K i<0, Кии K i<2.

Запиш ем систему уравнений, описываю щ их динамическое 
поведение каж дого из компонентов системы:

5.1.4. Трехстадийная схема

(5.51)

NP Х ,Р  Х2Р

^  M = N  +  N P  +  X 1 +  X 1P +  X 2 +  X 2P; (5.52)

—  =2А:3Х 2 —/l1S0N + / cj0,(NP) —A:i0)PN; '

=  k  i0,PN — k  (°{(N P) ~  0;

=  k  i1 *PN — k (l \  (XP ~  0); 

~  =  к 2Х 1- к 3Х 2 +  к Щ Х 2

~  =  k l S0N - k 2X 1+ k 4 \ ( X 1P ) - k \ " P X 1-,
d lX .P )   ...........   Г (5.53)
dt

=  к 2Х 1- к 3Х 2 +  к Щ Х 2Р ) ~ к ^ Р Х 2;

=  к  !2)P X 2 —к  \2) (X2P) ~  0.



Сложение уравнения (5.53) с учетом (5.52) приводит к основно­
му дифференциальному уравнению

I  ^  =  *зХ 2. (5-54)

П оскольку в условиях равновесия г /(Х ,Р )Д //~ 0 , d ( X 2P)/  
/ dt^O,  (/(N P )/c //~ 0 , кинетика накопления продукта описывается 
следую щ им образом :

I тР̂ = к ^  (5'55>
Если справедливы основные предположения о малости парам ет­
ров перед производны ми d X J d t  и d X 2/dt,  т. е. справедливы 
неравенства (1 / k 2) d X 1/ d t ^ : X u  (1 / k 2) d X 2/ d t c X 2, то между 
переменными N, Х : и Х 2 сущ ествую т соотнош ения

k 1S0N =  k 2X l ; (5.56)
к 2Х , = к 3Х 2. (5.57)

С учетом этих соотнош ений, а также уравнений для констант 
диссоциации комплексов с продуктом

т Ц О ) _  N P  _ v W —  * [ Р  • / И 2 > _  * * Р  / < ;

К ' - ( № ) •  к ' " М '  ' " М  ( ’
уравнение (5.52) выглядит так:

М =  Х , Р ■ къ ( л .  Р 1 . / . ■ Р
к ? ] кЛ К\'Ч А-, s0 V а:)0’

(5.59)

У читывая линейную зависимость между концентрациями 
продукта и биомассы

Гр Р =  М, (5.60)
мож но записать

[' Х 2- -  ^  ^  ^  Т3 Т3 м- '

+ Y „K \1> + k 2 + к 2 УрК Г + к Х + к ^ 0 +  YpK \ 0'

П одставим  это выражение в дифференциальное уравнение (5.54):

d м _  к3м
dt [ .  к3 к3 \  М / 1 Аэ 1 к3 I у

1 + A-2 +  Ar,S0;  ' Ур\ К \ 2)' к 2 К \ 1^ к 1Б0 К[0\

(5.62)

Д ля кинетической схемы (5.51) могут реализоваться все 
основные типы закономерностей ингибирования. Уравнение
(5.62) мож но представить в виде
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V k2 kfioj  "  V*!2’ ' к2К\"' kx$0K\m)

Если продукт взаимодействует со всеми форм ам и N, X ,, 
Х 2 с одинаковой эффективностью , т. е. если К \ 2) =  К [ 2) =  К[^,  
то  имеем

къ
_  (1 +к3/к2)(\ + Р / Kj) S °
----------------------  • (5 .6 5 )

S I 3 
0 A j ( l+ * 3/fta)

Видно, что концентрация продукта влияет на цт ; это типичный 
случай неконкурентного ингибирования.

Если продукт избирательно взаимодействует лиш ь с формой 
N , К\  *->0 0 , К \ 2)-+ оо, то  уравнение роста культуры будет 
иметь форму

.. _  къ1\(\ +kl lk2)S0\
ЦР -----------------^  т  р - г ,  (5 .6 6 )

*!01/
что соответствует механизму конкурентного ингибирования.

В общ ем случае при произвольном  соотнош ении между 
константам и К \ ° , К \ 0) и К \2' имеет место смешанное ингибиро­
вание продуктом. Если ввести обозначения

1 + ^ + Г § " = й + ^ ’ ^5'67^* 2 /МкЭ0

\ къ \ къ \ d
W ) + T2W )+k J o W ) = c + s~o’ ^5'68^

то уравнение скорости роста популяции мож но записать так:

к31(а 

S0 +

„ _ [ * 3/(e+cP)]S0 
 М Т ’ (5'69)

а + с Р

т. е. ингибитор оказы вает влияние на цт и на Ks.
Введем парам етр, обозначаю щ ий наблю даем ую  константу 

и ингибирование продуктом

I I I , к3



В числовое значение ХЭфф наибольш ий вклад вносит процесс 
ингибирования с наименьш ей константой диссоциации. Д ейст­
вительно, если в сумме (5.70)

 j-_^  L  (5 71)
л:|2) ^2 л:i, ) Ч 1s0*^0),

то
КЭфф =  *Р>. (5.72)

Э то означает, что ингибирование осущ ествляется путем блоки­
ровки состояния X ,.

Если
»  J L +  * 2  (5 73)

к 2 к \ "  к \ 2' А:28 0а:}0»’ ’
то

=  (5.74)
К Ъ

Э то соответствует механизму ингибирования через форму Х 2. 
Соответственно если

 L  »  J _ +  L  ( 5  7 5 )
к & К Р  K \ 2' k 2S0 K \ " '  ’

то

K 3M =  K \0)k~ ^ ,  (5.76)
k 3

т. e. продукт взаимодействует с формой N.
Запишем уравнение (5.62) следую щ им образом :

=  *  А . (5.77)
k 2 k t Sо )  dt Y„K, м  3

И нтегрирование этого уравнения с использованием начальных
условий t — 0, M =  N 0  приводит к уравнению

1 п £ +  S - n . - i - i .  (5.78)
N 0 /  k-, , к-, \  к* , к-.

П о своей форме это уравнение полностью  совпадает с получен­
ными ранее для двухстадийных схем роста м икроорганизмов 
с ингибированием продуктом:

I n ^ + q j M z ^ p / ,  (5.79)
N 0 Т  N 0 К

где
Ц = _ Д Т _  (5.80)

1 + — "I —k2 кхS0
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•  Таким  образом , уравнение (5.79) является общ им уравне­
нием для кинетики роста с ингибированием продуктом  и его 
вид не зависит от числа промежуточных состояний. Д ля 
анализа процесса в обсуж даемом варианте полностью  приме­
ним подход, описанный для двухстадийной схемы, поскольку 
интегральны е формы  здесь полностью  эквивалентны.

5.1.5. Многостадийная схема

Рассмотрим  кинетику роста микробной популяции, когда 
в механизме роста участвует произвольное число п различных 
состояний. Будем считать, что продукт способен быстро 
и обратим о взаимодействовать с каж ды м из этих промеж уточ­
ных состояний и это взаимодействие мож ет бы ть охарак­
теризовано константой равновесия

4 4 *>")) Ait rlt р (182)
NP X i P  Х 2Р Х,-Р X„P

К инетика накопления биомассы  (общего числа клеток) описы­
вается уравнением

d- ^  =  kn+1X n, (5.83)
dt

гда п п
M =  N +  N P +  X  Х ;+  X  Х,Р. (5.84)

i = 1 i = 1

При условии малости парам етров перед производны ми

( —1— d X J d t ^ X i  ] концентрации различных ф орм  связаны между
y^i+i )
собой соотнош ениями



К онцентрации комплексов (NP), (Х ,Р ), (Х„Р) могут бы ть
найдены по уравнениям

(NP)

(5.86)

(Х.Р)
Э тот набор уравнений позволяет вы разить концентрации 
состояний N, ..., Хя-х и комплексов (NP), ... ,  (Хп-хР) через 
концентрацию  Х„ и соответствую щ ие кинетические параметры . 
П ри этом  необходимо принять во внимание, что между 
М и Р имеется линейная связь

M=x-(1+̂ +t-* S ^ )+^ ( ^ +A“ r | !Pp+^ )
(5.87)

И спользуя это уравнение, мож но вы разить Х„ через М:

М

1 \  . М (  I . 7 у  ' j_ k„+i \
+ * л + | "+ \ ~ 2 V п+1 , г 2 *]%  к М " )

или

где

(5.88)

X .— 2 L - ,  (5.89)

f i + y f i
1  Р

/ . -  * + & + * . * .  I f !  (590)
к ^ о о  i - 2  1

i m ' i k s c  <5'911

Дифференциальное уравнение (5.83) примет вид
dM £„+iM
dt М

f i  +  y f i
1 Р

(5.92)

Э то уравнение е разделяю щ имися переменными
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(5.93)

интегрирование которого с использованием условий ? =  0 , 
M =  N 0  дает

Полученное уравнение имеет то т  же вид, что и рассмотренны е 
уравнения для случаев двухстадийного и трехстадийного про­
цессов.

При этом

•  Главный вывод анализа заклю чается в том , что экспери­
ментально наблю даем ая кинетика роста м икроорганизмов 
в условиях ингибирования процесса продуктом  не зависит от 
числа промеж уточных соединений и числа стадий реакции. 
Кинетику роста в этих условиях описывает общее уравнение 
(5.92). Э то позволяет воспользоваться при анализе кинетики 
процесса общей процедурой, детально рассмотренной в следую ­
щ ем разделе при сравнении кинетических закономерностей 
неосложненного роста и роста при ингибировании субстратом  
или продуктом.

5.2. АНАЛИЗ ПОЛНЫ Х К ИН ЕТИ ЧЕСКИ Х КРИВЫ Х РОСЛА

Рассмотрим  кинетические законом ерности роста микробной 
популяции в условиях, когда процесс развития ингибируется 
продуктом  реакции и протекает во всем диапазоне времени 
до полного исчерпания субстрата.

5.2.1. Конкурентное ингибирование продуктом реакции

В том  случае, если динам ика развития микробной популяции 
ингибируется накоплением продукта по конкурентному меха­
низму, уравнение для скорости процесса описывается следую ­
щ им образом:

(5.95)

(5.96)
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С учетом двух балансовых уравнений 
7 s (S0 - S )  =  M - N 0; 

r nP =  M - N n » M *

(5.98)

L рХ — i . .  j 1o~ ‘V1 (5-99)
кинетическое уравнение развития популяции будет иметь вид

</М
~dt"

N 0 M \ w

M

У. к
N 0 М

+ 8 о+ 1 ^ - к

(5.100)

Э то уравнение с разделяю щ имися переменными можно предста­
вить в форме

М
+

К.
I N o  м ,

d M  +  -

K.dM
, N 0 М

У Л \  So +  д г - т г

=  |i J -  (5-101)

П ервая часть этого уравнения соответствует дифференциально­
му уравнению  для полной кинетической кривой роста м икроор­
ганизм а в отсутствие процесса ингибирования продуктом [см.
(3.27)]. Второе слагаемое левой части уравнения (5.101) при 
интегрировании дает функцию

JNa
I N 0 М  

YJC,[ So +  ̂ - v

N 0 M

y k  0 + T ~ TYs&s | n  *P rs

r*  s0+^  '

(5.102)

В соответствии с этим общее выражение для интегральной 
ф ормы  уравнения роста культуры с участием процесса конк}/

рентного ингибирования продуктом  имеет вид (при S0 » - ^

<5ЛЮ)
или (учитывая, что FsS0  =  M m)

(5.104)In —  — Ф1п
N 0

M - N ,

М .
=  [lt,

* Предполагается, что в процессе роста микроорганизма происходит 
существенное накопление биомассы по сравнению с No-
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где

(5.105)

П арам етр  Ф отраж ает эффект ингибирования продуктом:

Из уравнения (5.106) видно, что, если константа ингибирования 
продуктом  сущ ественно больш е используемой начальной кон­
центрации субстрата (y ,S 0 «c YpK )̂, эффектом ингибирования 
продуктом  мож но практически пренебречь. В предельном 
случае, когда ингибирование продуктом вообщ е отсутствует 
(К{ —► оо), уравнение (5.103) трансформируется в интегральное 
уравнение роста культуры без осложнений роста (3.27).

Если кинетика процесса исследуется до глубин конверсии 
лим итирую щ его субстрата 0,5— 0 ,6 , то  кинетику процесса 
достаточно строго описывает уравнение

Э то уравнение получается при разложении в ряд второго 
логариф мического члена уравнения (5.103) и использовании 
только  первого члена разложения.

•  П ринципиальное отличие кинетики процесса с конку­
рентны м ингибированием продуктом  о г процесса без ин­
гибирования заклю чается лиш ь в зависимости парам етра Ф от 
концентрации субстрата. Д ля процессов без ингибирования 
продуктом , как правило, Ф <§; 1. В случае ингибирования

продуктом  при S0 ->oo. Видно, что при YSKS =  YpKt
* pA-i

Фсо=1; если YsKs< Y pKf, то Ф 0 0< 1 ; если константа ингибирова- 
г -- | с константой сродства

5,2.2. Неконкурентное ингибирование продуктом

Д ля кинетической схемы процесса с неконкурентным ингиби­
рованием  роста культуры продуктом  реакции скорость роста 
культуры  долж на бы ть представлена уравнением:

(5.106)

(5.107)

</М _  HmSM
~dt

(5.108)
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Дифференциальное уравнение (5.109) представляет собой урав­
нение с разделяю щ имися переменными:

A + ± + J ^ L + - L ) < / M  =  pmf. (5.110)
SM М K,SM MKjJ Ит v 7

С учетом соотнош ений Fs [S 0  — S] =  M — N 0; КрР =  М уравнение
(5.110) мож ет бы ть записано в виде

1 +  , 4 - - ^ +М /  N 0 М \ /  N 0 М  
“  К + т Ы  Г *  S„+ ^ - -

(5.111)

Видно, что в этом  уравнении слагаемое в скобках совпадает 
с уравнением (5.101), описываю щ им кинетику процесса с конку­
рентным ингибированием продуктом. С ледовательно, при ин­
тегрировании уравнения (5.111) по сравнению  с (5.103) появляет­
ся один дополнительны й линейный член:

S o /  N 0 I  So Y  К, I I  M m I YpK, 01
(5.112)

Из уравнения (5.112) следует, что при «плохих» константах 
ингибирования продуктом  (в пределе при А ^-ю о) уравнение 
(5.112) трансформируется в обычное уравнение роста культуры 
(члены, вклю чаю щ ие 1 / К{, становятся пренебрежимо малы).

Д ополнительны й линейный член в уравнении (5.112) сущ е­
ственным образом  меняет кинетику процесса. Кинетические 
данные в случае механизма неконкурентного ингибирования 
продуктом  теряю т способность линеаризоваться в коорди­

натах l n ( M / N 0) / /  от l n ^ l - M~ N-^ / r  Каких-либо приемлемых

координат, позволяю щ их линеаризовать экспериментальные 
данные, найти не представляется возмож ны м, поскольку в урав­
нение (5.112) входят три переменные функции: ln (M /N 0),

In ( 1 — M~ Ng I, M —N 0. Определенные возмож ности в анализе
\  м ™ /  ^ 

кинетического процесса дает приближенный подход, в котором
используется разложение в степенной ряд логарифмического 

члена 1п( 1 — M~ N° [. Если кинетика исследуется до глубин
V м - у



0,5— 0 ,6 , то  достаточно обоснованно мож но воспользоваться 
уравнением

1 + *  to “ + ( * + * £ + *  
S J  N 0 V S 0 YpKi YpKj

M - N ,
(5.113)

▲ Экспериментальные данные долж ны  линеаризоваться 
в координатах

In
м  /
К /

t от М  — N ,

м. 2  //:

In —  / 1 = __ —____
N 0 /  l + A s/ S 0

K.Y,  

So Y,K,

к. + -
М .

s o.

M - N n

М ./
(5.114)

Н а основе такой линеаризации м огут бы ть найдены ц и па­
рам етр  Ф, которы й равен

К  K.Y. 

ф = ^  У ч ,

1+Г

м.

Y.K,
(5.115)

Если учесть, что М т — YsS0, то  функция мож ет бы ть преобразо­
вана к виду

ф  =  . к.
k , + s 0

1 + 2 *  
У.К,

(5.116)

5 .3 . О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  М Е Х А Н И З М А  И Н Г И Б И Р О В А Н И Я  

И З  В И Д А  К И Н Е Т И Ч Е С К О Й  К Р И В О Й  

Р О С Т А  П О П У Л Я Ц И И  М И К Р О О Р Г А Н И З М О В

К ак правило, кинетические исследования в микробиологии 
заклю чаю тся в изучении кривых роста микробной популяции. 
При этом  важно из такого рода данных получить м аксим аль­
ную информацию . Проведенный анализ дает возмож ность из 
вида измененной кривой роста ответить на вопрос: имеет ли 
место в данном  конкретном случае неосложненный рост или 
развитие культуры сопряжено с эффектами ингибирования 
продуктом  или субстратом?

Сравнение кинетических уравнений для процессов без инги­
бирования с уравнением для конкурентного ингибирования, 
неконкурентного и ингибирования избы тком  субстрата показы ­
вает, что в рам ках приближенного рассмотрения при глубинах
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процесса, не превыш аю щ их 0,5— 0 ,6 , кинетика роста популяции 
м ож ет быть описана ф орм ально одним и тем  же уравнением

\  1 п ^ - + Ф ^ - ^ = р / ;  (5.117)
v N 0 м т

\  1п ^  +  ( р М ^ £  =  И , (5.118)
\  N 0 N 0

где Ф, ф —  парам етры , отраж аю щ ие механизм процесса.
Различие парам етров Ф и ф  заклю чается в использовании 

нормировочного множителя, приводящ его переменную М — N 0 

к безразм ерному виду. Если экспериментальные данные получе­
ны в условиях,\ при которы х наиболее точно определяется 
м аксим альная плотность культуры  М,„ или Ys и S0, то 
наиболее правильно использовать безразмерную  переменную 
(М — N 0 ) / M m. Э то приводит к уравнению (5.117) и соответ­
ственно к парам етру Ф. Если достаточно точно найдено
значение N 0, то  удобно норм ировать данные M - N 0  на 
значение N 0, что приведет к парам етру ф.

В табл. 5.1 приведен вид парам етров Ф и ф  как функций 
концентрации S0  и парам етров M m, N 0, S0, К и Видно, что 
неосложненный рост, ингибирование продуктом  и субстратом  
м огут быть дифференцированы, если экспериментально найти 
значение Ф или ф . Действительно, в условиях глубокого 
эффективного ингибирования продуктом  парам етр Ф сущ ествен­
но больш е единицы, для ингибирования субстратом  Ф < 0  
(отрицательное число), в то  время как для неосложненного 
роста характерно 1 > Ф > 0 .  Уже на основании определения 
Ф мож но провести идентификацию  условий роста популяции.

Д ля определения парам етра Ф (или ф )  необходимо восполь­
зоваться одной из линейных анам орф оз уравнения (5.117) 
[(см., например, уравнения (5.33) —  (5.35)]. Важно еще раз 
подчеркнуть, что значение Ф (или ф )  определяется из экс­
периментальны х данных для всех условий развития процесса 
по одному и том у же уравнению , например, из зависимости

l n ( M / N 0)/ f  от  * ^ / t :

1 п ^ / ? =  р - Ф ^ .  (5.119)
N 0 /  M mt

Д ля определения р и Ф мож но также воспользоваться 
разностны м м етодом , поскольку М,- и М^, определенные 
при двух фиксированных временах и tj, связаны между 
собой уравнением

1п ^ / ( ^ . )  =  ц - Ф ^ Ц ^ .  (5.120)
М; / ' *  J' ^  М„
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В этих уравнениях параметр 
Ф определяется как тангенс угла

\  1 1 наклона зависимости In

О Т
(tr

U h - t j )M f / u  J' 

эис. 5.2). Видно, что

Рис. 5.2. Кривые роста, построен­
ные в координатах уравнения 

(5.120) для случаев: 
/-ингибирования продуктом (Ф>1);
2 — неосложненного роста (0 < Ф < 1);
3— ингибирования субстратом (Ф<0)

при сильном ^проявлении ослож ­
няю щ их эффектов механизм ро­
ста культуры мож ет быть иден­
тифицирован весьма строго.

Д анные по механизму роста 
с ингибированием избы тком  суб­
страта приведен/}) на рис. 5.3, из 
которого видно, что ц =  0,032 ч -1 , 
а Ф = —0,85. Так как ингибирова­
ние зам етно, то\ это говорит 
о том , что область используемых 
концентраций сульфита сравнима 
с Ki и превыш ает Ks, т. е. для 
определения числовых значений кинетических парам етров м ож ­
но воспользоваться уравнением (4.82), преобразовав его к виду

^ i =  S0(l —Ф)/Ф.

Найденное значение К ( =  50 мг/м л.
П ри сравнении кинетических кривых роста 

М.  thermoautotrophicum  и Bacillus thuringiensis (рис. 5.4) видно, 
что рост первого микроорганизм а осущ ествляется без осложне­
ний (Ф <  1), в то время как рост Вас. thuringiensis характеризуется 
эффективным ингибированием продуктом  (Ф > 1).

Возможен и более глубокий анализ. Н апример, теоретически 
м ож но дискриминировать механизм ингибирования (отличить 
конкурентное ингибирование от неконкурентного) и найти 
числовые значения парам етров, в первую очередь константы  
ингибирования К {. При этом  нужно иметь в виду, что 
с усложнением анализа возрастаю т требования к точности 
экспериментального изучения кривых роста культуры. По- 
видимому, точность измерений в обы чном микробиологическом 
эксперименте в больш инстве случаев недостаточна для углу­
бленного анализа. Тем  не менее интересно рассм отреть прин­
ципиальные возможности метода.

Д ля того  чтобы достоверно выявить ингибирование продук­
том , идентифицировать механизм  ингибирования, необходимо 
снять кривые роста культуры при нескольких исходных кон­
центрациях субстрата в ш ироком  диапазоне его концентраций.

Д ля идентификации механизма и определения константы  
ингибирования продуктом  предлагается следую щ ая процедура.
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Рис. 5.3. Кинетическая кривая роста Pro- Рис. 5.4. А/нализ кривых роста
pionibacterium shermanii в присутствии М. thermomltotrophicum  ( / ) ,  Вас.
сульфита (a) (JI. И. Воробьева, И. А. Ча- thuringiensis (2) построен с исполь-
рахьян, 1983) и те же данные в координа- зованием уравнения (5.119). Не-
тах уравнения (5.119) для роста с ингиби- осложненный рост характеризуется

рованием субстратом (б) Ф =  0 ,5 2 < 1 , прямая /; ингибирова­
ние продуктом Ф =  2,1 >  1, прямая 2

Исследование зависимости кинетической кривой роста от 
концентрации субстрата дает два парам етра: ц и Ф. Значения 
цт и Ks находят из обычной линеаризации уравнения для 
удельной скорости роста (см. гл. 2). Д алее, для каждой 
концентрации S0  при найденном значении Ks мож ет быть 
вычислена функция K J ( K S+ S0). В оспользовавш ись данны ми 
табл. 5.1, мож но записать соотношения:

(К  + S  \
~ к  ° ) ~   ̂ (неосложненный рост); (5.121) 

ф |  ^  + s9 [ -  1 - |_ 1 ^  (конкурентное ингибирование); (5.122)К J УРК,
К  + S  \  Y S /  S >Ф (-^ — 5 = 1 + -4 -^  1 н—5) (неконкурентное ингибирование).к, I Упкл к,,

(5.123).
Видно, что механизмы  роста м огут бы ть дискриминированы 

на основании зависимости экспериментально найденных па­
рам етров, представленных в левой части уравнений (5.121) —  
(5.123) от концентрации субстрата. К ак следует из уравнения 
(5.121), в том  случае, если при развитии культуры  отсутствую т 
процессы ингибирования избы тка продукта, зависимость

Ф S° )̂ 0Т концентРации субстрата долж на бы ть представ-
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развитие культуры сопровож дается конкурентным ингибирова-

робного процесса с неконкурентным ингибированием продук-

характер. Экспериментальные данные для м еханизм а некон­
курентного ингирирования продуктом долж ны  линеаризоваться 
в координатах зависимости <&(Ks +  S0) / Ks от S0 (l +  S0 / ^ j .  
Тангенс угла наклона кривой этой зависимости равен Y J ( Y pk i). 
•  Таким  образом , кинетический анализ позволяет интерпре­
тировать достаточно сложные кривые роста популяции мик­
роорганизм ов в условиях ингибирования продуктом  и суб­
стратом  и определить основные количественные характеристики 
процесса.

f B данной главе рассмотрены  особенности микробного 
роста, осложненного ингибированием продуктом  фермен- 

Ф тации. Н аблю даем ы й феномен мож ет быть описан с по­
м ощ ью  нескольких кинетических схем, которы е, однако, 

характери зую тся похож ей ф орм ой  кинетической кривой р о ­
ста. П ри си льн ом  ингибировании  п родуктом  реакции на 
кинетических кривы х роста клеточной  популяции о тсу тст­
вует ярко вы раж енная экспоненциальная ф аза. Р азвитие 
клеточной  популяции как бы сразу  переходит в ф азу 
линейного  роста. Э то  находит свое отраж ение в м атем ати ч ес­
ком  описании процесса. Д ля м ехан изм а, п ротекаю щ его  с ярко 
вы раж енны м  ингибированием  продуктом , п ар ам етр  Ф (или 
ф), характери зую щ и й  отклонение системы  от экспоненциаль­
ного разви тия , м ож ет бы ть сущ ественно больш е единицы. 
В то  же врем я Ф для неослож ненного  р о ста  м еньш е единицы, 
а д ля  случая ингибирования суб стратом  это т  прим ер о т ­
рицателен.

Таким образом , возникает общ ий подход к анализу ки­
нетических кривых роста микробных популяций. Важно под­
черкнуть, что наличие ингибирования и его механизм мож но 
прояснить на основе использования единственной кинетической 
кривой роста популяции. Д ля этого необходимо определить 
парам етр  Ф, используя экспериментальные данные до 50— 60% 
конверсии субстрата. Э тот парам етр м ож ет бы ть найден либо 
на основе применения уравнения (5.117), либо разностного 
уравнения (5.120). Вычислив его и используя данные табл. 5.1, 
мож но идентифицировать механизм  протекания процесса.
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И дентификация м еханизм а дает в руки исследователя или 
практика мощ ны й инструмент управления ростом  популяции. 
Если развитие процесса протекает в условиях неосложненного 
роста, интенсифицировать рост клеток до определенного пре­
дела м ож но путем увеличения концентрации субстрата. Если 
парам етр Ф отрицателен и процесс протекает с ингйбированием 
субстратом , этот эффект мож но предотвратить уменьшением 
концентрации субстрата, при этом  скорость ро</га популяции 
возрастет. Если обнаружено, что Ф существенно превыш ает 
единицу, то  ингибированию  продуктом  мож но воспрепят­
ствовать, уводя его из зоны ферментационного процесса.



П ЕРИО ДЫ  И Н ДУ К Ц И И  НА КИНЕТИЧЕСКИХ КРИВЫ Х  
РОСТА М И КРО О РГА НИ ЗМ О В

Г Л А В А  6

Ч асто наблю даемы е периоды (лаг-фаза) индукции на кинетичес­
ких кривых роста м икроорганизм ов м огут им еть различную  
природу. М ожно представить себе по крайней мере три 
механизма, реализация которы х приводит к появлению  на 
кинетической кривой роста популяции периода, в течение 
которого не происходит увеличения числа клеток или зам етного 
образования продуктов реакции. Следует подчеркнуть, что 
период индукции трудно обнаружить из зависимости числа клеток 
или количества продуктов от времени при прям ом  наблюдении за 
этими парам етрам и, поскольку логарифмический рост культуры 
приводит к появлению  кажущейся лаг-ф азы . П ериод индукции 
т определяется при анализе экспоненциальной фазы роста 
в полулогарифмических координатах из зависимости ln (M /N 0) от 
t как отрезок, отсекаемый на оси абсцисс при l n ( M / N o) =  0. 
▲ П ериод индукции мож ет отраж ать следую щ ие процессы.

1. Неспецифическую, неферментативную трансформацию ис­
ходного субстрата в продукт, приемлемый для дальнейш его 
м етаболизм а м икроорганизмом:

S ' i s  (6 . 1 )

Вещество S' не используется м икроорганизм ом  в силу его
химической природы  или физического состояния. Процесс
перехода вещества S' в субстрат S характеризуется константой 
скорости к0 и мож ет представлять собой химическое превращ е­
ние вещества или его физическую трансф орм ацию  (например, 
переход из одной фазы  в другую).

2. Адаптационные процессы в клетке, в первую очередь 
синтез необходимого фермента или ферментной системы:

N ' -^% N  (6.2)

Состояние клеток N ' характеризуется отсутствием необходимой 
ф ерментной системы и неспособностью  клетки усваивать тот 
или иной субстрат и проводить акт деления (автоумножения 
биокаталитической системы). О бразовавш аяся в результате 
адаптационного процесса клетка в состоянии N способна 
к автокаталитическому росту:
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3. Присутствие в культуральной среде ингибитора роста , 
блокирую щ его развитие популяции. С течением времени кон­
центрация ингибитора /  мож ет падать в результате его расхода 
или вывода из системы:

I А *  А (6.4)

В качестве типичного примера данного механизма, вы зы ва­
ю щ его период индукции, мож но привести влияние кислорода 
на рост анаэробны х микроорганизмов. В присутствии заметных 
количеств кислорода рост популяции блокирован, однако за 
счет процессов восстановления кислорода или вытеснения его 
в газовую  фазу системы «избавляется» от сильного ингибитора 
и начинается рост микробной популяции.

Три обсуждаемых механизма, приводящ их к возникновению  
периода индукции, могут бы ть дифференцированы путем 
кинетического анализа и эксперимента.

6.1. ТРАН СФ О РМ АЦ ИЯ П РЕСУБСТРАТА В СУБСТРАТ

В том  случае, если накопление субстрата в системе идет
в соответствии со схемой (6 . 1 ), кинетику его роста описывает
уравнение

§  =  №  (6-5)

интегрирование которого дает
S =  S0 (1 —е " * ° г), (6 .6 )

где S0— начальная введенная в систему концентрация вещества S'. 
Если зависимость скорости роста м икроорганизм а от концентра­
ции субстрата определяется классическим уравнением М оно (1.3), 
то  дифференциальное уравнение роста будет иметь вид

N -»2N  (6.3)

(6.7)4М  _  nmS0(l —е “ *0,)М  

dt As + S 0( l —е - *0' ) '

Э то уравнение с разделяю щ имися переменными:
с/М n .S 0( l - e - * ' ' ) M  

М As+ S 0( l - e _/t° ')'

И нтегрирование правой части этого уравнения дает 
с с t

К

dt
 - в *

о 1+^ - еЭл ^1

e ~ k"'dt

А,
(6.9)
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Если ввести обозначение

a = \ + K J S 0, (6.10)

то интеграл правой части уравнения (6 .8 ) будет иметь вид

l n ^ L - X  (6 . 1 1 )
а к0 \ а  I а - 1

Таким  образом , решение дифференциального уравнения прини­
мает форму

ln s r = - ' + r ( — ^)1п^ Т ^  (6-12)N 0 а к0 у  a J а - 1 

С учетом зависимости а от концентрации субстрата имеем

No K , + S 0 к0 \ K s + S0 l K J  S0

1 + ~ —e к о  t

(6.13)

И з уравнения (6.13) следует, что при Г =  0 ln (M /N o) =  0 или 
M =  N 0, т. е. уравнение (6.13) справедливо при данных началь­
ных условиях.

В процессе развития системы экспоненциальный член,
входящий в логарифмическую  часть уравнения (6.14), умень­
ш ается и достигает уровня, когда справедливо неравенство

е " ^ ' « 1  (6.14)

(или в общ ем случае e ~ k°'<sza). П ри этом  условии уравнение
(6.14) трансф ормируется к виду

« . (6.15)
N 0 а к0 \  а )  а- 1

Э то уравнение прямой, тангенс угла наклона которой пред­
ставляет собой нечто иное, как удельную  скорость роста
микроорганизма:

Цт /я  =  ц.

В точке l n ( M / N o) =  0, где / =  т, имеем

b - t _ _ £ ( i z £ ) i „ _ i .  (6 , 1 6 )
а ко у  а )  а- 1

или

Ts = ^ i l n - ^ .  (6.17)
к о а— 1

•  Таким  образом , на кинетической кривой роста культуры  
в случае наличия в механизме процесса кинетической стадии
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трансф орм ации исходного вещ ества в приемлемы й метаболит 
должен наблю даться период индукции. П ротяж енность периода 
индукции связана с начальной концентрацией пресубстрата 
соотнош ением

И з уравнения (6.18) следует важ ная особенность кинетики 
процесса для механизма, вклю чаю щ его стадию  трансф орм ации 
пресубстрата: высокие концентрации пресубстрата могут пол­
ностью  элиминировать период индукции.

Рассмотрим два частных случая.
1. Если начальная концентрация пресубстрата очень м ала 

по сравнению  с константой Ks, S0 <s:Ks, то

П ериод индукции не зависит от концентрации субстрата 
и определяется только константой скорости трансф орм ации 
пресубстрата в субстрат.

2. Если начальная концентрация пресубстрата существенно 
превыш ает значение константы  Ks, S0 ^>Ks, то  имеем

П ериод индукции существенно уменьш ается с увеличением 
начальной концентрации пресубстрата. В пределе при S0  -> оо 
т5 -> 0 , т. е. при больш их концентрациях субстрата период 
индукции отсутствует.

Если период индукции связан с каталитической адаптацией 
организм а к новы м условиям, то  популяция введенных в си­
стему клеток будет состоять из двух видов:

где клетки типа N не адаптированы к новы м условиям (не прошел 
синтез необходимых ферментов); клетки типа N a — адаптирован­
ные клетки, способные к активному процессу деления.

Кинетическая схема для обсуж даемого случая имеет вид

где к0 — константа скорости адаптационного процесса.

(6.18)

(6.19)

и
(6.20)

„ _ ( K J S 0) \n ( S J K s) 
s кК0

(6 .21)

6.2. АДАП ТАЦ И О Н Н Ы Й  П РО Ц ЕСС

М =  N +  N a, (6.22)

N - ^ N a; N a->-2N. (6.23)
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Систему уравнений, описываю щ их кинетику роста, можно 
представить в виде

/ ч,
0 ’ (6-24)

^ = £ 0N +  pN a. (6.25)

Д ля того  чтобы  найти, как в системе растет общ ее число 
клеток, необходимо рассчитать динамику изменения количества 
(концентраций) клеток типа N и N 0  и затем , используя (6.24), 
выяснить динамику изменения общ его числа клеток:

N  =  N 0 e~ *0', (6.26)

где N 0  —  начальная концентрация клеток, введенная с ино- 
кулятом.

И спользуя уравнения (6.25) и (6.26), находим

^ - p N a =  A:0 N 0 e - 4  (6.27)

Уравнение (6.27) представляет собой неоднородное линейное
уравнение с постоянны м и коэффициентами; его решение
имеет вид

N a (t )—C( t ) e ' a, (6.28)

где функция C ( t ) мож ет бы ть найдена путем подстановки
функции N а(/) (6.28) в уравнение (6.27):

^  е “' +  цсм'С ( / ) -  ц С ( / ) е»“ - £ 0 N 0e Ч  (6.29)

Из этого уравнения следует

^ o N o e ^ + t 1) ' (6.30)
dC
Tt

или
I

C ( t ) =  f ^ 0 N 0 e - ^  + ̂ ) ^  =  M ^ [ l + e -(* o + n )n  (6.31)
J *o+ Ц
о

соответственно

N a( ' ) = v ^ eM' - e ~*0')- <6-32)

После подстановки (6.26) и (6.32) в (6.22) имеем

M =  r 2r ieM' +  r ,^ - e - V . (6.33)С>+ц С>+и v ’

151



Из уравнения (6.33) видно, что при / =  0, M =  N 0, при больших 
/, когда ^ 0 е ц' » ц е -/с°', уравнение (6.33) трансформируется 
в обычное уравнение экспоненциального роста.

П реобразуем  уравнение (6.33) в форму, удобную  для анализа 
в полулогарифмических координатах:

< « 4 >

(6.35)In —  =  ц/ +  1п 1
к0

Из уравнения (6.35) следует, что при больш их временах
процесса в условиях, когда ( ц Д 0 ) е ~ ^ 0+,4'« ;  1 , зависимость 
от времени (6.35) вырож дается в линейную функцию:

1 п - ^ = ц ж  П - А - .  (6.36)
N o  к 0 +  у.

Тангенс угла наклона зависимости (6.36) равен удельной
скорости роста м икроорганизма; отрезок, отсекаемый прямой 
на оси времени (период индукции), имеет вид

т = -  In (1  + т -  )• (6-37)

А Если использовать для р уравнение типа уравнения 
М оно, мож но найти зависимость периода индукции от концен­
трации субстрата:

Т = !  I n f  1 + J M  (6.38)
ц \  к о

Рассмотрим  три важных частных случая :
1. Если удельная скорость роста организм а существенно 

превыш ает скорость адаптационного процесса (р » А :0), то  период 
индукции имеет конечное значение, представленное уравнением

х = 1п(ц/Ч  (6.39)
а ц

2. Если скорость адаптационного процесса существенно
выше, чем удельная скорость роста культуры, то  период
индукции, связанный с адаптационны м процессом, не будет 
заметен. Действительно, если

\ i / k0 c \ ,  р « : /с 0 5 т 0  х а  =  °- (6 -40)
3. Увеличение концентрации субстрата приводит к увеличе­

нию удельной скорости роста культуры. В пределе при 
S0 ->oo имеем

1 5 2



X,а (6.41)

Э то предельная величина периода индукции, которая долж на 
наблю даться при бесконечно больш ой концентрации субстрата.

Рассм отрим  кинетику процесса в условиях присутствия 
сильного ингибитора, расходуемого в независимом от роста 
культуры процессе. П редполагается, что ингибитор, равновесно 
взаимодействуя с ключевой ферментной системой, предотвра­
щ ает рост культуры:

П ри этом  комплекс N1 не активен в автокаталитическом  
процессе роста.

Концентрация ингибитора в системе в соответствии 
со схемой (6.4) мож ет быть описана дифференциальным 
уравнением

где 1 0  — концентрация ингибитора в начальны й м ом ент 
времени.

Дифференциальное уравнение для скорости роста культуры 
в условиях, при которы х часть клеток будет находиться 
в неактивном комплексе N1, мож но записать в форме

К онцентрация клеток в инактивированном состоянии будет 
дана функцией

6.3. РАСХОДУЕМ Ы Й И Н ГИ Б И ТО Р РОСТА

К,
I +  N* ± N I . (6.42)

(6.43)

и как функция времени будет иметь вид

1 =  1 0 е " Ч (6.44)

£ = H ( N - N I ) . (6.45)

(6.46)

П осле подстановки (6.46) в (6.45) имеем

(6.47)
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Решение этого дифф еренциального уравнения с разделяю щ и­
мися переменными имеет вид

In |иц j(, Л = м ,+М (е 1) (6.48)

или

In N -  >*-so' +  Io>t”So 11 ( ' 6  491
N 0 K , + S 0 k 0K , ( K , + S 0 ) '  ^  ( 6 -4 У )

С течением времени экспоненциальный член, входящий 
в уравнения (6.44) и (6.49), уменьш ается при временах, 
превыш аю щ их 1 / к 0, и становится пренебрежимо м ал  по 
сравнению  с единицей. В этом  случае зависимость l n ( N / N 0) 
представляет собой линейную  функцию о г времени:

< б - 5 0 >

▲ Тангенс угла наклона этой зависимости представляет 
собой удельную  скорость роста культуры; отрезок, отсекаемый 
на оси времени,—  период индукции, равный

Tt = ( l 0I K t) { l l k 0). (6.51)

В этом  случае период индукции на кинетической кривой роста 
культуры  не зависит от концентрации субстрата или удельной 
скорости роста м икроорганизм а, а определяется только  концен­
трацией ингибитора.

6.4. ДИ С К РИ М И Н А Ц И Я  М ЕХАНИЗМ ОВ  
И О П РЕД ЕЛ ЕН И Е К ИН ЕТИ ЧЕСКИ Х ПАРАМ ЕТРО В

П роведенный выше анализ показы вает, что три обсуждаемых 
механизм а появления на кинетических кривых роста периода 
индукции описываю тся различаю щ имися уравнениями, которые 
могут бы ть сопоставлены  с экспериментальными данными.

Д остаточно несложно показать участие или отсутствие 
в механизме процесса ингибитора, блокирую щ его развитие 
культуры. Если экспериментально найденный при различных 
концентрациях субстрата период индукции не зависит от 
концентрации субстрата или удельной скорости роста культуры, 
то  мож но дум ать, что период индукции связан с действием 
расходуемого ингибитора [уравнение (6.51)]. С трогим  доказа­
тельством  этого м ож но считать обнаружение линейной зависи­
мости между концентрацией введенного в систему ингибитора 
и периодом индукции.
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а

Рис. 6.1. Кинетические кривые рос­
та микробных популяций в экспо­
ненциальной фазе в полулогариф­
мических координатах для различ­

ных механизмов роста: 
а — конверсия пресубстрата в субстрат; 
б — адаптационный процесс; в — расход 

ингибитора роста

Рис. 6.2. Зависимость перио­
да индукции от концентра­
ции субстрата для различ­
ных механизмов, определяю­

щих период индукции:
I  —  конверсия пресубстрата в 
субстрат; 2 — адаптационны й 
процесс; в — расходуем ы й инги­

б и тор  роста

И з рис. 6.1, в видно, что кинетические кривые роста в эк­
споненциальной фазе зависят от концентрации субстрата (это 
указывает на механизм  с расходуемы м ингибитором роста). 
В двух других случаях (рис. 6.1, а, 6)  наблю дается ярко вы ­
раженная зависимость т от концентрации субстрата, при этом  
предельно больш ой период индукции, реализуемый при малы х 
концентрациях субстрата, соответствует обратном у значению 
константы  скорости конверсии пресубстрата в субстрат (рис.
6.1, а)  или адаптационного процесса (рис. 6.1, б). Д ля меха­
низма с конверсией пресубстрата в субстрат период индукции 

| элиминируется высокими концентрациями субстрата. При адап- 
! тационном  процессе, даже при очень высоких концентрациях 
: субстрата, мож ет детектироваться остаточны й предельный 
[ период индукции.

#  Д ва последних механизма мож но дискриминировать 
на основании изучения зависимости периода индукции от
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начальной концентрации субстрата или удельной скорости 
роста.

И з уравнений (6.18) и (6.38) следует, что при So -» 0  S 0 / K s 
становится много меньш е единицы, а

t s —>1 / к 0; та —* 1 / к 0. (6-52)
S q 0 Sq- ►̂О

При Sо/ ATS 1 логарифмические функции в уравнениях (6.18)

и (6.38) разлагаю тся в быст
ц-А

ю  расходящ ийся ряд относительно 

Э та зависимость позволяет опре-парам етра S 0/ K s или 

делить парам етр к 0:

к 0 = 1 /  lim т .  (6.53)
s 0- o

Однако при больш их концентрациях субстрата зависимости 
периода индукции от начальной концентрации субстрата су­
щественно различаю тся:

т5(при So -m o ) =  0; (6.54)

1п(|+г)
т 0  (при S 0 -m o ) =  —--------- —. (6.55)

В случае адаптационного механизм а период индукции не 
снимается высокими концентрациями субстрата.

Рис. 6.2 иллю стрирует зависимость периода индукции от 
концентрации субстрата для всех обсуждаемых механизмов 
процесса. Соверш енно аналогично вы глядят зависимости пери­
ода индукции от удельной скорости роста популяции.

Зависимости периода индукции для механизмов (6.1) и (6.2) 
от экспериментально найденной удельной скорости роста 
имею т вид

t s =  ̂ 2 H l n - ^ - ;  (6.56)

т- ” ; |п ( 1 + £ ) '  <6'57)
Соверш енно аналогично

т5(при ц ->■()) = 1 Д 0; *а (пРи Ц-»0 ) = 1 Д о> (6-58)
в то  же время больш ие концентрации субстрата и высокие
удельные скорости роста ( ц - > ц т ) приводят к уравнениям (6.54) 
и (6.55).
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Рис. 6.3. Кривые роста Pseudomonas aeroginosa Р1 (г/л) на среде 
с хинолином при различных концентрациях ионов железа (М ) в полулога­

рифмических координатах (Н. В. Дзум едзей и др., 1983): 
a — Fe2+; б — Fei + ; CF e 106 ( / — 13; 2 — 72; 3 — 36; 4 — Щ

П арам етр к 0 мож ет бы ть вычислен на основе использования 
уравнений (6.56) и (6.57). Д ля механизма с участием стадии 
конверсии пресубстрата

А: 0  =  ̂ - ^ 1п (6.59)

П ри найденном значении \ат и вычислении переменной 

р =  ( 1 — — I In ( 1 — —) в случае справедливости этого механизмаV в/ V »ч/
долж но наблю даться постоянство р /т 5 при вариации удельной 
скорости роста культуры. Э та постоянная равна константе 
скорости конверсии пресубстрата в субстрат.

В случае механизма (6.2) долж но выполняться соотношение
ецт* =  1 +р/А-0, (6.60)

т. е. долж на наблю даться линейная зависимость между пере­
менной ецт* и р, проходящ ей через единицу. Тангенс угла 
наклона этой зависимости дает значение \ / к 0.

П роиллю стрируем  сделанные выводы, имею щ иеся в литера­
туре, экспериментальными данны ми (рис. 6.3). О пределим при­
роду наблю даемы х лаг-периодов, представленных на рисунке 
отрезками, отсекаемы ми на оси абсцисс. Так как периоды 
индукции для обоих примеров зависят от концентрации иона 
железа и уменьш аю тся с ростом  его концентрации, то  можно 
исклю чить из рассмотрения механизм с расходуемы м ингиби­
тором  роста (см. рис. 6.1). В случае F e2+ лаг-период с увеличе­
нием концентрации субстрата уменьш ается и стремится к посто­
янному значению  ( ~  16 ч) (рис. 6.3, а), что говорит об адап­
тационном  механизме природы  т. Д ля F e 3+ ситуация сложнее.
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С одной стороны , увели­
чение концентрации F e3+ 
приводит к уменьшению 
т, которы й не стремится 
к постоянному значению 
(рис. 6.3, б),  что говорит 
в пользу механизм а с 
конверсией пресубстрата. 
В данном  случае, по-ви- 
дим ому, осущ ествляется 
переход F e 3 + —► F e 2 +.
С другой стороны , даже 
при относительно боль­
ших концентрациях F e3+ 
лаг-период не снимается. 
Э то  говорит о том , что 
природа т в данном  слу­
чае смеш анная. Н аряду 
с м еханизм ом  конверсии 
пресубстрата (F e 3 + -> 

—>Fe2 + ) существенную роль играет и механизм , связанный 
с адаптационны ми процессами в клетке. Кинетику этих процес­
сов иллю стрирует рис. 6.3, а, на котором  отчетливо виден 
предел уменьшения периода индукции т.

О пределим некоторые парам етры . Как видно из рис. 6.3, а, 
та (при S 0 -»oo) равен 16 ч. В соответствии с уравнением 
(6.60) имеем

е^»т*= 1 +  цт/ к 0,

поскольку процесс проводится при насыщении по субстрату. 
С ледовательно,

fe0  =  B « /e ^ T- l .
Данные, приведенные на рис. 6.3, д аю т значение цт =  0,1 ч -1 , 

отсю да к 0 =  0,025 ч -1 .
К ак отмечалось выше, типичным примером проявления 

механизм а с расходуемы м ингибитором роста является влияние 
молекулярного кислорода на развитие анаэробных бактерий 
(рис. 6.4, а).  Видно, что лаг-период практически не зависит 
от концентрации глю козы  как лим итирую щ его субстрата. 
С опоставление этих экспериментальных результатов с теоре­
тическими (см. рис. 6 .2 ) указывает на то, что в данном  случае 
наиболее вероятен механизм , согласно котором у в течение 
лаг-ф азы  кислород как ингибитор расходуется в процессе 
развития популяции (поглощ ается как окислитель или вытес­
няется из среды образую щ имся водородом ). Д оказательством  
этому служит линейная зависимость периода индукции от

М, ед. опт. пл.

Рис. 6.4. Кривые роста термофильной водо­
родообразую щ ей бактерии Thermoanaerobium  
lactoethylicum  при различных концентрациях 
глюкозы (1 —  2,8 мМ; 2 — 5,5 мМ; 3 —  
13,9 мМ; 4 — 27,8 мМ ) (а) и зависимость 
величин периодов индукции от концентрации 
кислорода (б) (В. И. Скляр и др., 1986 г.)
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начальной концентрации кислорода в культурной среде 
(рис. 6.4, б).  Из тангенса угла наклона этой прям ой в соот­
ветствии с (6.54) получаем произведение K J k 0, равное 
3,6 ( %- ч  J). О трезок, отсекаемый на оси ординат, по-видимому, 
соответствует значению адаптационного лаг-периода ( ~ 2  ч).

? В данной главе были рассмотрены  основные механизмы, 
приводящ ие к появлению  на кинетической кривой роста 
микробной популяции хорош о идентифицированных пери­
одов индукции. Л аг-ф аза в росте культуры микроорганиз­

мов мож ет быть связана с процессом накопления в среде 
вещества, являю щ егося истинным субстратом  для м икроорга­
низма, мож ет определяться адаптационны ми процессами синте­
за необходимых ферментов и служить отраж ением процесса 
расхода сильного ингибитора роста. П о-видимом у, эти случаи 
не исчерпываю т всей совокупности возмож ны х процессов, 
приводящ их к затяж кам  на кинетических кривых роста м икро­
организм ов, однако описываю т значительную  долю  наблю дае­
мых экспериментальных кривых.

Проведенные кинетические расчеты показы ваю т, что эти 
основные случаи могут бы ть различены, определены и интер­
претированы  на основе кинетического эксперимента. Основой 
интерпретации, как это часто бы вает в кинетике, являю тся 
зависимости кинетического парам етра, в данном  случае периода 
индукции, от начальной, вводимой в процесс концентрации 
субстрата. И нформация, полученная таким  путем, мож ет быть 
использована для интенсификации процесса и элиминирования 
продолж ительной лаг-фазы.



Г Л А В А  7

КУЛЬТИВИРОВАНИЕ М И КРО О РГАН И ЗМ О В  
В РЕЖ ИМ Е ХЕМОСТАТА

К ультивирование микроорганизм ов в откры ты х системах (про­
точных реакторах) —  один из наиболее перспективных и разви­
тых способов их выращ ивания. П реимущ ества этого способа 
культивирования состоят в стандартности  условий проведения 
процесса, высокой производительности, возмож ностях тонкого 
управления кинетикой роста популяции. Кинетические законо­
мерности роста и эволю ции микробных популяций в открытых 
системах достаточно просты  и наиболее изучены *.

Ниже анализирую тся основные уравнения, описываю щ ие 
рост популяции в режиме хем остата, при этом  главное 
внимание обращ ено на дискриминацию  механизмов и условий 
роста, на сопоставление теории и эксперимента, на определение 
экспериментальных данных парам етров роста культур.

7.1. НЕОСЛО Ж Н ЕН Н Ы Й  РОСТ

Рассмотрим  кинетические закономерности роста м икроорга­
низмов в откры той системе при непрерывной подаче субстрата.

П редставим , что в сосуд объем ом  V подается раствор 
лим итирую щ его субстрата с концентрацией S 0  с объемной 
скоростью  и. П од действием м икроорганизм а субстрат конвер­
тируется в продукт (продукты) Р и осущ ествляется прирост 
биомассы. Поскольку система ограничена по объему, избы точ­
ный раствор непрореагировавш его субстрата, продуктов реак­
ции и часть клеток м икроорганизм ов вы водятся из реакционно­
го объема с той же объемной скоростью  и. П редполагается, 
что режим перемеш ивания в реакторе организован таким 
образом , что обеспечивает постоянные по всему объему 
концентрации субстрата S, продукта Р и клеток М. Эти 
условия так назы ваем ого безградиентного ферментера известны 
еще и как режим хемостата.

Через некоторое время в системе устанавливаю тся стацио­
нарные концентрации исходного субстрата, продуктов реакции, 
числа клеток (биомассы) микроорганизм а. Рассмотрим, каково

* Читатель может ознакомиться с основами кинетики роста микроор­
ганизмов в проточных реакторах в монографиях Дж. Пёрта (1978) 
и Н. С. Печуркина (1975).
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значение стационарных концентраций компонентов процесса, 
как эти стационарные концентрации зависят от парам етров 
роста культуры, от скорости ввода в систему субстрата.

Д инам ика изменения в системе концентрации клеток 
М определяется скоростью  роста культуры р и скоростью  
вывода ее из ферментера:

—  =  р М  —-  М .  (7.1)
d t V у ’

П арам етр  и / V, имею щ ий разм ерность обратного времени, 
назы вается скоростью  разбавления D.

Экспериментально парам етр D  мож ет быть найден при 
изучении кинетики вымывания какого-либо вещества А, присут­
ствую щ его в ферментере в начальный момент времени / =  0 . 
Скорость вывода вещества А описывается уравнением

~  — —DA,  (7.2)

которое приводит к экспоненциальной зависимости вида

А( / )  =  А 0 е - в', (7.3)

где А 0  —  концентрация А в начальный момент времени. 
Л инеаризация экспериментальных данных в координатах 
уравнения

l n ^ = - D / ,  (7.4)
А0

позволяет утверж дать, что используемая система достаточно 
хорош о описывается уравнениями идеального, безградиентного, 
реактора с перемеш иванием и позволяет определить парам етр 
D.

Изменение концентрации исходного субстрата будет описы­
ваться дифференциальным уравнением

^  =  D S 0 - O S - i p ( S ) M .  (7.5)

Первое слагаемое в этом уравнении характеризует скорость 
ввода субстрата, второе вывод из системы непрореагировав­
шего субстрата, тр етье- расход субстрата в результате его
потребления для роста культуры.

Соответственно концентрация продукта ферментационной 
конверсии Р также зависит от скорости роста м икроорганизма 
и скорости протока:

— = — p ( S ) M - Z ) P .  (7.6)
dt Y /  W
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П ервое слагаем ое характеризует скорость ферментационного 
накопления продукта, второе —  вы вод продукта из ферментера.

Если принять, что удельная скорость роста м икроорганизм а 
как функция концентрации субстрата дается уравнением М оно 
(1.3), то  все кинетические законом ерности роста культуры 
в режиме хем осгата описывает система уравнений

d U  _  nmSM

d t a:s+ s
D M ;  (7.7)

-  =  Z)(S0 - S ) - 1 ^ ^ ;  (7.8)
dt ' 0 '  Y ,K S +  S ’ v '

1 BmSM ( 7  9 )
d t Yp K s +  S

Если система функционирует при постоянной скорости 
разбавления D достаточно больш ое время, то  концентрации 
биомассы, субстрата и продукта становятся постоянными, не 
зависящ ими от времени. В этих условиях d M / d t  — 0, dS / d t  =  0, 
dP/ d t  =  0. Условия равенства нулю во времени всех компонен­
тов процесса соответствую т условиям стационарности.

•  Из уравнений (7.7) — (7.9) в условиях стационарности 
следует ряд важных выводов.

В стационарном реж име удельная скорость роста микроорга­
низма соответствует скорости разбавления. При с/М jd t  =  О 
из уравнения (7.9) следует

n(S) =  Z>.

Таким образом , скоростью  разбавления в рам ках определен­
ных ограничений (см. ниже) мож но задавать  удельную скорость 
роста культуры.

Стационарная концентрация субстрата SCT в ферментере 
определяется скоростью разбавления и кинетическими парамет­
рами роста микроорганизма и не зависит от начальной 
концентрации субстрата. И з уравнения (7.7) следует

SCT =  ̂ .  (7.10)

С тационарная концентрация субстрата в ферментере тем  
меньше, чем больш е м аксим альная удельная скорость роста 
культуры  и чем меньш е значение константы  сродства м икро­
организм а к субстрату K s. Важно подчеркнуть, что SCT не 
зависит от концентрации вводимого субстрата. Э го  позволяет 
говорить об аутостабилизации условия роста культуры по 
субстрату в режиме хем остата (Н. С. Печуркин, 1978).

Зависимость стационарной концентрации субстрата от ско­
рости разбавления имеет сложный характер. П ри низких 
скоростях разбавления в условиях стационарная кон-
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Рис. 7.1. Зависимость относительной Рис. 7.2. Зависимость относительной
стационарной концентрации субстрата стационарной концентрации биомассы
SCJ/K S от скорости разбавления при от скорости разбавления при различ-
различных значениях ц„„ ч 1 (цифры ных значениях цт , ч ' 1 (цифры на

центрация субстрата линейно зависит от скорости разбавления

П ри скоростях разбавления, приближаю щ ихся к p m [D -> цт ), 
стационарная концентрация субстрата начинает неограниченно 
расти.

Стационарная концентрация биомассы линейно зависит от 
концентрации вводимого в ферментер раствора субстрата. Из 
уравнения (7.7) следует (рис. 7.2)

Видно, что при D —>0 M CT« S 0 y s (рис. 7.3).
Из рисунка следует, что стационарная концентрация м етано­

ла при постоянной D  не зависит от концентрации вводимого 
раствора субстрата, а стационарная концентрация биомассы  
в условиях неосложненного роста линейно возрастает с увеличе­
нием начальной концентрации метанола.

Рост культуры в реж име хемостата характеризуется 
критической скоростью разбавления Dc, выше которой не 
наблюдается роста популяции. При скоростях разбавления, 
соизмеримых с м аксимальной скоростью  роста м икроорганиз­
ма, культура вымывается из ферментера. Значение критической 
скорости разбавления мож ет быть найдено из уравнения (7.12) 
при условии, что М ст =  0 (при этом  S =  S0):

на кривых): 
пунктирны е линии —  Dc =  ц,

кривых):
S0/ Ks прин ято  равн ы м  5,0; Г , =  0,5

(рис. 7.1):

(7.11)

(7.12)

6 *
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D = Mms 0 (7.13)
* s+ s 0

Графически D c м ож ет быть 
найдено из точки пересечения 
кривых с осью  абсцисс 
(рис. 7.2).

Стационарная концентра­
ция продукта линейно связана 
с концентрацией вводимого суб­
страта :

М„
Р „  =  - ■ Р ст =

DK,
»m~D

(7.14)
Рис. 7.3. Эффект аутостабилизации 
концентрации метанола, лимитирую­
щего рост популяции псевдомонад  
в проточной культуре при D = 0,35 ч ~ ‘

(R. J. M ateles, Е. Battat, 1975):
1 —  концентрация биом ассы ; 2 — концентра­

ция м етан ола  в среде _и D  аналогична зависимости 
от этих переменных стационарной концентрации клеток.

Зависимость стационарной ко­
нцентрации продукта от S 0

7.1.1. Определение параметров роста культуры 
из данных по стационарным состояниям 

компонентов процесса

Определение таких парам етров, как Ys, Yp, \im, K s, необхо­
димо при описании роста микроорганизм ов в режиме хемо­
стата. Н аиболее просто могут быть найдены экономические 
коэффициенты Г5 и Yp из уравнений (1.7), (3.17). Д ля этого 
необходимо знать стационарные концентрации субстрата, био­
массы и продукта. В рам ках рассм атриваем ого приближения 
предполагается, что Г5 и Yр постоянны в течение развития 
процесса и не зависят от скорости протока. Э то допущ ение 
в больш инстве случаев оправдано, хотя возможны и сущ ест­
венные отклонения. П роверкой этого предположения является 
независимость найденных парам етров Ys и Yp от скорости 
разбавления.

К ром е того, значение F s также м ож ет быть найдено как 
тангенс угла наклонена зависимости М ст от S0. Например, 
из данных, представленных на рис. 7.3, следует, что Ys для 
роста изученной культуры в исследованном диапазоне концен­
траций. равен 1 . 1 2  о п .ед /(г /л ).

Изучение зависимости стационарной концентрации субстрата 
от скорости разбавления. Воспользуемся одной из анам орф оз 
уравнения (7.10):
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S c, K , D  K s
(7.15)

или

(7.16)

Согласно уравнению  (7.15), зависимость 1 /S CT от l /D  
долж на представлять прямую  с тангенсом угла наклона \\.т/ K s\ 
отрезок, отсекаемый на оси ординат, равен — 1 / K s (рис. 7.4). 
Значение цт мож ет быть найдено из длины отрезка, отсекаемого 
прямой на оси абсцисс.

И спользование уравнения (7.16) также позволяет графически 
найти значения р т и K s. Тангенс угла наклона дает значение 
K s', отрезок, отсекаемый на оси D ,—  цт .

Д ля определения р т и K s из зависимости SCT от D экспериме­
нтально необходимо найти SCT (S, и S 2) по крайней мере при 
двух значениях скорости разбавления (D t и D 2). В этом  случае 
парам етры  р ш и K s м огут быть вычислены по формуле

Изучение зависимости стационарной концентрации биомассы 
от скорости разбавления и вводимой концентрации субстрата.
Как следует из уравнения (7.12), стационарная концентрация 
биомассы  линейно зависит от начальной концентрации суб­
страта (рис. 7.6). И з данных рисунка мож но определить Ys 
и отрезок, отсекаемый на оси абсцисс:

В том  случае, если Ys не зависит от скорости протока 
в ферментере, тангенсы углов наклона прямых М ст от S 0 

долж ны  бы ть одинаковы. Если М ст известно, то  парам етры  
роста культуры р т и K s мож но установить используя линейную 
анам орф озу уравнения (7.12):

Так же как и в случае уравнения (7.15), тангенс угла наклона 
зависимости 1 /S 0  — M 5 / T s от \ \ D  дает значение pim/ATS, отрезок, 
отсекаемый на оси ординат,—  \ / K s. Уравнение (7.20) полностью  
соответствует уравнению  (7.15), поскольку SCT =  S 0  — M s/ Ys.

Соверш енно аналогично парам етры  роста культуры могут 
быть найдены и при использовании другой анам орф озы  
Уравнения (7.12)

(7.17)

S ,  S

а =  — (7.18)

S 0 - M  J Y .  D K S К,
(7.19)
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Рис. 7.4. Графический метод определе­
ния кинетических параметров на осно­
ве уравнения (7.15) (К. И. Гришин 
и др., 1983). [Хемостатное культиви­
рование Thiobacillus ferrooxidans, 

pH 2,3, 30" С (F e2+)0 =  9 г/д .]

Рис. 7.5. Данные рис. 7.4 в координа­
тах уравнения (7.16)

Рис. 7.6. Теоретические зависимости  
стационарной концентрации биомассы  
от начальной концентрации субстрата 
при различных скоростях разбавления: 
парам етры : р т = 1  ч -1 , К , =  1 мМ ; К, =
=  1,0 м г д м л  м М ); £>, ч ~ ‘ —  цифры на п ря­

мых

—------ =  ̂ ~ — (7.20)
К*

из зависимости D / ( S 0 — М ст/ Ks) от D.
Если значения М ст (M j и М 2) определены при двух 

различаю щ ихся скоростях разбавления и D 2, то  парам етры  
цт и Ks м огут быть вычислены по уравнениям

М2 -М !
r , S o - M ,  T s S 0 —  М 2 ’

(7.21)

К = - --------------- ^ --------- . (7.22)
Y‘

Ys S o - M ,  TsS0 —М 2

Кинетические парам етры  роста популяции м огут бы ть 
установлены также и при исследовании стационарного уровня 
продукта как функции скорости разбавления. И з уравнения
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(7.14) видно, что стационарная концентрация продукта связана 
со стационарной концентрацией биомассы. П оэтому для опре­
деления парам етров роста из данных по стационарны м уровням 
продукта полностью  применимы методы , описанные при 
исследовании системы по накоплению  биомассы.

7.2. И Н ГИ Б И РО ВАН И Е СУБСТРАТОМ

Рассмотрим  закономерности развития культуры в хемостате, 
если рост м икроорганизм а ингибируется избы тком  субстрата. 
Основные дифференциальные уравнения, описываю щ ие кинетику 
процесса, имею т вид базовых уравнений типа (7.1), (7.5), (7.6), 
только удельную скорость роста культуры как функцию 
концентрации субстрата надо представить в виде уравнения (4.73).

В стационарном  состоянии в условиях d M / d t  — 0 d S / d t  =  0, 
dP/ d t  =  0 кинетику процесса описывает система уравнений

As+ S CT +  S C2T/A,
= D ;

Sct) — И,А   Mj;
K , +  S „  +  S 2„ IK , Ys

Mc,  /)P
Л -

(7.23)

(7.24)

(7.25)
K ^ + S i l K ,

Так же как и в случае неосложненного ингибирования 
процесса, видно, что скоростью  разбавления мож но задавать 
системе удельную скорость роста популяции:

p(S ) =  D.  (7.26)

П ринципиальной особенностью  системы с ингибированием 
избы тком  субстрата в проточ­
ном режиме является существо­
вание двух устойчивых, стацио­
нарных состояний. Э то следует 
из анализа уравнения (7.23).
Рассмотрим  его графическое 
решение (рис. 7.7). П рямые, па­
раллельны е оси S, представля­
ю т собой функции д =  const =  D.
Пересечения этих прямых с гра­
фиком p(S) даю т значения SCT, 
представляю щ ие собой корни 
уравнения (7.23). Из рисунка 
видно, что система мож ет фун­
кционировать в трех принципи­
ально различны х режимах.
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Если D > D C, где Dc —  некоторая критическая скорость 
разбавления, то  в системе вообщ е невозмож но образование 
стационарного состояния, кривая p(S) и прямая \а — [) не 
имею т общей точки пересечения. Эту ситуацию  иллю стрирует

прямая 1, которая соответствует случаю  D =  - ~ S° . Таким
Ks+S0

образом , в отличие от процесса неосложненного ингибирова­
нием субстратом  критическая скорость разбавления, при ко­
торой возмож но стационарное состояние, для системы с ин­
гибированием субстратом  ниже ( ^ S o / ^  +  So).

При D =  DC система мож ет иметь одно стационарное 
состояние. Э то иллю стрируется пересечением p(S) с прямой 
2 в точке максимума.

Наконец, если D <  Dc, в ферментере могут бы ть реализо­
ваны два стационарных состояния. П рям ая 3 с кривой p(S) 
имеет две точки пересечения, два стационарных состояния, 
характеризуемых различны ми значениями SCT , ,  М стл и Sc t 2 ,

7.2.1. Стационарные уровни концентрации субстрата

Рассмотрим  аналитическое решение уравнения (7.23) с целью 
определения зависимостей стационарных уровней субстрата, 
биомассы и продукта от парам етров роста культуры и нахож­
дения Д ..

Э то уравнение мож но представить в виде квадратичного 
уравнения

£ s c2T +  (Z ) -p m)SCT +  DKs =  0, (7.27)

решение которого имеет вид

S CT, 1 ,2  — 2D^m — 1
Ч ^ ш - D )

2
— К : К .

2D
(7.28)

По ф изическому см ы слу SCT п редставляет  собой п о ло ­
ж ительную  действительную  величину. И з уравнения (7.28) 
следует, что два п олож ительны х корня уравнение (7.20) 
м ож ет им еть л ишь  при p m >  D.  Э то  первое ограничение 
по скорости  разбавления. Д ля того  чтобы  корни уравнения
(7.27) бы ли действительны , н еобходи м о вы полнение н ера­
венства

2D
Ж ,  К. (7.29)
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Решение (7.29) приводит к выражению

или
(7.31)

1+2 / а д
Значение

D =  D = ------------------------------------------- (7.32)
1 + 2  У В Д

можно считать критической скоростью  разбавления, при кото­
рой и ниже которой возмож но наблю дение стационарного 
состояния в ферментере.

К этому же выводу приводит расчет координат максимума 
зависимости удельной скорости роста культур м икроорганиз­
мов от концентрации субстрата. Дифференцирование функции 
(4.73) и приравнение нулю  d\ i (S)jdS приводит к следующему 
значению концентрации субстрата Sm, при которой функция 
|i(S) имеет максимум:

Sm =  ̂ K j ,  (7.34)

П одстановка (7.33) в (4.73) дает значение максимума функции ц:

и = ------^ ------. (7.34)
Цтах 1 + 2у в д

К ак видно из рис. 7.7, это соответствует такой критической 
скорости разбавления, при которой в системе устанавливается 
единственное стационарное состояние по субстрату, биомассе 
и продукту ф ерментативного превращения.

#  Таким  образом , для процесса с ингибированием избы т­
ком субстрата критическая скорость разбавления существенно 
ниже максимальной скорости роста популяции и зависит от 
отнош ения KJKj .  Если K t очень велика, то  Dc приближается 
к цт . Э т о  ф орм ально соответствует случаю  с отсутствием 
ингибирования избы тком  субстрата роста популяции м икро­
организмов.

Уравнение (7.28) мож но представить в виде безразмерной 
функции SCT j 2 содержащ ей лиш ь два безразмерных пара­
метра: [imID й KJ Ki ,  т. е.

pm ^ Z ) ( l + 2  / В Д )  (7.30)

1 ^ _ ь г § = 1 ± / г о р | .  (7.35,

П редставляет интерес анализ зависимости стационарных 
уровней концентрации субстрата от скорости разбавления (или 
от отнош ения цт /'Ь ) и от отнош ения KJK, .

169



При D — Dc в системе имеет 
место одно стационарное состоя­
ние, в котором  SCT>1 = S „ , 2 =  s / K J K ,  
(рис. 7.7). В области D < D C стаци­
онарные состояния концентрации 
субстрата «расщ епляю тся» на два 
уровня. Уравнение (7.35) мож но 
представить в виде

S c , , i .2 _ H m/ .D - l  . H m /D -1 w
К,

Рис. 7.8. Стационарные состоя­
ния субстрата в хемостате с ин­
гибированием процесса из­
бытком субстрата в зависимос­
ти от скорости разбавления: 

расчет по уравнению  (7.29); д 
=  1 ч К, =  К . =  1 мМ

4 а д (7.36)
V 0*»/л-О2’

При 4(tfs/ t f ()/(p m/ Z ) - l ) 2 «с 1 ирра­
циональное выражение в уравнении 

,  Л.=Л = 1  мга (7.36) мож ет бы ть разлож ено в бы-
, „ ч (/ ' \ СТР°  сходящ ийся ряд относительно

4 ( а д ) / ( ц т /> - 1 )  . Условие ЦК' / К, ) / (цт/ Р - 1 ) 2 <g 1 строго со- 
о г ве I с гвует условию  s> Z)( 1 + 2  Ks Кj) или в соответст­
вии с (7.32) условию  D< s z Dc. С ледовательно, при ско­
рости разбавления существенно меньше критической ирраци­
ональная функция (7.36) мож ет быть разлож ена в степенной 
ряд. Если воспользоваться первым членом разложения, то 
будем иметь

S Сг л ^ О ( К , 1 К , ) '
(7.37)

(7.38)

к, ~  ’
Sct. 2 гу. Пт

а:, = ~ 5 -

Таким образом , при очень малы х скоростях разбавления 
стационарные концентрации субстрата даю тся простейш ими 
выражениями

DK,.
Пт ’ 

D

SCT, 1 =  7 7 ^ ;  (7.39)

“ СТ.2 - - Д - .  (7.40)

Видно, что при данных значениях рт и D  первый стационарный 
уровень определяется константой сродства субстрата Ks, вто­
р о й — константой ингибирования избы тком  субстрата к].  При 
уменьшении скорости разбавления увеличивается концентраци­
онный «зазор» между стационарны м и уровнями субстрата 
(рис. 7.8), при Z) —> 0 SCT , —> 0, Ŝ

с т ,  2 0 0 .
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7.2.2. Стационарные уровни концентрации биомассы 
и продукта ферментации

Н а основе выражения (7.28) для стационарных уровней 
концентраций субстрата с использованием уравнения (7.12) 
могут быть найдены стационарные уровни концентрации 
биомассы:

М

или

M CT>1 , 2 = r s

с т , 1 ,  2 — ys(s 0  SCT 1>2)

/Г K ^ - D ) 2

- к .  К,j 2D

(7.41)

. (7.42)

Рассмотрим  зависимости стационарной концентрации био­
массы от парам етров процесса с использованием известных 
приближений. При Dc >  D  стационарного состояния по концент­
рации биомассы  не существует. Если D — Dc, то имеет место 
одно стационарное состояние, в котором

KM-n-Dc)М„ 2D, Y.. (7.43)

m ct= [ s  0 - У в д ] г 5.

В этом режиме стационарная концентрация биомассы линейно 
зависит от начальной концентрации вводимого субстрата. Если 
в уравнение (7.43) подставить значение Dc в соответствии 
с уравнением (7.32), то будем иметь

(7.44)

С тационарная концентрация биомассы  в точке D =  DC умень­
ш ается с ростом  константы сродства субстрата и константы 
ингибирования процесса избы тком  субстрата. П ри этом  стаци­
онарная концентрация биомассы не зависит от максимальной 
скорости роста м икроорганизма.

При уменьшении скорости разбавления в режиме D < D C 
концентрация биомассы  мож ет иметь одно из двух стационар­
ных значений, которы е даю тся иррациональны ми функциями 
(7.42). О днако в режиме D < z D c при учете соотнош ений 
(7.39) —  (7.40) имеем

М стЛ =

М с т , 2  =

S0-
DK,

С I у- д -  I г .

(7.45)

(7.46)

Первый стационарный уровень тем  выше, чем выше макси­
м альная удельная скорость роста культуры и чем ниже 
скорость разбавления. Д ля второго уровня характерно
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Рис. 7.9. Стационарные состоя­
ния в хемостате для культуры, 
ингибируемой избытком суб­

страта:
M i.2 =  ^ ( S o - S „ , ,.•>); Y  = 1 уел. ед., 

S0 =  10 мМ ; $ ,= 0 ,3 3 4  ч 1

Рис. 7.10. Стационарные состояния 
в хемостате в случае неосложнен­
ного процесса (SCT) и в случае 
ингибирования избытком субстра­
та SCIд и SCI2 в обратных коорди­

натах

обратное: чем выше скорость разбавления и чем ниже 
м аксим альная скорость роста микроорганизм а, тем  выше 
значение стационарной концентрации биомассы. П ри умень­
шении скорости разбавления D —> 0, М с т 1  -+  ysS0, М ст 2 ->  -  оо

(при ——  =  S0  стационарная концентрация биомассы  равна

нулю) (рис. 7.9).
Концентрация продукта ферментационного превращ ения 

в стационарном  режиме линейно связана с концентрацией 
биомассы (7.14):

с т ,  1 , 2  ~ S0 ^  (йт — •°) + 1
I ' k^ - d )' 2

- К ,  К:
1 L 20

• (7.47)

В режиме D =  DC имеется одно стационарное состояние кон­
центрации продукта:

Р с т ^ о - ч / а д . (7.48)

При D Dc наблю дается два стационарных состояния с кон­
центрациями:



•  Таким  образом , наиболее важной особенностью  развития 
процесса в хемостате для микроорганизма с ингибированием роста 
избы тком  субстрата является возмож ность образовы вать два 
различных стационарных состояния по концентрациям субстрата, 
биомассы  и ферментативных продуктов. М ножественность 
стационарных состояний не ординарное явление в химической 
и биологической кинетике. Системы с ингибированием субстратом . 
в откры том режиме —  один из классических примеров такого рода 
систем, в которы х м огут иметь место несколько стационарных 
состояний. Д ля ферментативных реакций кинетические закономер­
ности процессов в открытых системах с ингибированием избытком 
субстрата достаточно подробно рассмотрены в литературе (см., 
например, Березин И. В., В арфоломеев С. Д ., 1979). Д ля такого 
рода систем наблю дается ряд весьма интересных особенностей 
в кинетическом поведении, например гистерезисные зависимости 
скорости реакции от скорости протока в реакторе.

Система мож ет оказаться в одном  из двух устойчивых 
стационарных состояний. О твет на вопрос, в каком из двух таких 
состояний окажется система, достаточно сложен в теоретическом 
плане и зависит от предыстории системы. Т олько эксперимен­
тально мож но ответить на этот вопрос. К ак следует из уравнений 
(7.39), (7.40); (7.45), (7.46) и рис. 7.8, 7.9, увеличение скорости 
разбавления для системы, находящейся в состоянии 1, приводит 
к уменьш ению  концентрации субстрата и соответственно к росту 
концентрации биомассы  или продукта реакции. В то же время 
увеличение скорости протока для системы, находящ ейся в состоя­
нии 2 , долж но приводить к увеличению стационарного уровня 
субстрата и соответственно к уменьшению стационарного уровня 
биомассы  или продукта. Это мож ет служить экспериментальным 
критерием в выборе «ветви», на которой находится система.

К ак идентифицировать эффект ингибирования субстратом  
в каж дом  конкретном случае, отличить данный механизм от 
механизма неосложненного роста? Качественным указанием на 
то, что в системе имеет место ингибирование субстратом , мож ет 
служить гистерезисное поведение системы: при переходе от 
одной скорости разбавления к другой и обратно система может 
не вернуться к исходным значениям по концентрации компонен- 

; тов процесса. Отклонения м огут достигать больш их значений.
Количественные оценки зависимости стационарных кон­

центраций компонентов от скорости разбавления для случая 
ингибирования избы тком  субстрата существенно отличаю тся 
от случая неосложненного роста (рис. 7.10). К ак следует из 
рисунка, для неосложненного роста зависимость 1/SCT от 1/D 
представляет собой прямую , отсекаю щ ую  на осях значения 
1/цт и — 1 / Ks. Д анные для роста культуры с ингибированием 
в процессе реакции не долж ны  линеаризоваться в обратных 
координатах. При этом  если система функционирует, находясь
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на первой «ветви» стационарных концентраций (значения Sct2), 
то  увеличение скорости разбавления долж но приводить к умень­
шению стационарной концентрации субстрата. Э то кардинально 
отличает два обсуждаемых механизма роста.

Определение кинетических парам етров роста культуры из 
данных по непрерывному культивированию  м икроорганизма 
в условиях ингибирования субстратом  в общ ем виде в силу 
множественности стационарных состояний и иррациональности 
основных уравнений представляет определенные сложности. 
В качестве методического приема при определении парам етров 
мож но рекомендовать изучение стационарных уровней системы 
в условиях малы х скоростей разбавления в режиме D <SiDc. В этих 
условиях при использовании уравнений (7.39), (7.40) и (7.45), (7.46) 
могут быть найдены числовые значения парам етров As/p m и \хтК{.

Д ля полного анализа и определения всех парам етров 
процесса уместным предствляется изучение кинетических кри­
вых роста микроорганизм ов при различных начальных концент­
рациях субстрата в режиме периодического культивирования 
(см. гл. 2, 4).

7.3. И Н ГИ БИ РО ВАН И Е П РО ДУ К ТО М

Рассмотрим закономерности культивирования м икроорга­
низмов в откры той проточной системе с учетом эффектов 
ингибирования образую щ ихся продуктов для двух основных 
механизмов ингибирования: конкурентного и неконкурентного.

Система уравнений, описываю щ ая кинетику процесса в ре­
жиме хем остата в том  случае, если м икроорганизм  «чувствует» 
присутствие продукта, имеет вид

^  =  р М - / ) М ;  (7.51)

f  =  D( S0 - S ) - » M / Y s; (7.52)

i i = T ; - D ? ' (7 -53)
У дельная скорость роста как функция концентрации субстрата 
и продукта реакции будет иметь вид

р =  —f ^ р \   (конкурентное ингибирование); (7 .5 4 )
*s( , + ^ )  + s

Д =  7 - —у  (неконкурентное ингибирование). (7.56) 
1 + — И A.+S



7.3.1. Конкурентное ингибирование продуктом

В стационарном  состоянии в условиях d M / d t  =  0, dS / d t  =  0, 
dP/ d t  =  0 система уравнений (7.51)— (7.53) с учетом (7.54) 
м ож ет быть представлена в виде

К ак и во всех рассмотренны х ранее случаях, стационарная 
удельная скорость роста м икроорганизм а задается системе 
скоростью  разбавления p(S , P) =  D. Из стехиометрических соот­
ношений следует

П одстановка в (7.56) значения Рст, выраженного по урав­
нению (7.59), приводит к выражению

Э то уравнение м ож ет бы ть реш ено относительно SCT:

У равнение (7.61) описывает зависимость стационарной кон­
центрации субстрата от концентрации вводимого субстра­
та, скорости разбавления, кинетических парам етров роста 
культуры дт и Ks, константы  равновесия ингибирования 
продуктом.

▲ Следует подчеркнуть важную особенность ферментацион­
ного процесса с ингибированием продуктом  —  стационарный 
уровень концентрации субстрата является функцией начальной 
его концентрации. Э то отличает процесс с ингибированием 
продуктом  от процесса с неосложненным ростом  [см. (7.10)].

(7.56)

f l (s0- s CT)=  цАтМ (7.57)

СТ • (7.58)

(7.59)

- D (7.60)

S,СТ (7.61)
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'■//,У
По физическому смыслу стационарная концентрация субст­

р а т а —  величина, леж ащ ая в диапазоне от нуля до S0: S0 ^  
^ S CT̂ 0 .  С опоставление этого неравенства с уравнением (7.62) 
позволяет выявить некоторые ограничиваю щ ие условия, в р ам ­
ках которы х возмож но образование стационарного состояния 
для системы с конкурентным ингибированием продуктом.

П оскольку стационарная концентрация субстрата в фермен­
тере не мож ет превыш ать значения S0, мож но записать

К  ( 1 + ■
S o > 4 (7-62)Hm , , Ду' р

— - 1 + -  D K,YP
Из этого неравенства следует

(7.63)
л .Л. +  а 0

Таким  образом , существует критическая скорость разбавления, 
выше которой в системе невозмож но стационарное состояние:

£c =  | ^  =  H So)- (7-64)

С ледовательно, критическая скорость разбавления для системы 
с конкурентным ингибированием продуктом  та же, что и для 
неосложненного процесса.

▲ Н еобходимо отм етить одну особенность уравнения (7.61). 
При D =  DC стационарная концентрация субстрата равна S0; 
SCT(D =  Z)B) =  S0  вне зависимости от остальных параметров, 
входящих в это уравнение.

Принципиально важную роль в уравнении (7.62) играет 
безразм ерны й парам етр YsKs/ ( Y pKi) (рис. 7.11). По физическому 
смыслу p(S , Р) определена в интервале S0 ^ S ^ O ,

7 *mSo ^  P(Sy Р) ^  0- На рисунке первая кривая соответствует
Л А. +  Э 0

функции, для которой Г Д 5 / (Т рЛГ;) =  0. П ри этом  условии 
уравнение (7.54) трансформируется к виду

^(S, Р) =  - ^ - ,
' Ks+  S

т. е. в этом  режиме эффектами ингибирования мож но пол­
ностью  пренебречь.

Н а рис. 7.11 прямая, параллельная оси, соответствует D =  
=  0,2. Точки пересечения этой прямой с кривыми p(S , Р) 
соответствую т реш ениям уравнения (7.11), т. е. при различных 
значениях парам етра YsKsj { Y рК{) они равны стационарны м 
значениям концентраций субстрата. Видно, что при неизменных
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2 ч е  о s , mm 0,2 0,4 0,6 0,0 11,4'1

Рис. 7 .П . Зависимость удельной ско- Рис. 7.12. Зависимость стационарной
рости роста микроорганизмов в режи- концентрации субстрата от скорости
ме хемостата от концентрации суб- разбавления для системы с конкурент-
страта для случая с конкурентным ным ингибированием продуктом при
ингибированием продуктом при различных значениях параметра
различных значениях параметра Y,KJ(Y„K,) (цифры на кривых) (К  =
YrK J (Y  K ,) (цифры на кривых) (Ks =  =  1 мМ; Ц„= 1 ч ')

=  I мМ; S0 =  10 мМ)

значениях парам етров цт и Ks стационарная концентрация 
субстрата тем выше, чем больш е парам етр YsK J ( Y pK i), т. е. 
чем сильнее ингибирование продуктом  (рис. 7.12). Высокие 
значения Y ^ J i Y p K , )  при данной скорости разбавления при­
водят к том у, что Scr -> S0 . Э то соответствует условиям 
низкой конверсии субстрата в биомассу и соответственно 
низким стационарны м концентрациям биомассы.

С тационарны е концентрации биомассы и продукта фермен­
тационного превращения мож но вычислить на основе SCT по 
уравнениям (7.57) и (7.58):

(7.65)

D У Л
YpK-i

(7.66)

П олезно рассм отреть ряд частных случаев.
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1. Константа ингибирования продуктом относительно 
велика (слабое ингибирование продуктом). Э то  соответствует 
условию  YsKJiYpK; )  «с 1 или YsKs/ ( Y pKi) «с ATs/S 0 . В этом  
режиме имеем

S‘T =  l w o ^ f ; M «  =  ( s o - ^ r ^ )  к»:

P" = S°(‘-J£tH <7-67»
У равнения (7.67) характеризую т протекание процесса, не ослож ­
ненного ингибированием продуктом; в кинетике процесса 
ингибирование практически не проявляется.

2. Константа ингибирования продуктом очень мала (сильное 
эффективное ингибирование продуктом), режим YSK J { Y рК{) 1, 
YsK J ( Y pKi)^> K J S 0. П ри этих условиях стационарные концент­
рации компонентов будут даны уравнениями

r ,* .S 0 ,  v

SCT =  YpKi ; M CT= Y SSQ(  Цт P ~ ‘ );
М» Y>*. CT s °  \  и Y ,K  ) ’
D Y.K: D Y„

Pct =  - S 0 ( nJD  1 ) .  (7.68)
Y" )

D YpKi

Если режим работы  хем остата таков, что YsKsj ( Y pK i ) »

т. е. культивирование ведется при достаточно высоких скоро­
стях разбавления, то из уравнений (7.68) следует:

SCT =  S0; М ст^ 0 ;  Рст^ 0 .

К ультура «вымывается» из ферментера.
В этом  режиме, для того чтобы наблю дать процесс роста, 

необходимо работать  при весьма м алы х скоростях разбавления, 
так чтобы член \im/ D  вносил заметный вклад в уравнения роста.

3. Культивирование при критической скорости разбавления:

/ ) =  Л = - ^ S°
Ks + S0

И з уравнений (7.68) следует:

SCT =  S0; М ст =  0; Рст =  0.
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Н аблю дать рост культуры в этом  режиме практически 
невозможно.

Для того чтобы идентифицировать механизм и определить 
параметры культуры, необходимо провести изучение стацио­
нарных уровней субстрата, продукта или биомассы  в зависи­
мости от начальных концентраций субстрата и вариации 
скоростей разбавления.

Стационарная концентрация субстрата. Уравнение (7.61) м ож ­
но преобразовать к виду

s  (K + *S o )D  ( ? 6 9 )

Y К
где а  =  - ~ ф— безразмерный парам етр, характеризую щ ий отно-

сительную эффективность ингибирования продуктом.
Из уравнения (7.69) видно, что SCT линейно зависит от

S0 и гиперболически от D. Его мож но записать в форме

S"  =  ^ T T  -« +  ̂ T T « S°-(7 '70)
Если процесс исследуется при данной постоянной скорости 
разбавления, но при различных значениях S0, то  стационарная 
концентрация субстрата как функция S0 характеризуется линей­
ной зависимостью , при этом  парам етры  прям ой даны следую ­
щими функциями:

а = ----- ^ ----- ; (7.71)
» J D -  1 + а ’ ) К

tg(p = ------ “------ . (7.72)
g J D -  1 + а  V 7

Если а  =  0 (ингибирование продуктом  отсутствует), то стацио­
нарная концентрация субстрата не зависит от So (tg(p =  0). Э то 
соответствует кинетике неосложненного роста. Д ля определения 
парам етров p m, Ks и а  необходимо знать значения а и tg(p 
хотя бы при двух различных скоростях разбавления. Если 
проведено полное исследование и известны а и tgcp при 
различных D, то  мож но воспользоваться уравнениями

нО )-1?  <7лз)
=  Ь  (7.74)

tgcp a \ D  I а

Параметры этих прямых позволяю т определить значения a, \xmw Ks.
И сследование стационарного уровня субстрата в хемостате 

мож но провести при различных скоростях разбавления
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f/Ser в режиме двух или нескольких 
концентраций вводимого субстрата. 
Д ля этого уравнение (7.70) мож но 
преобразовать к виду

1 От 4+ -
а — 1

Рис. 7.13. Зависимости стацио­
нарной концентрации субстрата 
от скорости разбавления в об ­
ратных координатах для систе­
мы с конкурентным ингибиро­
ванием продуктом при различ­

ных значениях а =  Y,KJ( YpK,)

ось абсцисс в точке (это

. (7.75)
SCT Ks +  a S 0 D К , + <xS0

Экспериментальные данные при ко­
нкурентном ингибировании продук­
том  долж ны  линеаризоваться в ко­
ординатах этого уравнения, при 
этом  парам етры  прямой равны

а — 1

< 7 Л 6 )  

<7Л7>
П рям ая 1/SCT от 1/D  пересекает 
получается из условия 1/SCT =  0):

1 —а 
От

(7.78)

При этом  справедливы следую щ ие условия (рис. 7.13) 
а  =  0 (1 / / ) ) „ =  1/|!т  (кинетика неосложненного роста); 
а =  1 (1/Z)L  =  0 (слабое ингибирование продуктом); 
o c > l( l /Z ) jn< 0  (сильное ингибирование продуктом).

Точки пересечений прямой 1/SCT от 1 /D  с осью абсцисс не 
зависят от концентрации субстрата S0, что также следует из 
уравнения (7.78). Таким образом , 1/SCT от 1 /Д  полученные 
при различных значениях S0, пересекаю тся в одной точке. 
Из уравнений (7.76)— (7.77) следует, что тангенсы углов наклона 
прямы х и отрезки, отсекаемые прямы ми на оси ординат, 
связаны с концентрацией вводимого субстрата уравнениями

+
к.

a a — 1 S0 а — 1 ’

_ L  =  ^  +  л _ ±
tg<P 0m 11m S0 '

(7.79)

(7.80)

Эти анам орф озы  позволяю т определить искомые парам етры  
Ks, цт и а.

Стационарный уровень биомассы. Уравнение (7.65) мож но 
записать в виде

М„ йт/Д-1 , 
Ф т /^ -1 + a '

Ks
V- JD— 1 +  a'

(7.81)
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I ± = t =  (7.85)
s. k s D Ks

И з рис. 7.14 видно, что при а  =  0 (кинетика неосложненного 
роста) зависимости М ст от S0 при различных скоростях 
разбавления будут представлены серией параллельны х прямых. 
Н епараллельность прямых усиливается при увеличении а  (от­
носительном увеличении эффективности ингибирования про­
дуктом).

Д ля определения Ys и а  при найденных независимо 
парам етрах р т и Ks мож но воспользоваться уравнениями (7.82) 
и (7.83). Например, уравнение (7.82) преобразуется в форму

а =  Y.

П рям ая М ст от S0 пересека­
ет ось абсцисс в точке

которая не зависит от 
а  и экономического коэф­
фициента Ys, а определяется 
лиш ь скоростью  разбавле­
ния и парам етрам и роста 
культуры. Если зависимость 
М ст от S0 исследована по 
крайней мере при двух раз­
личных скоростях разбавле­
ния, то  по уравнению  (7.84) 
мож но найти Ks и цт . В бо­
лее общ ем виде при серии 
определений S„ при различ­
ных скоростях разбавления 
целесообразно воспользоваться

Рис. 7.14. Зависимость стационарной кон­
центрации биомассы от S0 для системы  
с конкурентным ингибированием продук­

том  при различных ос:
а — а  =  0; б — а  =  0,5; в-— а = 5 ,0 ;  скорости  р а з ­

бавления даны  циф рам и на прям ы х

анам орф озой

Т аким  образом , зависи­
м ость стационарного уров­
ня биомассы  от концент­
рации раствора вводимого 
субстрата при данной ско­
рости разбавления долж на 
представлять собой прямую  
линию  со следую щ ими па­
рам етрами:

t g (p = Y S * J D  1   (7.83)
s pm/7> - i + «  v 7

» J D - 1’
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Из отрезка, отсекаемого на оси ординат, и тангенса угла
наклона определяю тся парам етры  Ys и значение а.

7.3.2. Неконкурентное ингибирование продуктом

Основная система уравнений, описываю щ ая кинетическое
поведение системы с неконкурентным ингибированием продук­
том  в режиме хемостата, имеет вид

p(S CT, PCT) =  Z); (7.87)
r sZ)(S0 - S CT) =  p (S CT, РСТ)М СТ; (7.88)

где
- p ( S CT, РСТ) =  / ) Р СТ,

Р

p (S CT, Рет) =  /

1 + 1 ? ) Л + 8 -

(7.89)

(7.90)

Подстановка значения Рст, выраженного через стационарную кон­
центрацию субстрата (7.59), в уравнение (7.90) приводит к функции

P(SCT, Рст) = г--- F —  ̂  ------------- • (7-91)
1 +-

урк ,
(s0- s c (^v + Sc

В соответствии с (7.87) имеем

(7.92)

Э то уравнение мож ет быть решено относительно стационарной 
концентрации субстрата. Оно представляет собой квадратное 
уравнение относительно SCT:

S C2T +  S„ + К, -  s n -Ks( s o+ M l )  =  0. (7.93)

Решение этого уравнения имеет вид
Л г . к ,



Из двух корней уравнения (7.93) физический смысл имеет 
лиш ь корень с полож ительной иррациональной частью , по­
скольку лиш ь в этом  случае SCT полож ительно.

Если ввести обозначение YsK J {Y pK i) =  а, то  уравнение (7.94) 
м ож но преобразовать к виду

с  „ К
2

1 ~ \ i J D i+ h .
к. + J  So

К~
1 -P J D

Рассм отрим  два важных частных случая.
1. Относительно слабое ингибирование продуктом : a  <s: 1 а-+0. 

В этом  режиме (7.95) приобретает вид

/ 1 + — ^ —  . (7.96)
2 1 “ а v  [» J D - \Y

Видно, что при а -> 0  значение 4a/(p im/Z>— I)2 <sc 1, при этом  ус­
ловии иррациональная часть уравнения (7.96) мож ет быть раз­
ложена в быстрорасходящ ийся ряд относительно 4 a /(p m/D — I )2:

2

1 + -
4 а

\ + 4 а

2 (ц т Д ) - 1 ) 2 +  4

4 а

Если воспользоваться первыми двумя членами разложения, 
то имеем

S „ = - к.
» J D - I

(7.97)

Э то уравнение соответствует кинетике неосложненного роста.
2. Сильное ингибирование продуктом : а » 1 .  В этом  режиме 

из (7.96) имеем

с
2 (7.98)

И ррациональная часть этого уравнения равна 1 +  S0/K s, поэтому
SCT =  S0. (7.99)

С тационарная концентрация субстрата соответствует начальной 
концентрации, вводимой в ферментер, концентрация биомассы 
равна нулю , стационарного роста культуры  нет.

К ак видно из уравнения (7.95), точное описание кинетики 
роста культуры  микроорганизм ов в хем остате в условиях 
неконкурентного ингибирования продуктом  содержит гром озд ­
кую иррациональную  функцию, в  силу чего рассмотрение
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реш ения и сопоставление с ним экспериментальных данных 
весьма неудобно. Д ля определения парам етров роста культуры 
воспользуемся достаточно точны м приближенным решением. 
Если процесс проводится в режиме, когда

у = ----- 4 (So/* .+  !/«)-------  < c i ,  (7.100)
Г [(1 +  Цт /ос£>) — (S 0 /ATs -(- 1 /а )]

то иррациональная часть уравнения (7.89) мож ет бы ть разлож е­
на в быстросходящ ийся ряд относительно парам етра у. Н ера­
венство (7.100) хорош о вы полнимо в условиях

l + p m/(a £ > )» S 0/tfs- l/o c . (7.101)

Э то неравенство м ож но преобразовать к виду

D < z  На. . (7.102)

И з (7.102) следует, что чем больш е концентрация субстрата, 
тем  меньш е долж на быть скорость разбавления, для которой 
справедливо такое неравенство, т. е. y<scl.

В режиме (7.100) или (7.102) стационарная концентрация 
субстрата мож ет бы ть представлена уравнением

S „ s , KAS°* -+ '"‘} (7.103)

s +1) “ f e H
Э то уравнение следует из (7.95) при разложении иррационально­
го члена в ряд относительно у и использования первых двух 
членов разложения.

Так как уравнение (7.103) справедливо лиш ь при условии 
(7.101), то  оно мож ет быть записано в более простой форме:

у  <7 | 0 4 )

•  Уравнение (7.104) очень похоже на уравнение (7.69),
описываю щ ее кинетику с конкурентным ингибированием про­
дуктом. Таким  образом , для определения парам етров роста 
культуры м икроорганизм а в условиях неконкурентного ингиби­
рования продуктом  мож но воспользоваться теми м етодам и 
и подходами, которы е рассмотрены  выш е для механизма
конкурентного ингибирования продуктом. О днако необходимо 
иметь в виду, что для случая неконкурентного ингибирования 
уравнение (7.104) имеет приближенный характер и тем  точнее 
описывает решение, чем ниже скорость разбавления и ниже 
концентрация вводим ого субстрата [см. (7.101)].
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П ри культивировании микроорганизм ов весьма часто реали­
зуется ситуация, когда продуктом  ф ерментационного превращ е­
ния являю тся органические кислоты , например уксусная или 
м олочная кислоты, которы е см ещ аю т pH в область низких 
значений и тем сам ы м  изменяю т скорость роста культуры. 
Если ингибирование ионами водорода достаточно сильное, то 
без специальных приемов вообщ е невозмож но реализовать 
рост культуры в режиме хемостата.

П роиллю стрируем  это на простом  примере. Допустим, 
скорость роста культуры контролируется ионогенной группой 
с р *  ~  7,0. Э то означает, что константа ингибирования Н + 
роста культуры Kt =  10“ 7 М. И з предыдущ его раздела следует, 
что стационарные концентрации субстрата и биомассы  в ре­
жиме хем остата определяю тся безразм ерны м  парам етром  
а =  YsKs/^YpKi). Если принять АГ,,~10~3 М (наиболее типичное 
значение для лимитирую щ его субстрата — источника углерода) 
и Y J Y pK 1, то при S0, соизмеримых с Ks, из уравнения 
(7.104) следует, что SCT/S0 =  0,999. Э то говорит о том , что 
субстрат в хемостате практически не конвертируется, роста 
культуры  не происходит.

Д ля предотвращ ения ингибированности кислотны м продук­
том  мож но, например, в ферментер с постоянной скоростью  
v0 подавать нейтрализую щ ий кислоту раствор щелочи опре­
деленной концентрации. Рассмотрим  стационарную  кинетику 
роста культуры  с учетом этого дополнительного процесса.

Кинетику роста культуры описывает система уравнений

^  =  p(S , Н + )М -£ > М ; (7.105)

~  = D (  SQ —S) —^ S- ” -+-)N1; (7.106)

н +  (7 1 0 7 )  
dt dt ( Y 0

Д обавочны й член v0 в '(7.107) представляет собой молярную
скорость ввода в ферментер нейтрализую щ его раствора*

v 0  =  dO H  + /d t. (7.108)

Зависимость удельной скорости роста культуры от концентра­
ции ионов водорода мож но представить в виде

(I (S, И + ) =  sj (неконкурентное ингибирование), (7.109)

7.3.3. Ингибирование ионами водорода

d  Р п
Ограничение на v0 накладывается исходя из условия — 5=0.
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где функция / ( Н +) для различных случаев м ож ет иметь 
различный вид. Н апример, если имеет место сигмоидальная 
зависимость скорости роста от концентрации ионов водорода

/ ( Н  + ) = 1 + ^ ,  (7.110)

при колоколообразной

/ ( H + ) = l + ^ + | l .  (7.111)

В стационарном  режиме при J M /d /  =  0, dS /d t — О и dH  + /d t =  
-  0 имеем

p (S CT, H :T) =  D ; (7.112)
M CT =  (S0 —SCT) Ys; (7.113)

H + =  — ъ (S0 -  S „ ) - £  (7.114)

Если рассм отреть простейш ий случай и предположить,
что протон является конкурентным ингибитором  роста 
культуры, то

HraSCI
я с+Л - =  D. (7.115)

П ри подстановке в это уравнение значения Н  + , найденного 
по уравнению  (7.114), получим

n„SCI

К*

откуда следует

= D ,  (7.116)

YSKS v0 K.
Ks+ -± -±  S „ — —

Sc t=  Y' * K DKl. (7-117)
й т  , s s  |

Если принять введенное ранее обозначение а  =  то  уравне­
ние (7.117) мож но записать в виде ' р

Ks +<xS0 —— —
Л  К

S = - --------------------------------------------- (7.118)
ст p J D -  1+а

В отличие от рассмотренного ранее уравнения для случая
ингибирования без процесса нейтрализации уравнение (7.118)
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содерж ит в числителе дополнительны й член jy j-  Э тот

член приводит к тому, что при прочих равных условиях при 
нейтрализации кислого продукта стационарная концентрация 
субстрата ниже и соответственно концентрация биомассы  выше, 
чем для процесса без нейтрализации.

В режиме нейтрализации кислоты концентрация биомассы  
будет представлена уравнением

S0 (\lm- D ) - K t D  +  v0 ^

М = Y  —. (7.119)
ст 5 ц+(<х—1)Z>  ̂ ’

Д ополнительны й прирост биомассы  при нейтрализации кислот­
ного продукта имеет вид

К
vo —

AM =  У  r ^ — . (7.120)

Из этого уравнения видно, что прирост биомассы  при 
нейтрализации кислотного продукта тем  выше, чем выше 
скорость подачи нейтрализую щ его агента. П рирост биомассы 
уменьш ается с ростом  скорости разбавления.

При проведении процесса с нейтрализацией кислотного компо­
нента накладываются дополнительные ограничения на скорость

разбавления. Из уравнения (7.120) следует, что при >  1, для того

чтобы значение SCT было положительным, т. е. чтобы величина 
имела физический смысл, необходимо соблюдение неравенства

Ks +  clS0 > ^  —. (7.121)
D  K t 4*

Э то неравенство будет хорош о выполняться при высоких 
концентрациях субстрата или при высоких скоростях протока. 
Критическая скорость разбавления, которая вычисляется на 
основе равенства нулю числителя уравнения (7.120), имеет вид

В  =  "°-  (7.122)

* ‘1 1 + ° Ч

Ниже этой величины стационарного роста культуры в хем оста­
те происходить не будет.

•  Таким  образом , в режиме ингибирования ионами водоро­
да при нейтрализации кислотного продукта скорость разбавле­
ния имеет ограничение как сверху, так и снизу:
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л-So > D > _ 4 —  (7.123)
*’+ s" * ; ( l+ « |

Д ля определения парам етров роста культуры в обсуж даемом 
режиме необходимо провести исследование стационарных уров­
ней субстрата и биомассы при различных концентрациях 
вводимого субстрата и различных скоростях разбавления.

Зависимость стационарной концентрации субстрата как 
функции концентрации вводимого субстрата следующая:

<7' 124>
Тангенс угла наклона этой зависимости как функции скорости 
разбавления определяется максимальной скоростью  роста орга­
низм а и а:

• " - д а ?  ‘7 |25>

В обратны х координатах имеем

i + ^ z i  (7.126)
tg(p a  D а

Э та зависимость позволяет определить значения а  и цт (или 
отнош ение цт /а  при а » 1 ) .

О трезок, отсекаемый линейной зависимостью  SCT от S0 на 
оси ординат, равен

К  D — v0 —

а =  г п ^ г . (7.127)
Ит+(«-1)Я

Если известны значения цт , a, v0, то  из зависимости а от 
D м огут бы ть найдены Ks и К{.

А налогичное рассмотрение мож ет бы ть проведено для 
определения парам етров роста микроорганизм ов из зависимос­
ти стационарного уровня биомассы  от начальной концентрации 
субстрата и скорости разбавления.

К ультивирование микроорганизм ов в проточном  режиме 
§  имеет ряд принципиальных преимуществ по сравнению  

с периодическим культивированием. Эти преимущества 
обеспечиваю т ш ирокое распространение методов проточ­

ного культивирования для решения как исследовательских, 
так и прикладных задач. Основные преимущ ества связаны
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. с интенсификацией процесса, возмож ностями осущ ествить не- 
' прерывное культивирование, автоматическим  кондиционирова­

нием среды, стабилизацией развития клеток в определенной 
1 фазе роста. П ринципиальной особенностью  хем остатного куль­

тивирования является управление скоростью  роста популяции 
с пом ощ ью  скорости разбавления. Увеличение скорости разбав- 

! ления автоматически ведет к установлению  в системе новой 
удельной скорости роста популяции и новых стационарных 

[ уровней субстрата, биомассы, продуктов ферментации. О днако 
следует помнить о принципиальном ограничении, наклады ва­
ем ом  на скорость разбавления. При определенной вводимой 
в ферментер концентрации субстрата она не мож ет быть больш е 
максимальной удельной скорости роста м икроорганизм а в дан ­
ных условиях. При скорости разбавления выше критической 
культура микроорганизм ов будет «вымываться» из ферментера.

Уравнения, описывающие рост популяции в режиме хемостата, 
наиболее просты. Д ля определения парам етров роста, таких, как 
удельная м аксим альная скорость роста и константа сродства 
к субстрату, необходимо исследовать поведение системы при 
различны х скоростях разбавления или различных начальных 
концентрациях субстрата и использовать уравнения, которые 
следуют из изложенной теории хемостатного роста. Соответствие 
экспериментальных данных уравнениям для случая неосложненно­
го роста является доказательством  того, что рост популяции 
протекает в условиях отсутствия осложняю щ их эффектов. Если 
наблю даю тся существенные отклонения от уравнений «идеально­
го» роста, то  необходимо провести идентификацию осложняющего 
эффекта. Это может быть как ингибирование избытком субстрата, 
так и ингибирование продуктом  культивации м икроорганизма.

Д ля дискриминации различных осложняю щ их эффектов 
в табл., 7.1 приведены основные уравнения, описываю щ ие 
кинетические законом ерности роста клеточных популяций в слу­
чае неосложненного роста и при сильном ингибировании 
субстратом  или продуктом.

И з таблицы  видно, что закономерности роста для указанных 
случаев существенно различаю тся. Рис. 7.15 и 7.16 схематично 
иллю стрирую т многообразие зависимостей, которы е могут 
наблю даться экспериментально. В случае неосложненного роста 
стационарная концентрация субстрата долж на сильно возрас­
тать  с ростом  скорости разбавления, в то время как при 
сильном ингибировании субстратом  она мож ет как линейно 
расти, так и сильно падать. При ингибировании продуктом 
стационарная концентрация субстрата долж на расти с ростом  
скорости разбавления по гиперболическому закону. И з табл. 7.1 
и рис. 7 .15 ,6  видно, что при неосложненном росте и при 
ингибировании субстратом  стационарная концентрация в фер­
ментере не зависит от вводимости в ферментер его концентра-
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Таблица 7.1
Кинетические закономерности роста популяции микроорганизмов 

при неосложненном росте и сильном ингибировании 
субстратом или продуктом

Механизм
процесса

Стационарная
концентрация

субстрата
Стационарная кон­

центрация биомассы
Стационарная кон­
центрация продукта

Неосложненный
рост S -  D K ' Р У . ( 0 D K , \

ст » m- D Р" - у Л  ° * . - d )
Ингибирование

субстратом
D K ,

ст, 1 —
Ит м " - ' - ( 5° - 7 с Ь

Р J s - £ V \ L
—  ' Г  * . ) г ,

( о « д . )
Сст. 2 D Mci.2 = ( s  o ~ ~ ) Y s Р J  s  Y’ 

у D ) Yp

Ингибирование
продуктом с ctS0 D

СТ п M CT= n s 0 i ^ - PCI=  s 0 ^m~ D 
Yp pm +  a£)

ции. Н апротив, в случае ингибирования продуктом  долж на 
наблю даться линейная зависимость между стационарной кон­
центрацией субстрата в ферментере и в питаю щ ем его растворе. 
Соверш енно различны законом ерности изменения в ферментере 
биомассы  при изменении скорости разбавления (рис. 7.16). На 
основании качественного сопоставления экспериментальных 
данных с теоретическими, представленными на рис. 7.15 и 7.16, 
мож но идентифицировать условия роста популяции, определить 
в последую щ ем парам етры  процесса и найти наиболее опти­
мальны е условия его проведения.

Рис. 7.15. Зависимость стационарной кон­
центрации субстрата от скорости разбавле­
ния (а) и начальной концентрации субстрата 
(б) в режимах неосложненного роста (2), при 
ингибировании избытком субстрата (I)  

и продуктом (3)

Рис. 7.16. Зависимость стацио­
нарного уровня биомассы от 
скорости разбавления для неос­
ложненного роста ( / )  и для 
роста в режиме ингибирования 
избытком субстрата (2) и про­

дуктом (3)



Рис. 8.1. Зависимость от времени концентрации биомассы (а ) и исходного 
субстрата (б ) для систем с различным количеством введенного инокулята 

(N 0/(M „ — N 0) (цифры на кривых): 
кривы е отр аж аю т численное интегрирование уравнений (8.3) и (8.4) при значении п арам етра

K J  S0 =  0,5

субстрата (т50), зависят от этого отнош ения. П ри переходе 
от K J S 0 =  2 к ATs/S 0 =  0,1 т50 меняется от 6,2 до 2 ед.т.

Расчеты показы ваю т, что существует линейная зависимость 
между т50 и K J S0. Ее можно представить теоретико-эмпири­
ческим уравнением, которое следует из данных, приведенных 
на рис. 8.2:

t 50* 1 , 8  +  2 , 3 ( * s / S 0 ) .  (8 .5)

При больш ой концентрации субстрата, существенно превыш аю ­
щей константу Ks (S0 :»  К5), время полупревращ ения субстрата 
выходит на предельный уровень, приблизительно равный 
1,8 ед.т. Таким  образом , если известна цт , то  предельно 
возмож ное время полупревращ ения субстрата г50 в условиях 
его насыщ аю щ их концентраций мож ет бы ть оценено по 
простейш ему уравнению

1 2  3  4 5  6 7 V 1 2  3 4 5 6 7 V

Рис. 8.2. Зависимость от времени концентрации исходного субстрата (а )  
и биомассы (б) для систем с различными значениями параметра K J S 0 (цифры

на кривых):
кривы е соответствую т численном у реш ению  уравнений (8.3), (8.4) при использовании

парам етра  N 0/(M „  — N o) =  0 ,l
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* 5 0 - Ь 8 / ц т . (8 .6 )

Э та оценка справедлива, когда количество инокулята около 
10%. К ак бы ло показано, т50 также зависит от количества 
изначально введенных в систему клеток (см. рис. 8.1).

Из данных, приведенных на рис. 8.2, следует, что кинети­
ческие кривые роста культуры в условиях K J S Q з> 1 и K J S 0 <^:\ 
существенно различаю тся по форме кинетической кривой. Д ля 
определения условий проведения эксперимента (выяснения об­
ласти соотнош ения K J S 0) предлагается следую щ ая достаточно 
простая процедура. Кинетическая кривая роста при т =  т50 
разбивается с пом ощ ью  осей 1— 1' и 2— 2' на четыре квадранта 
(рис. 8.3), и двум я последовательны ми зеркальны ми отраж е­
ниями часть кинетической кривой, лежащей в III квадранте, 
проецируется в первый квадрант.

Графически двойное зеркальное отражение мож но получить, 
если разность единица минус ордината точек кривой, лежащих 
в III квадранте (заш трихованная область), отлож ить в I квад­
ранте, взяв за нулевой отсчет времени т =  т50, и двигаться 
в обратном  направлении.

Кинетическая кривая роста в условиях K s »  S0 практически 
симметрична. Д войное зеркальное отражение верхней части

8.1.2. М етод двойного зеркального отражения

т

т,1

Рис. 8.3. Графическая иллюстрация 
метода двойного зеркального от­
ражения при анализе полной кине­
тической кривой роста популяции 

микроорганизмов

Рис. 8.4. Двойное зеркальное 
отражение кинетической кривой 
роста популяции в режиме 
S0 <^KS (кривые / )  и в режиме

S0 » K s (кривые 2):
сплош ны е линии —  нижний участок 
кривой роста; пунктирны е —  верхний
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кривой долж но либо совпа­
дать  с начальны м участком 
кривой, либо леж ать несколь­
ко выше (рис. 8.4, кривые 1). 
В условиях S0 »  Ks отражение 
верхнего участка кинетической 
кривой ляж ет существенно ни­
же начального участка (кри­
вые 2).

•  Таким образом , мож но 
на основе качественного ана­
лиза вида кривой определить, 
в каком  режиме протекает 
процесс: в условиях S0 :»  Ks 
(режим м аксимальной скоро-

Рис. 8.5. Данные рис. 3.5, а в коорди­
натах (8.1) и двойное зеркальное отра­
жение верхней половины кривой 

(пунктир)

сти роста) или в условиях S0 <^:Ks (режим первого порядка 
по концентрации субстрата).

П риведем пример анализа режима протекания процесса, 
воспользовавш ись для этого данны ми рис. 3.5 (рис. 8.5). Видно, 
что верхняя и нижняя части кривой практически совпадаю т, 
кривая почти симметрична. Очевидно, что рост культуры 
ведется в режиме, когда концентрация субстрата существенно 
ниже Ks. Данные, приведенные в § 3.3, блестяще подтверж даю т 
этот вывод.

Д ля практического использования обсуждаемого м етода 
существенно выполнение следующих условий: 1) при построении 
кинетической кривой должен быть исключен период индукции; 
2) выводы будут однозначны, если для данной культуры 
показано, что механизм роста не вклю чает стадии ингибиро­
вания избы тком  субстрата или ингибирования продуктом. 
В последних двух случаях м етод двойного зеркального о т ­
ражения мож ет приводить к близким зависимостям , но другим 
качественным выводам.

Ингибирование субстратом. Уравнение скорости роста куль­
туры  с ингибированием избы тком  субстрата в безразмерных 
переменных имеет вид

dm
dx

И - * *

(8.7)

Видно, что в отличие от процесса без ингибирования субстра­
том  здесь кинетика роста определяется двумя безразмерными 
парам етрам и: K J S 0 и S0/ АГ, (рис. 8.6). Из рисунка видно, 
что ингибирование субстратом  приводит к появлению  не­
симметричности на кривой роста культуры. Особенно это 
хорош о обнаруживается при использовании м етода двойного
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О 1 2 3  4  5  6 1 X  1 2  3  4 5  6 1 X

Рис. 8.6. Кинетические кривые роста микроорганизмов (а) и расход лимитирую­
щего субстрата (б) для случая с ингибированием избытком субстрата: 

численное решение уравнения (8.7); цифры на кривых параметры SJKt; ЛГ /S0 = 0,5;
N„/(Ma - N o) =  0,l

зеркального отраж ения (рис. 8.7). Верхний участок кинетической 
кривой для случаев ингибирования субстратом , отраженный 
в I квадранте, располагается существенно ниже, чем нижний 
участок, что является характерной особенностью  данного 
процесса.

Ингибирование продуктом. У равнения скорости роста куль­
туры при ингибировании образую щ имся продуктом в безраз­
мерных переменных (8.1) имею т вид

$  =  / ] о. 1 (неконкурентное ингибирование); (8.8)
dx ( \ + P a, / K i) ( K J S 0 + s )

—  =  -г—— г—  (конкурентное ингибирование), (8.9)
dx K s/ S 0 ( l + P x / K , P ) + s  F V ’

где P —  предельное количество продукта.
Видно, что кинетика роста управляется также двумя 

безразмерны ми парам етрам и: K J S0 и P ^ /K j (рис. 8.8). После 
небольш ого, почти недетектируемого периода экспоненциаль­
ного роста развитие культуры переходит в реж им почти 
постоянной скорости, наблю дается длинный, близкий к линей­
ному участок накопления биомассы  или продукта.

Х арактерной особенностью  процесса с ингибированием 
продуктом  является специфический вид кинетической кривой 
при двойном  зеркальном  отраж ении верхнего участка кривой 
(см. рис. 8.7). Видно, что кривая существенно несимметрична, 
при этом  отраж аем ая ветвь лежит зам етно выше начального 
участка.

•  Т аким  образом , кинетические кривые роста м икроорга­
низмов для различны х механизм ов протекания процесса имею т 
различную  форму. Визуализацию  различий удобно проводить 
с использованием м етода двойного зеркального отражения.
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Рис. 8.7. Графическая иллюстрация 
метода двойного зеркального отраже­
ния для системы с неосложненным 
ростом ( /) ,  с ингибированием избыт­
ком субстрата (2) и продуктом (2): 
сплошные линии — нижний участок кривой 

роста; пунктирные — верхний

/ 1 3 h 5 6 7 %

Рис. 8.8. Кинетические кривые роста 
популяции при ингибировании про­

дуктом:
численное решение уравнений (8.8) и (8.9); 
Р„/К,— цифры на кривых; N0/(M!D- N 0) = 
=0,1; KJSo=0,5; а — неосложненный рост, 
б конкурентное и в — неконкурентное ин­

гибирование

Д остаточно легко идентифицирую тся процессы с ингибировани­
ем продуктом  и процессы, протекаю щ ие в режиме первого 
порядка по лимитирую щ ему субстрату (S0 Ks) (см. рис. 8.4 
и 8.7). Кинетические кривые в условиях S0 ^> Ks и при 
ингибировании избы тком  субстрата имею т близкие формы , их 
идентификация на основе одной кинетической кривой не всегда 
мож ет бы ть сделана. Д ля дискриминации этих механизмов 
могут бы ть применены другие методы , например исследование 
развития культуры в экспоненциальной фазе при различных 
начальных концентрациях лим итирую щ его субстрата (см. гл. 2).

8.2. РОСТ КУЛЬТУРЫ  
ПРИ Н АЛ И Ч И И  ПРОЦЕССА ЛИЗИСА КЛЕТОК

Уравнение скорости роста культуры при наличии лизиса 
клеток имеет вид

^  =  *y.M-s - a / M ,  (8.10)
dt Ks + s

где 7.' —  константа, характеризую щ ая скорость лизиса, или 
гибели, клеток.
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Рис. 8.9. Кинетические кривые роста микроорганизмов (т ), накопления 
продукта (р) и расхода субстрата (л) с учетом лизиса клеток при

различных параметрах Х =  0,1 (а), 1,0 (б):
решение уравнений (8.11) при KJSo = 0,5

Если перейти к безразм ерны м переменным [см. (8.1)] при
условии Ys—Y .=  l,  то  скорости роста культуры, расхода 
субстрата и образования продукта будут равны

dm ms  .
— km ;

dt KJSo+s
ds _  ms dp _  ms

d r  K J S 0 + s ’ dr  K J S 0 + s ’
(8. 11)

,  Г где k  =  — .

В отличие от процесса в отсутствие лизиса клеток в об­
суж даемом случае кинетика роста определяется двумя без­
разм ерны м и парам етрам и: ATs/S 0 и к (рис. 8.9). Из рисунка 
видно, что лизис клеток приводит к появлению  несимметрич­
ности на кривых расхода s и образования р, а также, что 
очень важно, к прохождению  через максимум кривой роста 
культуры, причем с увеличением к эти процессы усиливаются 
(кривые расхода s и образования р  становятся все несиммет­
ричнее, а максимумы  кривой роста т понижаю тся). При 
значениях к , близких или превыш аю щ их единицу, наблю дается 
отмирание культуры (рис. 8 .9 ,6 ). У словие отмирания культуры 
имеет вид

<8-12>

•  Кинетические кривые роста культуры с участием стадии 
лизиса клеток сравнительно легко идентифицирую тся из-за 
наличия характерного максимума или ниспадаю щ ей вет­
ви на кривых роста культуры. В этих же условиях кон­
центрация продукта достигает насыщения и не изменяется во 
времени.

Соверш енно аналогично кинетическое описание процесса, 
когда в популяции появляю тся клетки, не способные к делению

2 0 0



(см. гл. 3, § 5). В этом  случае число жизнеспособных клеток 
проходит через максимум, а общее число клеток выходит на 
предельный уровень с насыщением. Т акого рода механизм 
мож ет бы ть причиной ограничения роста микробной попу­
ляции.

8.3. КИН ЕТИ ЧЕСКИ Е ЗА КО Н О М ЕРН О СТИ  РЕП Л И К АЦ И И  ПЛАЗМ ИД  
В РАСТУЩ ЕЙ П ОП У Л ЯЦ И И  Е. COL1

Развитие генно-инженерных подходов (Т. М аниатис, Э. 
Фрич, Дж. Сэмбрук, 1984) поднимает комплекс вопросов, 
связанных с изучением и прогнозированием временных законо­
мерностей экспрессии гена. Д ля примера рассм отрим  кинетику 
роста популяции Е. coli (ш там м  PR 13), содержащ ей плазмиду 
рМ М  243 на среде с добавкой антибиотика ампициллина 
(рис. 8.10). П лазм ида несла ген (3-лактамазы, обеспечивающей 
рост бактерий в этой среде. Ранее бы ло показано, что ш там м  
Е. coli без плазмиды  не обладает (i-лактам азной  активностью  
и не способен расти в данной среде.

Из рис. 8.10 видно, что рост общ его числа клеток в по­
пуляции существенно опережает рост плазмиды  и экспрессию 
|3-лактамазы, при этом  нормированны е кинетические кривые 
роста плазмиды  и фермента по форме примерно совпадаю т. 
Э то  опережение проявляется на начальном периоде (3 5 ч)
развития процесса в экспоненциальной фазе. В дальнейш ем 
количество числа плазмид и активность (3-лактамозы в расчете 
на клетку выходят на исходный уровень.

Кинетическая кривая роста общ его числа клеток имеет 
типичный вид, вклю чаю щ ий экспоненциальную  фазу с зам ед­
лением роста. Соверш енно по-другому выглядит популяционная 
кривая изменения числа жизнеспособных клеток, проходящ ая 
через максимум (рис. 8.11).

Л  £. 
Mm 0т
1,0 -

Рис. 8.10. Кинетические кривые на­
копления клеток М (1) и ДН К  
плазмиды G (2), нормированные
на предельные значения: М т =  0,5-
=  4 • 109 клеток/мл, G,„ =
=  8,8 • Ю-10 мгк ДН К  на клетку 
(а); кинетика изменения числа 
плазмид (!)  и активности Р-лакта- 
мазы (2) в расчете на клетку

клеток/мл,
I - П

в процессе роста микробной попу- >  
ляции (6)
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Н аибольш ий интерес и воз­
мож ность количественной интер­
претации представляет экспонен­
циальная ф аза роста (первые 4 —  
5 ч) (рис. 8.11). В озмож ны м эф­
фектом, ослож няю щ им интерпре­
тацию  как в экспоненциальной 
фазе роста, так и на следующих 
этапах развития процесса, может 
быть существенное изменение pH 
среды в результате накопления 
органических кислот — продуктов 
м етаболизм а Е. coli. О днако из 
рис. 8.12, а видно, что, в то  время 
как pH среды в процессе роста 
меняется существенно (от 8 до 
5,5), удельная скорость роста 
Е. coli практически не зависит от 
pH среды (рис. 8.12, б).

•  И так, ан али з кинетики р о ­
ста Е. coli в экспоненциальной  ф азе м ож но п роводи ть, не 
опасаясь  сущ ественного влияния pH  на кинетику процесса 
(рис. 8.13). В течение исследуем ого времени эксп ери м ен таль­
ные данны е до стато ч н о  хорош о описы ваю тся экспоненци­
альной  функцией. Э ф ф ективны е определяем ы е из эксперим ен­
та удельны е скорости  роста по разли чн ы м  перем енны м  
м ож но об озн ачи ть  как ця (рост ж изнеспособны х клеток), 
ц0 (рост Д Н К -п л азм и д ы ), ц£ (рост активности  р-лактам азы 1. 
Н айденны е значения п арам етров : р = 1 , 5 ч - 1 ; цо =  0,8 ч - *; 
ц Е =  0,8 ч -1.

Р ост ж изнеспособны х клеток сущ ественно опереж ает рост 
п лазм и ды  и ф ерм ента, в р езу л ьтате  чего клетки в п р о ­
цессе р о ста  популяции до  определенного  периода обед ­
н яю тся ими (см. рис. 8.10). В дальн ей ш ем  зам едление ско­
рости  р оста популяции происходит бы стрее, чем зам едление 
скорости  р оста п лазм и ды , и кривы е вы ходят на исходны й 
уровень.

▲ Таким  образом , поведение системы характеризуется дву­
м я наиболее интересными особенностями.

1. Весьма необычными представляю тся обнаруженные зако­
номерности развития популяции бактерий. Из данных рис. 8.10 
и 8.11 видно, что наряду с процессами роста и деления 
клеток наблю дается активный процесс инактивации клеток. 
Э тот процесс детально был проанализирован в гл. 3 (про­
грессирую щ ая некомпетентность).

2. Интересным представляется динам ика роста Д Н К  плаз­
миды. О тставание процессов репликации плазмиды  и «разбав-

Рис. 8.11. Кинетика изменения ко­
личества клеток (М а ), способных 
образовывать колонии на твердой 
среде в нормальных (кривая 1) 
и полулогарифмических координа­

тах (кривая 2)
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Р и с . 8 .1 2 . p H -з а в и с и м о с т и  р о с т а  Е . c o li: 
о изменения pH  среды  при культивировании 
Е. coli на средах с различны м  н ачальны м  значе­
нием pH: / ~  8,0; 2 —  7,5; 3 — 7,0; 4 — 6,5; 5 -  6,0; 
б — 5,5; б — зави сим ость удельной скорости  роста 
от  начального  значения pH . У дельную  скорость 
роста  р определяли  из линеаризации  экспонен­
ц иального участка кривой роста  популяции в полу­

логариф м ических коорди натах  (см. гл. 2)

Рис. 8.13. Кинетика изменения 
числа жизнеспособных клеток 
Ма (1), Д Н К  плазмид G в рас­
чете на объем суспензии клеток 
(2), активности (3-лактамазы 
Е (3)  в экспоненциальной фазе 
роста популяции в полулога­

рифмических координатах

ление» плазм ид в клетке представляю тся весьма важным 
феноменом, требую щ им анализа.

8.3.1. Кинетическая модель роста микробной популяции

Как уже отмечалось, анализ роста микробной популяции 
детально проведен в гл. 3 [уравнения (3.88)— (3.102)].

С опоставление уравнений (3.97) и (3.102) с эксперименталь­
ными данны ми показы вает, что кинетическая модель описывает 
их достаточно хорош о (см. рис. 8.11, кривая 2). Тангенс 
угла наклона левой ветви кривой дает значение рна6л, 
правой константы  скорости инактивации реплицирующей 
способности клеток X. Из данных рис. 8.11 мож но найти 
рна6л =  (1 ,5 ± 0 ,1 ) ч -1 , Х =  (0,4 +  0,1) ч -1 и соответственно из 
уравнения (3.100) ц, =  2 ч

П роведем  более подробный анализ кинетической модели 
с пом ощ ью  численного интегрирования на ЭВМ  системы 
уравнений (3.88)— (3.90), преобразовав ее к безразм ерны м 
переменным (8.1). В результате получим
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dma
dt

m„s
■ — —  m„

K J  So+  5 M .

dm, X
—  =  — ma 
dt

(8.13)

Принципиально важ­
ным парам етром , 
определяю щ им свойст­
ва системы (8.13), яв­
ляется \ l \ i m (рис. 8.14). 
Видно, что с ростом  
константы  скорости 
инактивации реплици­
рующей способности 
уменьш ается макси­
мальная концентрация 
делящ ихся клеток, 
с увеличением макси­
м альной удельной ско­
рости эта величина 
увеличивается. С ледо­
вательно, наблю дается 
качественное соответ­
ствие теоретических

Рис. 8.14. Теоретические кривые роста микроб­
ной популяции с инактивацией реплицирующей 
способности клеток. Расчеты сделаны путем 
численного интегрирования системы уравнений 
(8.13) при K JS0 =  2; тиаО= 0,01; w o =  0,05; У, =  0,5 

и различных значениях А,/цт :
1 — 0,0357; 2 — 0,714; 3 — 0,1071; 4 — 0,1428; 5 — 0,2142; 
т — общее число клеток; т„ — реплицирующие клетки

кривых экспериментальным данны м (см. рис. 8.10, 8.11, 8,14).
•  Таким образом  рассмотренный рост Е. coli характеризуется 

весьма важной особенностью : пом им о деления клеток протекает 
достаточно интенсивная потеря ими способности к делению. Э тот 
процесс является, по-видимому, определяю щ им в развитии 
популяции и ограничивает рост и предельную плотность культуры.

8.3.2. Кинетические закономерности роста числа плазмид

Важной законом ерностью  представляется «запаздывание» 
репликации плазмиды  по сравнению  с репликацией базовой 
Д Н К  и ростом  клеток (см. рис. 8.10). Э го  приводит к «разбав­
лению» клеток по плазмиде и к появлению  миним ума на 
кинетической кривой изменения во времени числа плазмид 
на клетку. А нализ показы вает, что наличие миним ума объяс­
няется различием в скоростях удвоения клеток и плазмиды. 
П роиллю стрируем  это кинетическим расчетом.

К ривую  роста популяции клеток М достаточно надежно 
мож но аппроксимировать уравнением

М е ц'
(8.14)м„ М 0

, + NTSM
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Рис. 8.15. Линеаризация данных по Рис. 8.16. Теоретический расчет по
кинетике роста популяции ( / )  и Д Н К  уравнению (8.17) кинетики изменения
плазмиды ( 2 )  в координатах уравне- количества плазмид в одной клетке:

ния (8.15): G„/Mo_=50; Mo/Mm = Go/G„ = 0,l; ц=1 ч"1
в случае роста популяции М — концентра- Hg> 4 7 0,1; 2  0,5; 3  0,7; 4  1,0
ция клеток; М0 и M„ — начальная и пре- ' — 1,2: 8 — 1,5; 7 2,0
дельная концентрации клеток; в случае 
роста ДНК плазмиды М концентрация 
ДНК плазмиды; М0 и М„ — соответственно 
начальная и предельная концентрации ДНК 

плазмиды

Э то уравнение логистической кривой, подробный анализ 
и условия применимости которого анализируется в гл. 3. 
Действительно, линеаризация данных рис. 8.10 в координатах 
уравнения, следуемого из 3.10, т. е.

pf =  ln
М /М 0

1 - М /М „ ’
(8.15)

показы вает его адекватность экспериментальным данны м (рис. 
8.15, прям ая 1).

Рост концентрации плазм ид также ф орм ально описывается 
уравнением (8.14), но с другим показателем  pG (рис. 8.15, 
прям ая 2). Таким образом , мож но записать

G  =
Goe^1

+  ( G 0/ G j e " o * ’ •
(8.16)

где pG —  наблю даем ая удельная скорость роста плазмиды ; G 0, 
G m —  соответственно начальная и предельная концентрация 
плазмиды  в системе.

К оличество плазм ид в расчете на клетку (G /М ), как следует 
из уравнений (8.14) и (8.16), мож но представить функцией
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Вид функции зависит от соотнош ения скоростей роста плаз­
миды и клетки (рис. 8.16). Видно, что при pG >  р кривая 
имеет максимум, при pG =  р число плазм ид на клетку не 
зависит от времени, при pG <  р наблю дается временное обед­
нение клеток плазмидой. И менно последний случай реализуется 
в эксперименте, представленном на рис. 8.10.

Д ля понимания основных закономерностей поведения си­
стемы полезно рассм отреть несколько частных случаев урав­
нения (8.17).

Н а начальном  участке отличается экспоненциальное уменьш е­
ние (при pG <  р) или увеличение (при pG >  р) плазм ид в клетке.

2. Большие времена процесса:

П ри этом  важно отм етить, что, поскольку посев культуры 
осущ ествляю т используя «старые» клетки, инкубированные 
в больш ие периоды времени, справедливо равенство

3. Скорость роста плазмиды существенно превышает ско­
рость роста клеток: pG » р. В этом  режиме имеет место 
уравнение

Число плазм ид на. клетку увеличивается по логистической 
кривой с предельным значением.

4. Скорость роста плазмиды существенно меньше скорости 
роста клеток: pG« :p .  В этих условиях уравнение (8.17)
трансф ормируется к виду

1. Начальный участок кривой: при t  >0 —- е мГ <sc 1,

при t — > 0 0  —  е мг »  1, ^ е м« '» 1 .м т с,т
(8.19)

G 0/ M 0 =  G m/ M m. (8.20)

(8 .21)

( G / M ) , _ 00= G m/ M 0 (8.22)



G / M = ^ e - “4 G 0/M m,
м 0

(8.23)

т. е. количество плазм ид на клетку экспоненциально падает, 
достигая м аксим ального уровня G 0/M m.

В пределе м иним альны м значением отнош ения G 0/M m 
является единица —  состояние системы, при котором  на клетку 
приходится одна плазмида.

▲ Д ля бактериальных систем с плазм идой характерны  два 
реж има работы : 1) ослабленный контроль, когда G 0/M 0 » l ;  
2) строгий, «жесткий» контроль, когда G 0/M 0 =  l. Проведенный 
кинетический анализ позволяет дать  количественный критерий 
для этих режимов:

pG <sc ц (строгий контроль);
(8-24)

(iG >  ц (ослабленный контроль).

Сопоставление теоретического уравнения (8.17) с эксперимен­
том  показы вает, что обсуж даемая кинетическая модель и урав­
нение (8.17) достаточно хорош о описываю т экспериментальные 
данные (см. рис. 8.10). В данном  случае имеет место соотнош е­
ние удельных скоростей роста pG ~  ц, pG <  ц, т. е. процесс 
характеризуется ослабленным контролем. По оценкам, на клетку 
в зависимости от фазы роста приходится 10 — 80 плазмид.

8.3.3. Кинетическая модель репликационных процессов 
в системе с плазмидой

Как следует из предыдущ его раздела, при росте микробной 
популяции наблю дается меньш ая скорость роста числа плазм ид 
по сравнению  с ростом  числа клеток. С помощ ью  разработан ­
ной кинетической модели удалось количественно описать 
поведение такой системы во всем интервале времен протекания 
процесса.

Кинетический анализ роста популяции с плазмидной Д Н К  
полезно детализировать, что возмож но осущ ествить путем 
вычисления удельных скоростей роста базовой и плазмидной 
Д Н К . Рассмотрим  «микроскопический» подход к анализу 
кинетики роста популяции с плазмидой. С уть этого подхода 
заклю чается в вычислении времен репликации базовой Д Н К  
и плазмиды  с переходом на «популяционный» уровень при 
использовании уравнений

М = М 02,/тв; G =  G 02I/To, (8.25)

где тв —  время синтеза Д Н К  на матрице базовой Д Н К ; 
те —  сум марное время синтеза Д Н К  на плазмидной Д Н К . 
Основы используемого подхода изложены в гл. 1.
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Кинетическую схему процесса м ож но представить в виде
01 В-13

s-  : с  (8.26)

где S —  лимитирую щ ий субстрат; S ' —  м етаболит —  продукт 
лим итирую щ его субстрата; В —  базовая Д Н К ; G  —  плазм идная 
Д Н К ; Р-— продукт; Е — лимитирую щ ий фермент, характери­
зуемый кинетическими парам етрам и  ккт и Ks; а в и а с  —  кинети­
ческие парам етры , характеризую щ ие скорости репликации б азо ­
вой и плазмидной Д Н К . П арам етр  а  описывает поток 
промеж уточного м етаболита по неспецифическому пути, не 
связанному с репликацией Д Н К ; осв и а с  м огут быть 
интерпретированы  как кинетические характеристики синтеза 
отдельной связи в базовой и плазмидной Д Н К  соответственно. 
Исходя из данной кинетической схемы в каждой клетке 
кинетику роста цепи Д Н К  описываю т следую щие уравнения:

dA B  n f d  AG  л * /о
- ^ -  =  а в S ;  —  =  « a GS (8.27)

Уравнения (8.27) описы ваю т скорости прироста Д Н К  на 
базовой и плазмидной матрице. П арам етры  а в и a G имею т 
эффективный характер, зависящ ий от свойств репликативного 
ферментного комплекса, при этом  репликация базовой Д Г К
протекает «одноточечно», в случае плазм ид одновременно
мож ет проходить п матриц. Д инам ика изменения концентрации 
промеж уточного м етаболита в клетке определяется уравнением

^ = ^ - ( a B +  « “ o +  a ) s '. (8.28)

П редполагается, что лимитирую щ ий фермент Е и белки 
репликационного комплекса синтезирую тся быстро, концентра­
ция их в клетке постоянна и их синтез не определяет динамику 
репликационных процессов (последнее условие мож ет в некото­
рых случаях не выполняться, это требует дополнительного 
рассмотрения, хотя м одель мож ет быть в принципе трансф ор­
мирована и для описания этого случая).

В стационарном  режиме по промеж уточному метаболиту, 
когда скорость его синтеза уравновеш ивается скоростями 
потребления, имеем

S' =  ;----- ------------------г. (8.29)
(Ks +  S) (a B +  и a G +  a)

Таким  образом , скорость прироста цепи Д Н К  в репликацион- 
ном процессе будет описываться уравнениями
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dАВ _ a Bk talES (8.30)
dt (aB + nao + a lf^  + S)’

4 AG »gGAr,aiES (8 31)
dt  (aB +  nctc  +  a) (Ks+ S )

На начальном этапе развития процесса при постоянной
S (небольш ая глубина конверсии субстрата) интегрирование
уравнений (8.30) и (8.31) при начальном условии t =  0, ДВ =  0, 
AG =  0 приводит к функциям

Д В = ____ -J ; (8.32)
(ав + n a 0 +  a)(Ks +  S)

AG = __па° к“1-—------- -1. (8.33)
(ав+л aG + a)(Ks+S)

Эти уравнения позволяю т найти время, в течение которого 
заканчивается репликация цепи базовой Д Н К  (тв) или сум м ар­
ной Д Н К  плазм ид (тс ). Если принять, что репликация базовой 
Д Н К  заканчивается синтезом цепи длиной т, а репликация 
суммарной Д Н К  п лазм и д- -синтезом  цепи суммарной длины 
/, то при t =  тв, АВ =  w ; / =  t g , AG =  / имеем

т
(aB +  « a 0 + a ) (A ,+ S )

(8.34)

/ =  wot° ^ - ES T r . (8.35)
(a„ +  и a G +  a) (/(, -Г S)

Соответственно
K.  +  S m (a B +  n a G +  a ) , 

Xr =  iB k t„ E S  a B

Ks +  S / ( a B +  n a G +  a)
I d =

(8.36)

(8.37)
и a,-G

и v  связаны с удельными скоростями роста в системе 
базовой Д Н К  и Д Н К  плазмид [см. (8.75)] следую щ ими 
соотнош ениями:

ра =  1п2/тв ; Но — In 2/xg . (8.38)

П редполагается, что скорость роста клетки лим итирована 
репликационным процессом, соответственно уравнение скорости 
роста определяется ца. Таким образом , уравнение удельной 
скорости роста, как следует из развитой модели, будет 
иметь вид

_ ln2fct„ES «в . (8.39)
a K s +  S wj(aB+ n a G +  a) ’

_  ln2/c..TES п ч а  ( 8 4 0 )
Ks +  S / (a B +  /ja G +  a)
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Уравнения (8.39), (8.40) отраж аю т ф ундаментальное свойство 
кинетики роста м икроорганизм ов —  зависимость удельной скоро­
сти роста от концентрации субстрата (см. гл. 1). При насы щ а­
ющих концентрациях субстрата имеем

— г ^ - — ; (8.41)т а„+ лав + а 
_ Л я , Е 1 п 2  л а с  , 0

“ о . - — —  <8'42)

Э т и  уравнения задаю т максимальную  скорость роста данной 
культуры и м аксимальную  скорость репликации плазмид. 
Видно, что величины определяю тся эффективностью  действия 
лимитирую щ его фермента, кинетическими характеристиками 
репликативного процесса и базовой и плазмидной Д Н К .

8.4. КУЛ ЬТИ ВИ РО ВАН И Е Ф ОТОТРОФНЫ Х М И К РО О РГА Н И ЗМ О В

Ф ототрофны е м икроорганизмы  составляю т ш ирокий круг 
микробиологических объектов, культивирование которых сопря­
жено с реш ением ряда специфических задач. О собенностью  
роста ф отосинтезирую щ их культур является зависимость ско­
рости роста от интенсивности, спектрального состава света,
формы  и геометрии культиватора. П роблем ы  описания роста 
фотосинтезирую щ их микроорганизм ов, вопросы управления их 
биосинтезом изложены в ряде монограф ий и сборников 
(В. Н. Белянин, Ф. Я. Сидько, А. П. Треш кеншу, 1980; И. А. Те- 
рсков, 1982; В. Н. Белянин, 1984).

8.4.1. Зависимость скорости фотосинтеза 
от интенсивности света в плотностатном режиме

Одним из способов выращ ивания популяции ф отосинтези­
рую щих м икроорганизм ов в проточном режиме состоит в том , 
что в системе автоматически поддерж ивается постоянная 
оптическая плотность суспензии на длинах волн светособи­
раю щ его пигмента, в результате чего обеспечивается достаточ­
но эффективное поглощ ение светового потока. Э то  так назы ­
ваемый плотностатный режим. Закономерности, проявляемые 
при росте культуры в этом  режиме, аналогичны наблю даем ы м  
для систем в отсутствие роста. Рассм отрим  особенности 
биохимических превращений, происходящ их при освещении 
фотосинтезирую щ его аппарата микроскопических водорослей 
и ф ототроф ны х бактерий.

Первичный фотохимический акт фотосинтеза заклю чается 
в разделении зарядов в реакционном центре. Э тот процесс 
представляет собой окисление фотовозбуж денной молекулы
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хлороф илла с переносом электрона на первичный акцептор. 
М играция электронного возбуждения в светособираю щ ей антен­
не с эффективностью , близкой к 100%, приводит к возбуждению  
молекулы  пигмента реакционного центра, за которы м  следует 
первичное разделение зарядов в реакционных центрах фотосин­
теза. К вантовы й выход этого процесса близок к единице. 
Н апример, квантовая эффективность фотоокисления бактерио- 
хлороф илла в реакционных центрах пурпурной бактерии Rhodo- 
spirillum rubrum равна 1,02 +  0,04. К онстанта скорости разделе­
ния зарядов весьма высока и превыш ает 10й  с - 1 . В то же 
время процесс рекомбинации возникш ей пары  электр о н — дырка 
сравнительно медленный и характеризуется константой ско­
рости ~  103 с _ 1. Непрерывный циклический характер процесса 
в стационарном  режиме обеспечивается достаточно быстрым 
каталитическим восстановлением окисленной формы  пигмента 
реакционного центра, осущ ествляемого с помощ ью  таких 
переносчиков электронов, как цитохром. У пурпурных и зеле­
ных бактерий при фотосинтезе в роли первичных доноров 
электронов выступаю т различного рода неорганические соеди­
нения серы, Н 2 или органические соединения. В растительном  
фотосинтезе, в фотосинтезе с участием водорослей и цианобак­
терий такую  роль выполняет вода.

Д етальное экспериментальное исследование ф отосинтеза 
у высших растений и водорослей показало, что механизм 
переноса электронов от воды вклю чает по крайней мере две 
фотохимические стадии, проходящ ие в разных фотосистемах. 
Д ве фотосистемы  (фотосистема I и ф отосистема II) различа­
ю тся по спектрам действия и механизму функционирования. 
К аж дая фотосистема представляет собой структурно организо­
ванную единицу, вклю чаю щ ую  молекулы пигментов антенны, 
реакционный центр с фотохимически активны м пигментом 
и необходимый набор переносчиков электрона. Результатом  
поглощ ения энергии света является окисление пигмента реак­
ционного центра и перенос электрона против терм одинамичес­
кого потенциала на первичный акцептор фотосистемы II.

П редполагается, что окисленная ф орм а пигмента в реак­
ционном центре фотосистемы II представляет собой достаточно 
сильный окислитель, способный в результате ряда каталити­
ческих превращений окислять воду с образованием  молекуляр­
ного кислорода.

Транспорт электронов в фотосистеме I приводит к образова­
нию соединений, обладаю щ их низкими окислительно-восстано­
вительными потенциалами. В электронно-транспортную  цепь 
фотосистемы  I входит ф ерредоксин-Н А Д Ф -редуктаза. Функция 
ее заклю чается в каталитическом восстановлении Н А Д Ф , 
которы й используется на последующих темповых стадиях для 
восстановления С 0 2 до углеводов.
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Таким  образом , согласно изложенным представлениям, 
освещение фотосинтезирую щ его аппарата, локализованного 
в биологических мембранах растений и водорослей, приводит 
к возникновению  непрерывного потока электронов. На пер­
вичных стадиях ф отосинтеза фотосинтетический аппарат ра­
ботает как двукратный «электронный» насос, осущ ествляю щ ий 
перенос электронов от воды против термодинамического 
потенциала на соединения, близкие по электрохимическому 
потенциалу к водородном у электрону. Согласно Z -схеме фо­
тосинтеза, на перенос одного электрона в фотосинтезирую щ ем 
аппарате затрачивается два кванта света.

Рассмотрим  простейш ую  кинетическую модель, вклю чаю ­
щую основные стадии описанных молекулярных превращений 
в обсуж даемом механизме (С. Д. Варфоломеев, 1985). В первом, 
достаточно грубом, приближении состояние фотосинтетической 
единицы мож но представить в виде кинетической схемы

где I — интенсивность поглощ енного света.
Состояние А , характеризуется способностью  поглощ ать 

квант (кванты) света с первичным разделением зарядов. 
Интенсивность этого процесса мож ет бы ть охарактеризована 
константой скорости, частотой реакции к(1), которая зависит 
от интенсивности света. Состояние с разделенными зарядам и 
А 2 претерпевает трансф орм ацию  с переносом электронов в 
электрон-транспортной цепи. С ам ая медленная лим итирую щ ая 
стадия этого процесса мож ет бы ть представлена константой 
скорости первого порядка ке. Наконец, цикл электронного 
транспорта заверш ается переносом электронов на С 0 2 с вос­
становлением этого акцептора до углевода и (или) других 
органических веществ. В первом приближении этот процесс, 
зависящий от концентрации С 0 2, должен бы ть охарактеризован 
лимитирую щ ей константой скорости второго порядка кСОп.

В зависимости от условий проведения процесса и °от 
соотнош ения констант скоростей отдельных стадий кинетика 
реакции, производительность систем и эффективность преобра­
зования энергии будут определяться той или иной стадией 
из представленных на схеме (8.43).

Коэффициент преобразования энергии при фотосинтезе м ож ­
но определить как отнош ение скорости (потока) образования 
продукта (прироста запасенной химической энергии) к потоку 
поглощ енной энергии:

С02 (СН20)
(8.43)

Л =  Л г'Пг'Пз'у > (8.44)
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где j p —  поток образования продукта. П ри этом  необходимо 
учесть, что фотосинтезирую щ ий аппарат в силу спектральных 
свойств пигментов способен поглощ ать солнечную энергию 
не по всему спектру (коэффициент r |j) . Н апример, пигменты, 
участвую щ ие в фотосинтезе растений, поглощ аю т около поло­
вины солнечной энергии ( r |j~ 0 ,4 5 )  (JI. Н. Белл, 1980).

Н еобходимо принять во внимание двухквантовый характер 
переноса электрона (коэффициент rj2)- Уравнение фотосинтеза 
для процессов с участием двух фотосистем мож ет быть 
представлено в виде

2Н 20  0 2 +  4ё +  4Н +. (8.45)

Квантовы й расход для реакции (8.45), равный 8,7 ± 2 ,6 , согласу­
ется с условием переноса электрона по двухквантовой схеме 
и характеризует эффективность первичных стадий фотосинтеза.

У  зеленых растений пороговая длина волны, для которой 
энергетическая эффективность м аксимальна, равна 780 нм. 
М аксимальное значение р 2 при освещении их светом с такой 
длиной волны, обладаю щ ей энергией в расчете на один квант 
171 кДж, по аккумуляции внутренней энергии равно 41,8% , 
по аккумуляции свободной энергии —  34,7% (использованы 
значения термодинамических парам етров окисления водорода: 
АН° =  568,2 Д ж /м оль, AG° =  —475,2 кД ж /моль). Поскольку энер­
гия одного кванта в пределах фотосинтетически активной 
радиации изменяется в 1,8 раза, это мож ет несколько умень­
ш ать значение Г|2.

Коэффициент р 3 характеризует отраж ательную  и светорас­
сеиваю щ ую  способность и для больш инства ф отосинтезирую ­
щих систем равен 0,8 —  0,9.

В соответствии с кинетической схемой (8.43) наблю даемы й 
на опыте поток образования продукта фотосинтетической 
реакции в стационарном  режиме должен бы ть представлен 
уравнением

j  = ____________' , (8.46)
, + Н 0 + к(1)

к' ^со2С 02

где А 0 —  общ ая концентрация фотосинтетических единиц на 
единицу поверхности.

В отличие от обычных химических реакций, скорость 
которы х представляет собой изменение количества молей 
вещества в единице объема за единицу времени, в данном 
случае удобно оперировать потоком  вещества — изменением 
количества вещества в единицу времени, отнесенным к единице 
поверхности освещ аемого реактора.
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Уравнение (8.46) соответствует стационарной скорости на­
копления продукта (например, биомассы  или молекулярного 
кислорода) без учета процесса поддерж ания жизнедеятельности 
системы, которы й связан с расходом  аккумулированной в систе­
ме энергии, например через дыхание. Очевидно, что в первом 
приближении скорость этого процесса пропорциональна общ ему 
количеству биомассы  в системе (числу клеток, числу реакцион­
ных центров и т. п.). Коэффициент пропорциональности задан 
величиной Р, которая имеет смысл константы  скорости первого 
порядка и мож ет отраж ать константу лимитирую щ ей стадии 
поглощ ения энергии, например лим итирую щ ую  константу ско­
рости какого-то элементарного процесса в механизме дыхания:

<847)
К  *со;с о 2

▲ И з уравнения (8.47) следует весьма важное свойство 
ф отосинтезирую щ их систем —  зависимость потоков образования 
продуктов фотосинтеза (кислорода или биомассы) от интенсив­
ности света или от концентрации конечного акцептора электро­
нов ( С 0 2) представляет собой функцию с «насыщением».

Действительно, при высоких концентрациях С 0 2

со^ = £ щ А « - р А »' ( 8 4 8 )
при высоких интенсивностях поглощ аем ого света

j  = kkci aC°A А 0 - Р А 0. (8.49)
/ — 0 0  СОг 2 е

П редполагается, что к (/) увеличивается с ростом  интенсивности 
поглощ аем ого системой света. Соответственно при использова­
нии «насыщ аю щ их» интенсивностей и концентраций С 0 2 
продуктивность системы определяется разностью  между скорос­
тям и лимитирую щ ей стадии электронного транспорта ( k j  
и лимитирую щ ей стадии поглощ ения энергии ((3):

i P =(А:е- Э ) А 0. (8.50)
/—*00

СО  —*оо 
2

Больш ое число экспериментальных работ, выполненных по 
исследованию  зависимости продуктивности ф отосинтеза от 
интенсивности света и концентрации С 0 2, подтверж дает этот 
вывод.

Другое важное свойство, которое следует из рассмотренной 
кинетической модели, заклю чается в том , что коэффициент
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преобразования энергии при фотосинтезе является функцией 
интенсивности поглощаемого света и должен существенно 
уменьшаться при высоких его интенсивностях. Физическая 
сущ ность этого эффекта связана с тем , что при высоких 
интенсивностях света начинаю т лим итировать «темновые» 
стадии процесса, например белковый электронный транспорт, 
при этом  дальнейш ее увеличение потока подводим ой энергии 
не увеличивает продуктивности фотосинтеза.

При насыщ аю щ их концентрациях С 0 2 (&С02С 0 2» А :(/))  в со­
ответствии с (8.44) и (8.46) коэффициент полезного действия 
системы будет соответствовать уравнению

А 0 мож но задать  через оптическую плотность, при которой 
достаточно эффективно поглощ ается свет. При единице опти­
ческой плотности А 0 =  («Е х)-1 , где п —  число молекул хлоро­
филла на один реакционный центр; Ех — его коэффициент 
экстинкции.

Функция к (/) в зависимости от механизм а первичных 
процессов мож ет иметь различный вид. Рассмотрим  простей­
ший случай. Эффективная константа скорости поглощ ения 
света системой, имею щ ая разм ерность обратного времени 
(константа скорости первого порядка), является линейной 
функцией интенсивности поглощ аем ого света

где а  — коэффициент пропорциональности.
В этом  случае константа скорости поглощ ения определяется 

числом молекул пигмента и его коэффициентом экстинкции:

где к(1) имеет разм ерность обратного времени.
Из соотнош ений (8.51) и (8.52) следует, что зависимость 

эффективности преобразования энергии от интенсивности света 
определяется отнош ением ке/пЕх:

Видно, что зависимость эффективности преобразования энергии 
фотосинтезирую щ ей системой определяется двум я парам ет­
рами: отнош ением k j ос и безразм ерны м  отнош ением k j§ .  
В зависимости от разм ерности представленных величин значе­
ние k j  а  имеет характер интенсивности, выраженной либо 
в энергетических, либо в молекулярных единицах.

(8.51)

к (/) =  а /,

к(1) =  пЕх1, (8.52)

П1П2П3

I
а/
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Д ля определения порядка 
k j u  мож но принять число м о ­
лекул пигмента на реакцион­
ный центр ~ 1 0 2, «средний» 
коэффициент экстинкции
Ex =  10 4 М • см " \  значение 
&е~ 5 0 с -1 (см. гл. 1). П ослед­
няя величина получена путем 
статистического анализа кон­
стант скорости лим итирую ­
щих стадий в ф ерментативном 
катализе. Если принять значе­
ние «среднего» кванта ф ото­
синтетически активной ради­
ации ~  210 кД ж /м оль, то 
k j а  =  100 В т /м 2.

а  Сопоставление уравне­
ния (8.54) с экспериментальными данны ми показы вает, что 
обсуж даемая м одель достаточно хорош о описывает эксперимен­
тально наблю даемы е зависимости коэффициента преобразова­
ния энергии фотосинтезирую щ ими системами от интенсивности 
поглощ аем ого света (рис. 8.17).

А Кинетическое моделирование процесса позволяет просле­
дить влияние различны х ф акторов на поведение системы 
и нам етить пути повыш ения эффективности преобразования 
энергии. Зависимость ЛДЛ1 Л2 П3 ) от интенсивности света имеет 
две характерны е точки.

1. Существует пороговая интенсивность света / п, ниже 
которой в системе энергия не запасается [л Д Л з Л г Л з )^ ] :

100 200 т  400 500 600 1, Вг/г?

Рис. 8.17. Зависимость коэффициента 
преобразования энергии от интенсив­
ности поглощенного света для хло­

реллы:
непреры вная линия —  эксперим ентальны е
данны е (В. Н. Белянин и др., 1980); пунк­
тирн ая  линия —  теоретический расчет по 
уравнению  (8.54) с использованием  п ара­

метров k ja i=  120 В т /м 2, к е/р  =  6

/  = кл  _ '  
п а * , /р - г

(8.53)

Значение этой пороговой интенсивности также определяется 
только парам етрам и к  /а  и k j §  (рис. 8.18, а).

2. Зависимость коэффициента преобразования энергии от 
интенсивности света представляет собой функцию с максиму­
м ом , которая задается уравнением (рис. 8.18, б)

[ л / ( Л 1Л 2Пз)]макс =
(*«/ Р-1

(МЗ + V^e/P)2’
(8.54)

а значение интенсивности, при которой наблю дается экстремум, 
имеет вид (рис. 8.18, в)

^ м а к с
1+ у^Тр 
М » -1  '

(8.55)
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Интересно отм етить, что 
максимальное значение ко­
эффициента преобразования 
энергии определяется то л ь­
ко отнош ением лим итиру­
ющих констант скорости пе­
реноса электрона в фото- 
синтетический электрон- 
транспортной цепи и в си­
стеме использования энер­
гии.

С ростом  k j Р сущ ест­
венно увеличивается макси­
мальное значение коэффи­
циента преобразования 
энергии и происходит сдвиг 
м аксимума в сторону более 
низкой интенсивности света 
(рис. 8.19, а). Система адап­
тируется к высоким интен­
сивностям света с увеличе­
нием парам етра k j  а
(рис. 8.19, б). Д ля повы ш е­
ния коэффициента преобра­
зования энергии при высо­
кой интенсивности света не­
обходимо увеличение как 
к Jet, так и k j $  (рис. 8.19, в).

При условии (8.52) ура­
внение (8.47) приобретает 
вид

J P
а/А п

а /  а /

1+^  + ̂ соС02

0,5

____1__
20макс

j..... ..1
40 60 

б
во 100 k'/j,

1 ■ 1 1 1
и » 40 SO во 100 Кц/р

в

750
\  \  \ /  200

/ /  150
/ /  т
У / 5 0

. j____1____ 1__ 1
70 W SO SO 100 k f / j

— РА0 (8.56)

Рис. 8.18. Зависимость максимальной эф­
фективности (а), интенсивности макси­
мума (б) и пороговой энергетической 
интенсивности света (в) для фотосинтези­
рующей системы от отношения ke/fi при 
различных значениях параметра k j  а 

(цифры на кривых)
ИЛИ

j p +  РА о а /  кс кс о С 0 2
(8.57)

Зависимость переменной 1/(_/р +  РА0) от 1 /С 0 2 при различных 
интенсивностях света долж на бы ть представлена серией парал­
лельных непересекающихся прямых. Соответственно серией 
параллельны х прямых долж на описываться зависимость 
\ /Q  + р А 0) от 1/7 при различных концентрациях субстрата.

Зависимости типа (8.56), (8.57) хорош о описываю т экспери­
ментальны е данные (рис. 8.20).
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Уравнение (8.57) м о­
жно представить в виде

1
Jp +7д. A 0l + jm +

+ Г Т ш - (8'58)/vCO2/A0 '̂W2

где Лых =  РА0; j m =  kcА 0 
характеризует макси­
м альную  скорость (по­
ток поглощ ения суб­
страта или поток на­
копления продукта) 
при насыщ аю щ их ин­
тенсивностях света 
и концентрациях С 0 2. 
Соответственно отрез­
ки, отсекаемые прямы ­
ми (рис. 8.20, а) на оси 
ординат, м огут быть 
описаны уравнением

1

СО

Рис. 8.19. Зависимость коэффициента преобразо­
вания энергии лДгцгцДз) от интенсивности 

поглощаемого света /: 
а  при различных^ значениях k j (5 (цифры на кривых), 
k j a  = 120 Вт/м  ; б — при различны х значениях k j a  
(циф ры  на кривых), k j Р = 6; в — при различны х значе­
ниях kja. (циф ры  на кривы х) и k j р (циф ры  в скобках)

= 4 l + 7 -  (8' 59)«А 0/  j m

Д анные рис. 8.20, а 
в координатах уравне­
ния (8.59) приведены 
на рис. 8.20, б. Из них 
следует j m= 1 0  л
С 0 2/(м сут) или
~  300 г /(м 2 • сут) сухой 

биомассы. Такая производительность должна иметь место для 
данного ш тамма хлореллы при проведении процесса в условиях 
насыщающих интенсивностей света и концентрации С 0 2. Эта 
предельно высокая величина, значение которой лимитировано 
скоростями электронного транспорта по фотосинтетической цепи.

▲ Важной особенностью  ф отосинтеза является уменьшение 
эффективности преобразования энергии при высоких интенсив­
ностях света. Солнечная активность по фотосинтетически 
активной радиации составляет около 400 В т /м 2. Из рис. 8.17 
видно, что фотосинтез в этих условиях «работает» с понижен­
ной эффективностью.
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Рис. 8.20. Зависимость 
продуктивности культу-

(jP+pAo)'l02,
fjp+pAeY'-10!,M2/ctjm/(/r С02)
LI-

ры Chlorella sp. К (30° С) 
от концентрации С 0 2 
в координатах уравнения

м̂ -сцтр С02

(8.57) (В. Е. Семененко
и др., 1966):

цифры на п рям ы х соответ­
ствую т интенсивности п огло ­
щ аем ого  света (В т /м 2); а -  
зави сим ость ( j p +  (ЗА о 1 )со2_ „  
от  интенсивности света (б)

б

I

А И з проведенного анализа вы текаю т следующие основные 
пути повышения эффективности ф отосинтеза при высоких 
интенсивностях света.

1. Регуляция фотосинтетической антенны, т. е. количества 
светособирающих пигментов. Значение интенсивности света, 
при которой эффективность преобразования энергии падает 
в два раза, обратно пропорционально числу молекул пигмента 
в реакционном центре. П о-видимом у, с помощ ью  методов 
селекции, генетики и генной инженерии мож но создать системы, 
с одной стороны , достаточно эффективно поглощ аю щ ие свет, 
с другой —  обогащ енные реакционными центрами по отнош е­
нию к пигменту.

2. Увеличение скорости электрон-транспортных процессов. 
Эффективность фотосинтеза мож но повысить, если увеличить 
скорость лимитирую щ ей стадии электронного транспорта (кс). 
Н а данный парам етр системы мож но влиять косвенным путем. 
Например, использование м икроорганизмов приводит к повы­
ш ению тем пературы  протекания процесса, что долж но за счет 
увеличения кс зам етны м  образом  повысить эффективность 
преобразования световой энергии при высоких интенсивностях 
света.

Повыш ение температуры  в рам ках диапазона, приемлемого 
для м икроорганизм а, действительно приводит к увеличению 
К П Д  фотосинтеза или потока продукта.

При анализе роста фотосинтезирую щ их м икроорганизмов 
экспериментатор сталкивается с проблем ой определения 
энергетической доли света, поглощ енного такой системой. 
Разные фотосинтезирую щ ие объекты имею т свой характерный 
спектр поглощ ения. К ром е того, лю бой источник света 
имеет специфическое распределение энергии излучения по 
длинам  волн. Д ля определения интенсивности света, по­
глощ аем ого системой, в качестве первого приближения

219



fi.Afs мож но рекомендовать сле­
дую щ ую  процедуру
(Л. Н. Белл, 1980). С ним а­
ю тся спектр поглощ ения 
исследуемой культуры А (>.) 
и относительны й (норм и­
рованны й) спектр испуска­
ния источника света /* Ш . 
В этом  случае интенси­
вность поглощ енной эне­
ргии м ож но вычислить по 
ф ормуле

/ = / „
} A ( X ) f , ( X ) d X

~2 > 
j f ' . ( X ) d X

(8.60)
Рис. 8.21. К определению энергетической 
интенсивности светового потока погло­
щ аемого культурой цианобактерий A. ni- 

dulans [см. (8.60)] 
г *'где / 0 — сум м арная интенсивность по всему спектру.

Н а рис. 8.21 приведены найденные из экспериментальных 
данных значения функций f's (кривая 1) и А ( / ( )  (кривая 2) 
для культуры A. nidulans. Численное интегрирование этих 
функций дает значения интенсивности поглощ енной энергии, 
приведенные в качестве переменной на рис. 8.22. О трицательны е

jp-IO1*, мо/?б 0г/(мгс)

6

г

1

о

-1

-2

-3

500 1000

Рис. 8.22. Зависимости потоков обра­
зования кислорода цианобактерией 
Anacystis nidulans от интенсивности 
поглощаемого света при различных 
температурах (°С; цифры на кривых)

Рис. 8.23. Зависимости потока про­
дукта от интенсивности поглощен­
ного света для A. nidulans в коор­
динатах уравнения (8.57) при раз­
личных температурах (°С; цифры 

на прямых)
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значения потоков об­
разования продукта 
леж ат в области ин­
тенсивностей света, 
для которы х скорость 
фотосинтеза ниже ско­
рости дыхания. Экспе­
риментальны е данные 
рис. 8.21 достаточно 
хорош о линеаризую тся 
в координатах уравне­
ния (8.57) (рис. 8.23).

•  Коэффициент пре­
образования энергии 
(функции интенсив­
ности поглощ енного 
света), как следует из 
изложенной выше те­
ории, имеет экстре-

Рис. 8.24. Коэффициент преобразования свето­
вой энергии как функция интенсивности погло­
щаемого света при различных температурах 
(°С; цифры на кривых) (а); начальный участок 

кривых 8 .26,а  (б)

мальны и характер, что прекрасно подтверж дается на практике 
(рис. 8.24). Более высоким коэффициентом полезного действия 
при высоких интенсивностях света фотосинтетическая система 
обладает при повышенной температуре.

В табл. 8.1 приведены характеристики культуры A. nidulans, 
рассчитанные на основе приведенных экспериментальных зави­
симостей.

Таблица 8.1
Характеристики продуктивности культуры A . n idulans  

при различных температурах

Темпера­
тура, °С 2 Vмоль 0 2/(м с)

w i o 4,
моль 0 2/(м -с)

Чмакс»
%

Сакс»,
Вт/м Ь  2Вт/м

21 2,9 1,0 0,6 15 10
32 5,9 1,5 0,55 50 15
42 10,0 3,1 0,55 70 25

8.4.2. Периодическое культивирование 
фотосинтезирующих микроорганизмов

Рост чистых культур ф ототрофны х м икроорганизмов в пери- 
г одическом режиме описывается кинетическими кривыми, ко- 
I торы е по своему общ ему виду близки к кривым роста 
I хемотрофны х микроорганизмов. Специфика роста ф ототроф ов 
I заклю чается в том , что основной энергетический фактор —  ин- 
* тенсивность поглощ аемой световой энергии является перемен- 
! ной величиной, изменение во времени которой задается
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изменением оптической плотности. П о мере развития культуры 
возрастает степень поглощ ения световой энергии, на конечном 
этапе развития процесса оптическая плотность достигает такой 
величины, при которой полное поглощ ение света происходит 
в тонком  слое на поверхности сосуда культиватора; в резуль­
тате основной объем системы лиш ается лим итирую щ его ис­
точника энергии, вследствие чего рост прекращ ается.

Уравнение скорости роста, по аналогии с уравнением (8.10), 
мож ет бы ть представлено в виде (В. Н. Белянин и др., 1980)

где (im —  м аксим альная скорость роста; К {— эффективная конс­
танта; /  интенсивность поглощ аем ой световой энергии; ц0 —  
скорость расхода биомассы за счет процессов м етаболизм а 
(скорость «темнового» дыхания клеток). При этом  необходимо 
иметь в виду, что в общ ем случае /  является функцией времени.

В монографии В. Н. Белянина с соавторам и (1980) рассм от­
рено решение уравнения кинетики роста фотосинтезирую щ ей 
популяции с учетом линейного приближения, справедливого 
при небольш их оптических плотностях системы. Полученное 
уравнение роста имеет вид

/ 0 —  интенсивность энергии падаю щ его светового потока.
Уравнение (8.62) представляет собой уравнение логистической 

кривой, свойства которого детально рассмотрены  в гл. 3. В ряде 
случаев логистические кривые достаточно хорош о описываю т 
динамику развития фотосинтезирую щ ей популяции клеток.

В общ ем виде анализ кинетики роста фотосинтезирую щ ей 
культуры при периодическом культивировании требует интегри­
рования уравнения скорости с использованием ЭВМ . Рассм от­
рим свойства модели роста, изложенной в работе Фрёлиха 
с сотр. (1984). В процессе роста популяции фотосинтезирую щ их 
м икроорганизм ов переменными величинами являю тся концент­
рация пигмента СИ, общее количество биомассы  М (, концентра­
ция лим итирую щ его субстрата S, концентрация углевода Н, 
концентрация резервного вещества R, накапливаемого клетками 
в качестве питательного и энергетического резервного ком по­
нента (например, полимера углеводного характера или другого 
продукта). В качестве переменной мож но также выделить

(8.61)

(8.62)
1 | м О 

^0
где

(8.63)
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«активную» биомассу М , представляю щ ую  собой общ ую  
биомассу за вычетом биомассы  хлорофилла, углевода, резерв­
ного вещества R.

С корость роста популяции контролируется по крайней мере 
трем я ф акторами: 1) концентрацией лим итирую щ его субстрата 
S (для фототрофных микроорганизмов это может быть, например, 
С 0 2 или фосфат); 2) интенсивностью поглощ аемого системой света 
/; 3) относительной внутриклеточной концентрацией углевода Н/М .

Накопление лабильного углевода Н зависит в конечном 
итоге от поглощ енного света; образую щ ийся углевод расходу­
ется в ряде параллельно протекаю щ их процессов, вклю чаю щ их 
синтез хлорофилла Ch, биомассы  М, резервного вещества R, 
а также продуктов Р тем пового дыхания:

где Q (I ) —  парам етр, характеризую щ ий скорость фотосинтети- 
ческой реакции (предполагается, что скорость образования 
углевода —  первичного стабилизированного продукта фотосин­
теза —линейно зависит от концентрации хлорофилла в системе); 
rCh— скорость синтеза хлорофилла; гм — скорость синтеза био­
массы; vR —  скорость синтеза резервного вещества; р0 —  удельная 
скорость использования углевода в энергетическом обеспечении; 
а 1, а 2 —  соответствую щ ие стехиометрические коэффициенты.

П арам етр  Q (I), характеризую щ ий квантовую  эффективность 
образования Н, зависит от интенсивности поглощ аем ого 
света, геометрии реакционного сосуда, эффекта ингибирования 
фотосинтетического процесса продуктом реакции Н. Величина 
Q (/) с учетом пространственного ф актора мож ет бы ть 
представлена в виде

где Qm —  максимальная скорость фотосинтетической реакции; 
V— объем системы; Kt —  константа ингибирования фотосинте-

сь

s — (8. 64)

р

~ = 2  (7) Ch — OjDc — <*2”м -  l,R -  ^оМ , ( 8 -6 5 )

V

(8.66)

(8.67)
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тического процесса углеводом; Ки — константа ф отоингибиро­
вания. Уравнение (8.67) вклю чает член / 2К„, характеризую щ ий 
фотоингибирование процесса высокими интенсивностями света, 
т. е. оно аналогично уравнению  скорости с ингибированием 
избы тком  субстрата.

О стальны е члены, входящие в уравнение (8.65) как функции 
основных переменных, могут быть записаны в виде

где p cmh —  м аксим альная скорость синтеза хлороф илла на еди­
ницу биомассы; KCh —  константа ингибирования синтеза боль­
шими количествами углевода. В уравнении (8.68) учитываю тся 
экспериментально наблю даем ы е эффекты ингибирования син­
теза хлороф илла высокими концентрациями углевода:

где м аксим альная удельная скорость синтеза биомассы;
Лф —  субстратная константа по эндогенному углеводу; Ks — суб­
стратная константа по лим итирую щ ему субстрату. П редпола­
гается, что рост биомассы  является по крайней мере двухсуб­
стратны м  процессом, скорость которого определяется концент­
рацией как внутриклеточного углевода, так и лимитирую щ его 
субстрата (это уравнение, по-видимому, не совсем адекватно 
отраж ает реальность, поскольку Н и S, вероятно, немультипли­
цирую щ ие субстраты , конвертируемые двумя различны ми фер­
ментны ми системами, см. гл. 2; однако эта неточность не 
вносит существенных искажений в изложенное ниже):

где pRS— м аксим альная скорое , . о вещества
R; pRD -м акси м альн ая  скорость его деградации; KRS—  суб­
стратная константа по внутриклеточному углеводу. П редпола­
гается, что скорость синтеза R  мож ет ингибироваться продук­
том , скорость деградации — углеводом Н. Соответствую щ ие 
константы  ингибирования заданы  KRI и # RD.

Система уравнений (8.63) —  (8.71) основана на известных 
особенностях биохимии и физиологии ф ототроф ны х организ-

(8.68)

(8.69)

(8.70)

^RS+ Н/М
н/м (8.71)
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Рис. 8.25. Данные численного интегрирования системы уравнений (8 .65)— (8.73) 
в полулогарифмических координатах (В. Т. Frohlich et al., 1983): 

при S0 = 0,01 г/л глубина культи ватора  20 см . Д ан н ы е рис. 8.27, а  получены  при 
10 =  115,4 В т /м 2; рис. 8 .2 7 ,6 — 23,08 В т /м 2

мов. П арам етры  pJJ, К н, Ks, Qm, а 1; ос2, р0, p£h, pRD, pRS 
и другие оценены из различны х экспериментальных данных.

В качестве м одельного иллю стративного расчета в работе 
анализирую тся законом ерности роста м икроорганизм а в плос­
ком фотосинтетическом реакторе с перемеш иванием, глубина 
которого задана переменной z. В этом  случае интенсивность 
поглощ аем ого света, входящ ая в уравнения (8.66), (8.67), мож ет 
бы ть задана в соответствии с законом  Л ам б ерта —  Бера 
простейш им уравнением

/ = / 0е - “ , (8.72)

где е —  эффективный коэффициент поглощ ения светособираю ­
щ ими пигм ентами клеток. Коэффициент поглощ ения е линейно 
связан с концентрацией в системе светособираю щ его пигмента 
(хлорофилла):

e =  kChC  h. (8.73)

Решение системы уравнеий (8.65) — (8.73) на ЭВМ  дает
возмож ность представить развитие во времени всех основных 
переменных (рис. 8.25). При высоких интенсивностях света
(рис. 8.25, а) культура растет экспоненциально довольно большой 
период времени (85 ч), затем на ограниченном временном диапа­
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зоне рост прекращается за  счет исчерпания субстрата S (например, 
фосфата). В течение всего периода экспоненциального роста 
состав биомассы постоянен (прямые участки кривых рис. 8.24, а 
параллельны). В процессе «старения» популяции при переходе 
в стационарную фазу должен достаточно быстро изменяться 
состав биом ассы — возможно резкое увеличение относительного 
содержания лабильного углевода и резервного вещества R.

В случае низких интенсивностей света (рис. 8 .25 ,6) заметно 
уменьш ается скорость роста, состав биомассы  изменяется во 
времени, при этом  отклонения от экспоненциального роста 
наблю даю тся существенно раньш е. П о ф орме кинетическая 
кривая роста приближается к логической кривой.

•  И так, состав биомассы, полученной при разной плотности 
световых потоков, достаточно сильно различается: при низких 
интенсивностях света концентрация хлороф илла существенно 
выше, а концентрация углевода и резервного вещества R су­
щественно ниже, чем для м икроорганизм а, культивированного 
при высоких плотностях энергии света.

8.4.3. Фотосинтезирующая культура в режиме хемостата

Рассм отрим  законом ерности роста ф ототроф ного организм а 
при непреры вном культивировании в режиме хемостата. В про­
точной системе в стационарном  режиме скорости изменения 
компонентов процесса будут заданы  следую щ ими уравнениями 
[см. базовые уравнения (8.65) —  (8.73)]:

Ш =  Q (/) Ch — a t rCh -  a 2vm -  vR -  ц0М -  D H  =  0; (8.74)dt

f  =  D (S o - S ) - I p H  =  0; (8.75)

4(C h/M ) Ch f 1 v Л,  ^ C h _ n . / 0 , ^

~ d t  ^  (  h / m \  "m ’ (8-76)

H /M \ ^
~dt

(8-7«)

M, =  M +  C h i R  +  H. (8.79)

С ветозависимой стадией процесса является синтез углерода 
Н, при этом  функцию Q (/) вы разим  в виде уравнения (8.67). К ак 
и в случае хем отроф ной культуры, популяция клеток «вымыва-
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Рис. 8.26. Расчетные дан­
ные зависимости кон­
центраций активной био­
массы от относительной 
скорости разбавления 
в проточной культуре 
при различных интенсив­
ностях падающего света 
(а) и различной глубине 
культивации (б)
(В. Т. Frohlich et al., 

1983):
интенсивности п адаю щ его 
света и глубина культивации 
даны  циф рам и на 1ф и вы х  
соответственно в В т/м  и см; 
S0 =0,01  г/л ; / .  =  20 см  (о);

/ 0=  115,4 В т /м 2 (б)

ется» при приближении скорости разбавления к (рис. 8.26). 
К онцентрация «активной» биомассы  существенно уменьш ается 
при больш их скоростях разбавления, с уменьш ением интенсив­
ности падаю щ его света и с увеличением глубины культивации.

В отличие от концентрации биомассы  эта зависимость 
концентрации хлороф илла имеет максимум  при относительно 
невысоких скоростях разбавления, при этом  значение макси­
м ум а растет с увеличением глубины культивации (рис. 8.27).

П ринципиально важной характеристикой при функциониро­
вании непрерывной системы выращ ивания микроводорослей 
и ф ототроф ны х бактерий является продуктивность системы 
по биомассе, хлорофиллу, резервному веществу. П родуктив­
ность системы (или поток вещества) в случае ф ототроф ов 
лучше всего изм ерять в количестве вещества, получаемого 
с единицы освещ аемой поверхности в единицу времени, 
например г/(ч м 2). Д ля проточно-плоского ферментера продук­
тивность системы по активной биомассе при низких скоростях 
разбавления линейно увеличивается с ростом  скорости раз­
бавления и глубины культивации (рис. 8.28, а). При отно­
сительно высоких скоростях разбавления продуктивность 
по биомассе достигает м аксим ального значения, которое очень
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Рис. 8.27. Расчетные данные зависимости концентрации хлорофилла от от­
носительной скорости разбавления и глубины культивации (цифры на кривых) 

(В. Т. Frohlich et al„ 1983):
So=0,001 г/л; /0= 115,4 Вт/м2

55,
50.
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Рис. 8.28. Расчетные данные зависимости продуктивности системы по биомассе 
(а) и резервному веществу (б) от относительной скорости разбавления 
и глубины культивации (цифры на кривых, см) (В. Т. Frohlich et al 1983V

S„ = 0,1 г/л; / 0=  115,4 Вт/м2



I часто поддерж ивается на постоянном  уровне в больш ом  
интервале глубин и скоростей разбавления.

Соверш енно другая картина наблю дается для продуктив- 
) ности по резервному веществу (продукту ферментации) 
) (рис. 8.28, б). П родуктивность системы низка при высоких 
£ скоростях разбавления и малы х глубинах ферментера. М акси- 
I м ум  продуктивности системы по R приходится на диапазон 
I (0,1 —  0,2) D/p^J, при этом  он также сильно зависит от глубины 
I культивации. П ри небольш их глубинах (1 — 20 см) эта зависи­

мость практически линейна.
•  Численный рост кинетики роста ф ототроф ного микроор- 

I ганизм а в режиме периодического и непрерывного культивиро- 
! вания дает возм ож ность объяснить многие аспекты его физио- 
|  логического поведения, а также позволяет дать полезные 

рекомендации по оптимизации его роста и метаболизм а.

8.5. СИ М БИ О ТИ Ч ЕСКИ Е АССО ЦИ АЦ И И  М И К РО О РГАН И ЗМ О В

Интересные и сложные законом ерности характеризую т рост 
i м икроорганизм ов в смеш анных культурах и микробных ассо- 
f циациях. Э та область в последнее время привлекает больш ое 
( внимание, поскольку природные популяции м икроорганизмов 

в подавляю щ ем больш инстве случаев представляю т собой 
; симбиотические ассоциации, смеш анные культуры  или культуры 

м икроорганизм ов, находящ ихся в конкурентной борьбе за 
какой-либо фактор, ограничиваю щ ий рост популяций. Решение 

I ряда вопросов промы ш ленной микробиологии также связано 
I с изучением и использованием не монокультур, а ассоциаций 
| микроорганизмов.

Общие вопросы анализа роста популяций в смешанных 
культурах рассмотрены  в монографии Н. С. Печуркина (1978), 

I где основное внимание обращ ено на классификацию  взаимодей- 
I  ствий популяций и описание их роста в проточных системах. 
( Изучены закономерности роста культур, конкурирую щ их за 
I один субстрат, типы взаимодействий микробных культур друг 
I с другом , развитие смеси популяций на сложных субстратах. 
1 Выделяю т по крайней мере шесть типов взаимодействия 
I м икроорганизм ов —  от симбиоза муталистического типа, при 
[ котором  рост каждой из культур стимулируется ростом  другой 
|  культуры, и до строго антагонистического взаимодействия, 
I при котором  развитие одной культуры блокирует развитие 
f другой. В монограф ии расстотрены  также закономерности 
I развития популяций разны х трофических уровней, включая 
I «классическую» систему «хищник —  жертва» (см. также 

В. В ольтерра, 1931) и систему «паразит —  хозяин».
Ниже с использованием ЭВМ  анализирую тся закономер- 

I ности развития симбиотических ассоциаций в режиме
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периодического культивирования. Симбиотические ассоциации, 
по-видимому, представляю т собой наиболее распространенный 
и «отш лифованный» эволю цией тип взаимодействия микробных 
популяций. Н аиболее классическим прим ером  в этом  плане 
мож ет служить микробная ассоциация образования метана 
анаэробны ми бактериями. М етаногенез углевода (Н) в упро­
щ енном варианте мож но представить в виде двухстадийного 
процесса:

ацетогены метаногены ___
Н  > С Н 3СОО Н  ♦ - С Н 4 +  С 0 2 (8.80)

Развитие второй популяции невозможно в отсутствие первой 
стадии процесса, поскольку ацетат является одним из лим ити­
рую щих субстратов для метаногенных бактерий. В то же 
время ацетогенные микроорганизм ы  ингибирую тся ацетатом  
за счет изменения pH среды. Таким  образом , развитие 
метаногенной популяции, в свою  очередь, полож ительно влияет 
на рост бактерий, осущ ествляю щ их первую стадию  процесса.

Рассмотрим  законом ерности симбиотических процессов на 
примере некоторых модельны х систем.

8.5.1. Ассоциация двух микроорганизмов

П редставим себе микробную  ассоциацию , состоящ ую  из 
двух м икроорганизм ов M j и М 2, использую щ ую  для своего 
роста некий субстрат S ,, причем рост организм а М , происходит 
с потреблением субстрата S, и образованием  продукта S2. 
П родукт S2, в свою  очередь, служит субстратом  для роста 
организм а М 2. В результате роста организм а М 2 образуется 
конечный продукт Р. О бсуждаемый процесс м ож но’представить 
в виде системы дифференциальных уравнений:

t / M j  _  fx1S 1M j  

~dt £ ,+ 5 , ’
J M 2 __ n 2S 2M  

И Г ~  K2 +  S2' 
d S t _  1 l i j S j M , .

~df~ ^  K{+ S , ’

</S2 _  1 1 n 2S 2M 2

~di Ki+  s, ~ T tl k2+ s 2’
dP _  I n 2S 2M ,

h  7 + s ?

(8.81)

где К  j и K 2 —  константы  сродства субстратов S, и S2 
к м икроорганизм ам  M t и М 2 соответственно; Ц! и р 2 — макси­
мальны е скорости роста м икроорганизм ов М х и М 2; Ys
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и YPi— экономические коэффициенты, позволяю щ ие вы раж ать 
концентрации S , , S2 и М 1; а и YPi — концентрации S2, 
Р и М 2 в одних единицах.

Д ля анализа кинетики процесса полезно систему уравнений 
привести к безразм ерны м  относительны м переменным:

S i5Х_  ; s2-  — ; р ~ —
а 1 , 0  ^ 1 , 0  а

М ,
т =  т х=т. 1Г -; w 2 = :

(8.82)

■ M 2 i . - N 2 i 0 ’

где М 1>х, М 2>00, Р* —  предельное количество биомассы М ,, 
М 2 и продукта Р, образую щ ихся при бесконечно больш ом  
времени процесса.

Переменные (8.82) позволяю т анализировать кинетику про­
цесса в безразмерных величинах, при этом  значения s v  s2,

А 1 Л\ ор леж ат в диапазоне от 0 до I, значения т , — от
М |. « - \ о

N  [ .О  „ П О П О П Т Ш  А  Т ^2,0 1 I ^2,0

(8.83)

Д° 1+тт— значения т 2 — от ■■■■   до 1 + - .
^1.оо~^1.0 ^2,00 ^2,0 ^2.00 ^2.0

Время в указанных безразмерных переменных измеряется 
отрезком , на протяжении которого в режиме максимальной 
скорости концентрация биомассы  M t увеличивается в е раз.

Система дифференциальных уравнений (8.81) в безразмерных 
координатах выглядит следую щ им образом  (для упрощения 
анализа все экономические коэффициенты приняты  равными 
единице):

d m t _  s 1m 1 _ dm2 _  . & i _  s \m \
dx K J S u0+ s l ’ dx K 2/S  li0+ i 2’ dx K J S y g + s ^

* 2  =  M d p _ \i2/(\ils 2m 2) 

dx K 2/Si_0 + s 2 ' dx K 2/ S l 0 + s 2 '

Из этих уравнений видно, что процессом управляю т и определя­
ю т вид кинетических кривых три безразмерных параметра: 
K J S U0, K 2/S l 0 и Рг/ц ,. Первые два парам етра, характеризу­
ющие отнош ения констант сродства м икроорганизм а с лим и­
тирую щ ими субстратам и к начальны м концентрациям лим и­
тирую щ их субстратов, оказы ваю т существенное влияние на 
ход процесса. Они изменяю т как форму кинетической кривой, 
так и время, в течение которого конвертируется 50% лим ити­
рую щ его субстрата (см. гл. 8, § 1).

Н а влиянии третьего парам етра —  отнош ения максимальных 
скоростей роста микроорганизм ов и М 2 -о стан о ви м ся
более подробно (рис. 8.29). И з рисунка видно, что наблю даю тся 
законом ерное падение концентрации исходного субстрата S l5 
рост культур М , и М 2, накопление конечного продукта 
Р и характерный кинетический максимум для промеж уточного
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Рис. 8.29. Численное интегрирование сис­
темы (8.82) при щ /ц ,, равном 1 (а); 2,5 

(б); 0,2 (в):
/$ 1 ,о = K2IS1 .о~0,5; Wjio==W2 iO = 0,l

продукта S2. Наличие этого 
максимума при росте м ик­
робных ассоциаций является 
весьма строгим  свидетель­
ством в пользу того, что 
для исследуемой культуры 
характерен симбиотический 
тип взаимодействий м икро­
организм ов (рис. 8.29, а).

П ри уменьшении макси­
мальной скорости роста 
второго м икроорганизма 
(увеличение отнош ения 
Н1 /И2 ) происходит относи­
тельное замедление роста 
М 2 и соответственно повы­
шение максимума на кине­
тической кривой для S2 
(рис. 8.29, б). Весь процесс 
распадается практически на 
две независимые стадии: 
сначала быстрый рост М 2 
и быстрое накопление S2, 
а затем  медленное расхо­
дование S2 и такой же мед­
ленный рост М 2 и Р. П ро­
цесс образования продукта 
лим итирует низкая скорость 
второй стадии.

При относительном  уве­
личении м аксимальной 
удельной скорости роста 
второго микроорганизм а 
наблю дается замедление

расхода и роста М 15 понижение максимума по S2 (рис. 8.29, в). 
При ц, « ; р 2 субстрат S2 практически не детектируется в системе 
и наблю дается слияние кривых роста м икроорганизм ов М , 
и М 2, при этом  вторая стадия процесса становится слабо 
зам етной, весь процесс лимитируется скоростью  первой стадии. 
В таких ситуациях часто оказывается невозмож ны м определение 
кинетических парам етров второй стадии.

•  Таким  образом , при изучении симбиотических ассоциаций, 
состоящ их из двух микроорганизм ов, в зависимости от соотно­
шения максимальны х удельных скоростей роста возможны 
три предельных случая протекания процесса.

1. Ц х~ ц 2 —  рост обоих м икроорганизм ов происходит после­
д о вател ьн о — обе стадии процесса проявляю тся достаточно
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четко, что дает возмож ность определить все кинетические 
парам етры  системы.

2. р 1» р 2 —  процесс распадается как бы на две независимые 
стадии: быстрое развитие м икроорганизм а М 3 и медленное 
и длительное развитие м икроорганизм а М 2, которы й и лим ити­
рует образование конечного продукта Р. Здесь также возмож но 
определить все кинетические характеристики процесса.

3. р , « ; р 2 —  процесс как бы сжимается в одну стадию , 
кривые роста м икроорганизмов М , и М 2 практически совпа­
даю т, почти отсутствует промеж уточный продукт S2, скорость 
образования Р лимитируется скоростью  первой стадии. М ожно 
определить только кинетические характеристики медленной 
первой стадии. Кинетика накопления продукта, несмотря на 
то  что он образуется в результате роста второго м икроор­
ганизма, определяется кинетикой роста первой культуры.

8.5.2. Ассоциация трех микроорганизмов

П редставим себе симбиотическую  ассоциацию , вклю чаю щ ую  
три м икроорганизм а. При этом  трофические связи между 
этими организм ам и следующие: исходный субстрат Sj является 
субстратом  для организм а М ,, в результате роста которого 
образуется вещество S2, являю щ ееся исходным субстратом  
для организма М 2. Растущий организм  М 2 выделяет вещество 
S3, которое потребляется при росте организма М 3, и в резуль­
тате образуется конечный продукт Р. Эти процессы можно 
описать системой дифференциальных уравнений:

</Mt p1S 1M l i  d M 2 _  Ц25 2М 2 .

dt K j + S ^  dt К 2 S 2

d M 3 _йз^зМ 3 . d S 3 1

dt K 3 +  S3 ’ dt r tl A ,+  S.

d S 2 1 H ^ M , 1 n3S2M 2 _

dt YPl ^ + S > YH ^2 +  S2 ’

d S 3 1 H2S2M 2 1 йз$зМ 3 .
dt  г Р2 K 2 +  s 2 v S3 K 3 +  s 3 ’

d P _  _ J _  f e S 3 M 3 / g  g 4 )

dt  YP3 K 3 +  S3 '

По аналогии с предыдущ им разделом , р ,,  ц2, р 3 —  м аксим аль­
ные удельные скорости роста: К 2, К 2, —  константы  сродства
субстратов; YSi, YS2, YS], YPl, Ypi,Y P}~ экономические коэффи­
циенты для выражения в одних единицах концентраций субстра­
тов, продуктов и м икроорганизмов. П риведем систему (8.84) 
к безразм ерны м  переменным:

2 3 3



1

s, s2 s,
*i = ^ — ; * 2  = ^ - ;  - « 3 = ^ ;1̂.0 a l,0 1̂,0

p M, /Q oc4
p  = F ; m i  ~ M  - N  ; ( 8 -8 5 )QO 1VI1,00 AM,0

m + „ - n 20 
m , =  5 , m i  —-) —  4> .  r r i - i  ■

2 3 M , . . - N 3i0

В этом  случае система уравнений в безразмерных перемен­
ных будет иметь следую щий вид (для упрощ ения анализа все 
экономические коэффициенты также приняты  равными единице):

dm 1 _  s tm 1 _ </ш2 _ ц 2/(щ з2т 2). dm3 _  Из/(Ц1^ з

dx dx K 2/ S ^оЧ- з2 dx K 3/Si q +  s3

dsx _  л2 /?i, 

dx  ATj/S | ,0 + s 1

Л2_  з ,т х Щ /Ф л^з).

( 8 .86)

с/х A:2/S li0 +  i 2

^3 _  Из/Ф^У^з) Вз/фУз"Ъ). dp/dx- ^ 3̂ ^ 3
dx K'2/ S u 0 + s 2 K'3/ S l 0 + s 3 К'з/Si  0 + s 3

Как видно, этой системой управляю т пять параметров: K ,/S , 0; 
K 2/S li0; K 3/S 1<0; р 2/Вб Рз/Oi- Первые три парам етра, как и в ранее 
разобранны х вариантах, отраж аю т влияние концентраций лим и­
тирую щ их субстратов, а два последних — соотнош ения удельных 
скоростей роста культур. Проварьируем последние два параметра 
и проследим за изменением вида кинетических кривых (рис. 8.30).

1- Р2 /Р 1 =  М-з/н 1 =  1- Э то случай, когда максимальны е удель­
ные скорости роста всех трех м икроорганизм ов примерно 
совпадаю т (рис. 8.30, а). Видно, что развитие всех трех м икро­
организм ов идет последовательно, кривые роста похожи друг 
на друга, за исключением начальной фазы процесса. Н аблю да­
ется довольно быстрое падение концентрации S, и сущ ествую т 
характерные максимумы  по промеж уточным продуктам S2 и S3.

2. |i2/p j =  l, |л3/|Д! == 5 (или ц 3» ц , = ц 2) -  условия относи­
тельно бы строй последней стадии (рис. 8.30, б). Видно, что 
в условиях быстрой третьей стадии практически исчезает 
максимум по S3, а кривые роста микроорганизм ов М 2 и М 3 
практически совпадаю т, вторая стадия процесса как бы слива­
ется с третьей, хотя и определяет накопление продукта Р.

3. п2/ц 1 =  5; п3/п , =  1 ( и л и  ц2 =  ц 3) -  условия относи­
тельно быстрой второй стадии (рис. 8.30, в). Здесь ситуация 
другая: практически исчезает промеж уточный субстрат S2, 
кривые роста т 1 и т 2 близки, при этом  бы страя вторая
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Рис. 8.30. Численное интегриро­
вание системы (8.86) при 
Pi/P2 = P2/P3 = 1 («): Pi/P 2=1>
РзМ1=5 ^  Pi/P2 = 0.2, Pi/P3 = l 
(в); р 1/р2 =  р 1/р 3 =  5 (г); щ /ц 2 =

=  щ / р 3 =  0 ,2  (0 )

стадия как бы растворяется в медленной первой и определение 
ее кинетических парам етров становится затруднительны м.

4. p 2/Pi = 0 ,2 , Рз/щ  =  0,2 (или |д1» р 2 =  р 3) —  условия относи­
тельно быстрой первой стадии (рис. 8.30, г). Вид кинетических 
кривых напоминает картину первого случая, за исключением 
более бы строго роста первого организма. По истечении 
некоторого времени система работает как ассоциация двух 
м икроорганизмов.

5- ц2/П1 =  П3 /П1 =  5 (или 0 1 ^ 0 2  =  ^ 3 ) —  условие замедленной 
первой стадии (рис. 8.30, д). О бращ ает на себя внимание 
практически полное отсутствие S2 и S3, а также слияние трех 
кинетических кривых роста организмов: т , ,  т 2, т г . Кинетика 
роста т 2 и т 3 практически не проявляется —  все лимитирует 
первая стадия. Из такого вида кинетических кривых возможно 
определение кинетических парам етров только лимитирую щ ей 
стадии, т. е. первой.

•  Таким  образом , если экспериментально достаточно под­
робно исследованы зависимости от времени концентраций
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исходных, промежуточных субстратов и продуктов ферментации, 
получены кинетические кривые роста отдельных микроорганизмов, 
то  можно на основе качественного совпадения экспериментальных 
зависимостей с одной из теоретических, представленных на 
рис. 8.29 —  8.30, идентифицировать лимитирую щ ую  стадию  разви­
тия симбиотической ассоциации. Более строгий количественный 
подход основан на моделировании роста микробной ассоциации 
с пом ощ ью  решения прямой задачи и определении кинетических 
параметров роста при решении обратной. Рассмотрим особенности 
и возмож ности этого подхода на примере анализа законом ерно­
стей роста метангенерирую щ ей микробной ассоциации.

8.5.3. Симбиотическая метагенерирующая ассоциация

А наэробный процесс образования м етана из различного 
рода органических материалов представляет собой сложный 
многоступенчатый процесс, на разны х этапах которого прини­
м аю т участие м икроорганизмы  различной природы. П ервый 
этап биодеградации часто бывает связан с гидролизом  высоко­
молекулярных соединений (полисахаридов, белков, жиров 
и т. д.) до соответствую щ их олиго- и м оном еров, которы е 
на последую щ их этапах конвертирую тся в органические кис­
лоты  и спирты, молекулярный водород и диоксид углерода. 
Затем  органические кислоты и спирты превращ аю тся в ацетат, 
водород и С 0 2, из которы х в дальнейш ем и образуется 
метан. М икробиологическое образование метана — ш ироко рас­
пространенный, устойчиво протекаю щ ий в анаэробны х условиях 
процесс, имею щ ий в настоящ ее время промы ш ленное значение.

Задача количественного описания метаногенеза осложняется 
тем, что пока имею тся весьма ограниченные сведения о природе 
и свойствах микроорганизм ов, входящих в состав метангенери- 
рую щ его консорциума. В обсуж даемом случае количественная 
картина м етаногенеза реконструировалась на основе исследова­
ния динамики образования и расхода исходного субстрата, 
промежуточных и конечных продуктов процесса (С. В. К алю ж ­
ный, С. Д. Варфоломеев и др., 1985, 1986).

Н а рис. 8.31, а приведена типичная картина, наблю даем ая 
при анаэробной конверсии глю козы  под действием микробной 
ассоциации, известной как Methanobacillus kuzneceovii. Видно, 
что в реакционной среде помимо конечных п родуктов— диок­
сида углерода и метана —  накапливается еще целый ряд 
промежуточных соединений - молекулярный водород, уксусная 
кислота, этанол. В незначительных количествах в смеси 
обнаруж иваю тся также пропиловый спирт, пропионовая и м ас­
ляная кислоты. О днако накопление этих компонентов проходит 
в незначительной степени, не вносящей зам етного вклада 
в м атериальны й баланс по углероду.
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У становим , как соб- 5, 
лю дается в процессе ро ­
ста  ассоциации баланс по 
углероду и сущ ествую т 
ли в заметных количест­
вах другие продукты  ре­
акции, не детектируемые 
в условиях проведения 
эксперимента (рис.
8.31,6). Из рисунка вид­
но, что в течение всего 
времени развития процес­
са отнош ение суммарной 
концентрации детектируе­
мых продуктов к началь­
ной концентрации глю ко- Рис- 8.31. Динамика анаэробного разложения
о , .  ГП ...о™  г  оттнииттр глюкозы метаногенной ассоциацией бакте-
ЗЫ ОЛИЗКО К единице ~ (рН=7 0. 16 5 м  глюкозы; 60 С) (а)
И слабо снижается В ходе и зависимость от времени отношения сум- 
процесса. Дефицит угле- марной концентрации детектируемых проду-
родного баланса К концу ктов к начальной концентрации глюкозы (б)
процесса ( /~ 2 0 0  ч) составляет 6% . Э тот дефицит образуется 
за счет накопления биомассы; при этом  мож но утверждать, 
что в пределах точности микробиологического эксперимента 
(~ 1 0 % ) в м етаболизм е ассоциации отсутствую т другие, не­
детектируемые углеродные соединения, выделяемые м икроор­
ганизмами в культуральную  среду или в газовую  фазу.

Д ля изучения неметаногенной стадии процесса было исполь­
зовано то свойство системы, что при низких значениях pH (pH <  5,5) 
метангенерирую щ ие бактерии ассоциации не развиваю тся, в то 
время как конверсия глю козы  проходит весьма активно (рис. 8.32). 
В течение первых 80 ч процесса наблю дается хорош о выраженное 
экспоненциальное накопление продуктов предметаногенного 
разлож ения глю козы  —  этанола, ацетата, С 0 2, Н 2. При этом 
отличается симбатность в накоплении ацетата и этилового спирта, 
а также водорода и С 0 2. Эти м етаболиты  и являю тся первичными 
продуктами анаэробной конверсии глю козы  данной ассоциацией.

Исследование стехиометрических соотношений образования 
этанола и ацетата, Н 2 и С 0 2 показывает, что мольные количества 
образующихся веществ примерно находятся в отношении 1 :1 :2 :2 ,  
т. е. этанол и ацетат образуются в эквивалентном количестве, 
в два раза меньшем, чем Н 2 и С 0 2. Это следует как из 
данных по материальному балансу (рис. 8.33), так и из данных 
по кинетике накопления продуктов в экспоненциальной фазе 
роста культуры (рис. 8.34). Найденные удельные скорости ро­
ста (метаболические коэффициенты) по различным продуктам 
имею т значения: qHi =  (0,045 +  0,007)ч ^СО2= + 0 ,0 0 3  ч ;

</с2щон=(0,032 ±  0,003) ч - 1; 9cHiCooh=(0,028 ±  0,003) ч " 1.
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Рис. 8.32. Динамика анаэробного раз­
ложения глюкозы метаногенной ассо­
циацией бактерий (pH 5,3; 16,5 мМ  

глюкозы; 60° С)

Рис. 8.33. Зависимости от времени от­
ношений количеств образовавшихся 
продуктов к количеству прореагиро­
вавшей глюкозы при культивировании 
метаногенной ассоциации бактерий 
в режиме низких значений pH (усло­

вия те же, что и на рис. 8.32)

И сходя из выш еизложенного, мож но утверж дать, что р азло­
жение глю козы  под действием исследуемой ассоциации проис­
ходит в соответствии с уравнением
С6Н , 20 6 +  Н20 -------- ► С2Н 5ОН +  CHjCOOH +  2COz +  2Н2 (8.87)

козы метаногенной ассоциации бакте­
рий при низких значениях pH в экс­
поненциальной фазе в полулогариф­
мических координатах (условия те же, 

что и на рис. 8.32)

Процесс осущ ествляется, 
по-видимому, одним м икроор­
ганизмом. Реакция (8.87) явля­
ется одной из базовых хими­
ческих реакций для данной 
системы, она известна как путь 
Эм бдена —  М айергоф а и ш и­
роко представлена в м етаболи­
зм е анаэробны х м икрооргани­
зм ов (Г. Г оттш алк, 1982).

К ак видно из рис. 8.31, на­
копление в среде этилового 
спирта и уксусной кислоты 
проходит через максимум. Это 
характерны й признак действия 
симбиотической ассоциации, 
в которой продукт м етаболиз­
м а одной культуры является 
субстратом  для другой
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i (см. рис. 8.29, 8.30). Д ля под- s>
тверждения наличия в дан- да
ной ассоциации микроорга- 

)■' низм ов, способных погреб- 
; лять ацетат, этанол и С 0 2, 

были проведены опыты  по 
выращ иванию  исследуемой 

; ассоциации на этих продук­
т а х  в качестве субстратов.
! Д ействительно, микробная 
I ассоциация способна конвер- 
I тировать в метан этанол 

и уксусную кислоту, а также 
! диоксид углерода в присут- 

СТВИИ молекулярного водо- Рис. 8.35. Динамика анаэробного разло-
рода. На рис. 8.35 приведены жения этанола метаногенной ассоциацией
кинетические кривые конвер- бактерий (pH 7,0; 30 мМ этанола; 60 С)

сии этанола в метан и С 0 2, при этом  в качестве промежуточного 
продукта выступает уксусная кислота и в очень небольших 
количествах образуется молекулярный водород. Это позволяет 
записать базовую  химическую реакцию

C 2H s0 H  +  H 20 --------► С Н 3С ОО Н +  2Н 2 (8.88)

за которой следует стадия метанообразования. Т ерм одинам и­
ческие условия протекания процесса обеспечиваю тся последу­
ю щ ими реакциями утилизации водорода и уксусной кислоты.

Процесс метанобразования из уксусной кислоты проходит еще 
менее интенсивно (рис. 8.36, а), чем в случае с этиловым спиртом. 
При этом  наблю дается образование С 0 2, а также небольших 
количеств этанола и водорода. Э тиловый спирт синтезируется, 
по-видимому, в ходе обратной реакции (8.88). Конверсию ацетата 
с образованием С 0 2 и Н 2 мож но объяснить протеканием реакции

С Н 3С 0 0 Н  +  Н 20 ---------> С 0 2 +  4 Н 2 (8.89)
<---------

Э тот процесс термодинамически невыгоден (А6 ’рн 7 ,о== 
=  94,9 кДж/моль), равновесие смещено влево, реакция может 
проходить лишь при низких парциальных давлениях водорода 
(< 1 0 0  Па). Протекание процесса (8.89) в симбиотической мик­
робной ассоциации было показано методом изотопного анализа.

Конверсия ацетата в метан мож ет осущ ествляться в соот­
ветствии с простейшей базовой реакцией

С Н 3С О О Н  ► С Н 4 4 -С 0 2 (8.90)

П ри этом  С 0 2, С Н 4 долж ны образовы ваться в стехиометричес­
ких количествах. О днако образование диоксида углерода
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Рис. 8.37. Динамика конверсии 
диоксида углерода под действием  
метаногенной ассоциации бактерий 

(pH 7,0; 60° С)

существенно опережает образо­
вание метана (рис. 8.36, а). По- 
видимому, в данном  случае ки­
нетически более быстрым явля­
ется процесс по стадии (8.89) 
с дальнейш им восстановлением 
С 0 2 до м етана водородом .

О бразование м етана из аце­
тата  в атмосфере водорода су­
щественно интенсифицируется, 
и не наблю дается накопление 

детектируемых количеств диоксида углерода, так как происхо­
дит его быстрое восстановление водородом  (рис. 8.36, б):

Рис. 8.36. Динамика анаэробного 
разложения уксусной кислоты ме­
таногенной ассоциацией бактерий 
в атмосфере аргона (а) и молеку­
лярного водорода (б) (pH 7,0; аце­

тат 21,0 мМ; 60° С)

С О , +  4Н - -> СНд +  2 Н ,0 (8.91)

Протекание этого процесса было подтверж дено непосредствен­
ной конверсией С 0 2 в метан в атмосф ере водорода под 
действием данной микробной ассоциации. В системе наблю дает­
ся также промеж уточное образование ацетата и этанола по 
реакции (8.88) и (8.89) (рис. 8.37).

Результаты  проведенного количественного анализа сум м и­
рует такая схема:

м
С 6Н 120 6 +  Н 20 ------ U C 2H 50 H  +  C H 3C 0 0 H  +  2 H 2 +  2 C 0 2

м,
С.Н Д ЭН  +  НДЭ^ U  С Н Х О О Н  +  2 Н ,

М,
С Н 3С ОО Н

С 0 2+ 4 Н 2
м,

-+сн4+со2
-►СН4 +  2 Н 20

(8.92)
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Н а первой стадии процесса происходит разложение глю козы  
по пути Э м бдена —  М айергофа, сопровож даем ое ростом  не­
м етаногенного м икроорганизм а М х; вторая реакция осущ еств­
ляется ферментны ми системами м икроорганизм а М 3; две 
последующие реакции являю тся метангенерирую щ ими, причем 
осущ ествляю тся двум я независимыми метаногенны ми бактери­
ями М 2 и М 3 (М 2—  ацетатиспользую щ ий метаноген с мед­
ленной метангенерацией; М 3 —  водород, использую щ ий ор­
ганизм  с быстрой метангенерацией). Э тот вывод согласуется 
с данны м числом микробиологического эксперимента.

Реакцию типа (8.89) при конверсии глю козы  мож но исклю ­
чить из рассмотрения на основе термодинамических сооб­
ражений.

Бы ли проведены исследования зависимостей скорости метан- 
образования от pH  и концентрации глю козы  как исходного 
субстрата. Полученные данные позволили количественно опи­
сать развитие метаногенного процесса во всем диапазоне 
времен, во всей совокупности переменных. В процессе эволю ции 
метаногенной ассоциации при периодическом культивировании 
изменение во времени претерпеваю т по крайней мере десять 
переменных: концентрации ключевых субстратов, м етаболитов 
и продуктов (глю коза —  G, этанол —  Et, ацетат — Ас, С 0 2, Н 2, 
С Н 4), концентрации ключевых м икроорганизм ов (M ls М 2, 
М 3), концентрации ионов водорода Н +. Соответственно ки­
нетику процесса в целом долж на описывать система десяти 
дифференциальных (алгебраических) уравнений. Кинетической 
схеме (8.92) мож но сопоставить единственную систему урав­
нений.

Рост м икроорганизм ов происходит в соответствии с базовы ­
ми химическими реакциями (8.87), (8.80) и (8.81), поэтому 
для микроорганизм ов М ,, М 2 и М 3 мож но записать уравнения 
роста:

где Yx, Y2, Y3 —  соответствую щ ие экономические коэффици­
енты; W x, W3, WA заданы  уравнениями

{qx =  \ixIY x— удельная м аксим альная скорость потребления глю ­
козы; К х— константа сродства к глю козе; КаХ, К в Х- констан­
ты ионизации ионогенных групп, определяю щ их p H -зависи­
м ость скорости роста первого м икроорганизма);

=  У2 W3; a- ^ ± = Y 3 WA, (8.93)

W -
9 l G M (8.94)
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+ а  \  (895)
(*3+Ас,( 1+] ^ +# )

(^/з=  0 2 / ^ 2  —  удельная максимальная скорость потребления аце­
тата при росте метангенерирую щ его микроорганизм а М , на 
ацетате; ЛГ3— соответствую щ ая константа сродства; Ка 2, К ~2 —  
константа ионизации ионогенных групп, определяю щ их рН -за- 
висимость скорости роста м икроорганизм а М 2);

\у  _  9 4 Н2СО2 М3

4 (*4+ *5 н 2 + к6с о 2 + н ,с о 2)(I + н + //с, 3 + н *)

(рост м икроорганизм а М 3 имеет бисубстратный характер; 
p H -зависимость — колоколообразна; с/4 =  р 3/У 3 — удельная м ак­
сим альная скорость потребления С 0 2 и Н 2 при их насыщ аю щ их 
концентрациях; КА, К ъ, Кь соответствую щ ие константы 
сродства; К.л 3, Кв 3 — константы ионизации). [Более строго, 
по-видимому, для уравнения роста необходимо использовать 
уравнение с немультиплицированны ми субстратами (см. гл. 2), 
однако это не вносит существенных искажений в кинетическое 
описание процесса.]

Соответственно для основных компонентов процесса можно 
записать:

d G  . . .
- 7 7 = - ^ ;  (8.97)d t  

d Ft
= И/1( ! - Г , ) - Б /2, (8.98)

dt
где

w  ЧгEtM. (899
2 A:, +  Ft y ’

(конверсия этилового спирта осущ ествляется ферментными 
системами микроорганизм а М ,; q2 и / ^  —  соответствую щ ие 
кинетические параметры );

/7 Д  р

=  (8.Ю0)dt

dC  о
dt

=  2 И М 1 - У 1) + И '3( 1 - У 2) - И '4; (8.101)

dJ h = 2 W l ( \ - Y l )  +  2 W 2 - 4 W A , (8.102)
dt

dCW

dt
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I Н аибольш ие сложности представляет количественная оценка 
’ изменения во времени концентрации ионов водорода, поскольку 
I  процесс протекает в буферной среде (в экспериментах исполь- 
Г зовался фосфатный буфер 0,1 М). Изменения концентрации 

ионов водорода связаны с изменением концентрации уксусной 
; кислоты, а также с содержанием в среде буферного компонента. 

М ожно показать, что изменение Н + во времени происходит 
в соответствии с уравнением

Н + (г) = /  [Ас (0 ] =  А/2 +  J  А 2/4 +  В, (8.104)

| Г Д е  л  _ * Ас(Сф +  А с - С Ме) + К Ф( 2 С ф - С Ме) .
Сме-Сф

^  _  л:Ас (2СФ -  с Ме+ с Лс)
С'ме — Сф

'{ (КАс —  константа диссоциации уксусной кислоты; —  константа 
диссоциации иона Н 2РО ф; Сф —  общ ая концентрация фосфата 
в растворе; СМе-  общ ая концентрация противоиона в буферном 
растворе). Уравнение (8.104) достаточно надежно описывает 

‘ экспериментальные данные по изменению  pH  в буферных 
растворах при различных концентрациях уксусной кислоты.

Система уравнений (8.93)— (8.104) была решена относитель­
но всех переменных, и было показано, что полученные решения 
описы ваю т характерные особенности конверсии глю козы  м ета­
ногенной ассоциацией: экспериментальные зависимости во вре­
мени изменения концентраций Ac, Et, Н 2, опережаю щ ий рост 
в системе С 0 2, периоды индукции в образовании продуктов. 
Решение системы проводили при нескольких наборах значений 
констант, область которы х оценивали из независимого экспе­
рим ента или принимали априори. Таким образом , была 
доказана адекватность модели (8.93)— (8.104) реальному экспе­
рименту.

Наконец, для того  чтобы  получить полную  информацию  
об исследуемом процессе, необходимо реш ить обратную  за­
д ач у —  на основании проведенных кинетических измерений 
определить числовые значения независимых парам етров, опи­
сываю щ их кинетические кривые в пределах точности их 
измерений. С лож ность задачи состоит в наличии больш ого 
числа неизвестных парам етров процесса (в случае конверсии 
глю козы  их 19) и в неопределенности начальных условий по 
концентрациям м икроорганизмов. П ри поиске такого количест­
ва парам етров неизбежно приходится сталкиваться с их 
внутренней коррелированностью , что приводит к неоднознач­
ности решения обратной задачи (С. И. Спивак, 1980). П ред­
стояло найти не только набор парам етров, хорош о описыва­
ющих экспериментальные кривые, но и попы таться оценить 
чувствительность модели к каждой из констант.
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Рис. 8.38. Сравнение расчета с эксперимен­
том  при кинетическом моделировании ана­
эробного разложения глюкозы метаногенной 
ассоциацией бактерий (сплошные л и н и и -  

. теоретические кривые; точки— эксперимен­
тальные данные; условия те же, что и на 
рис. 8 .3 9 ) (а) и теоретические кривые роста 
микроорганизмов М ,, М 2 и М , метаноген­

ной ассоциации бактерий (б)

Поиск парам етров 
проводился на ЭВМ путем 
минимизации критерия со­
ответствия расчета экспе­
рименту по всему пулу 
экспериментальных дан­
ных. В качестве критерия 
использовалась функция

п т
f = I  £ ( х ? - х ? ) 2,(8.105)

j= ii= i

где п —  число эксперимен­
тов; т число измерений 
в каж дом эксперименте; 
Х Р— расчетные значения 
концентрации вещества 
X,; X- -эксп ери м ен таль­
ная концентрация веще­
ства X,-.

В результате расчета 
были найдены значения 
констант, удовлетворите­
льно описываю щ ие экс­
периментальные измене­
ния концентраций глю ко­
зы, этанола, ацетата, 
С 0 2, Н 2 и С Н 4 при 
различных значениях на­
чальной концентрации 
глю козы  и pH  (рис. 8.38). 
Значения парам етров, со­
ответствую щ ие теорети­
ческим кривым рис. 
8.38, а, приведены в табл. 
8.2. Не все константы ,все

помещ енные в таблицу, имею т функциональную  значимость. 
Ч увствительность модели к парам етру определяли путем 
исключения его из модели, приравнивая парам етр к нулю. 
Затем находили решение системы с определением функции 
качества (8.105). Э та процедура позволила установить, какой 
из парам етров вносит существенный вклад в качество описания 
эксперимента, а каким парам етром  мож но пренебречь.

О казалось, что каждая из констант, характеризую щ ая 
м акси м альн ую • удельную  скорость потребления субстратов 
<7г> 4з> оказы вает существенное влияние на качество
описания эксперимента и исключение из них приводит к рез-

244



Таблица 8.2
Параметры роста микроорганизмов симбиотической ассоциации, наиболее ка­
чественно описывающие динамику процесса

Параметр Числовые
значения

Параметр Числовые
значения

q2, мМ  
q 3 , мМ  
<?4, мМ  
К и  мМ  
К 2, мМ  
А'з, мМ  
К4, мМ 
K s, мМ  
К 6, мМ

0,713
0,178
0,332
2,05

49,4
36,6
16,3
19,9

РКа, 1 
РКь. 1 
РКа,2 
Р^Ь, 2 
РКа,3 
рК ь, 3 

г/г
У 2 ,  Г /Г

>̂3 - г/г

8,3
5,8
7,4
5,0
8,2
0,064
0,149
0,074

5,03

12,4

ком у увеличению  к в ад р ата  сум м ы  отклонений  теоретических 
значений от эксперим ентальны х. А налогично, больш ой  вклад  
в качество описания вносят константы  ионизации ионогенны х 
групп, определяю щ ие p H -зави си м ость  процесса К л 1 , К ь<1, 
КЯ2 , Кь2 , А/а, з , ЛГЬ, з- В то  же врем я кон станта сродства 
к субстрату  К 5 вносит значительно  м еньш ий вклад  в описание 
процесса по сравнению  с кон стан там и  K t , К 2, К±, К 6. Так, 
изменение константы  К 5 до  нуля п роводи т к различию  
в критерии F  в 0 ,2% . П ри это м  описание находится 
в пределах погреш ности  эксперим ента ( ^ 1 0 % ) .  С л ед о вател ь­
но, константу  К 5, по им ею щ им ся данны м , и дентиф ицировать 
нельзя и при построении м одели  ею  м ож но пренебречь. 
В п ротивоп олож н ость  этом у  изменение кон стант К г , К 2, 
К 3, и К 6 до нуля приводит к изменению  в критерии 
на 20— 30% , что превы ш ает ош ибку эксперим ента и указы ­
вает на определенную  роль  этих кон стант в описании 
эксперим ентальны х данны х.

Т аким  образом , без ущерба для качества описания уравнение 
(8.96) мож но записать в виде

П редставляет интерес сравнение кинетических парам етров 
роста, полученных из данных кинетического поведения симби­
отической ассоциации, с данными по парам етрам  роста ряда 
чистых культур, найденных в независимом эксперименте. Такое 
сравнение дано в табл. 8.3. Найденные параметры  роста 
метаногенных микроорганизм ов в исследуемой ассоциации 
близки к парам етрам  роста некоторых чистых метангенерирую - 
щих культур.

W - <74 М 3 Н 2 ■ СО (8.106)
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Таблица 8.3
Кинетические параметры роста некоторых меганотенных культур (Калюжный 
С. В. и др., 1986)

Субстрат Я», ч ' К„ мМ, % г клеток
Литература

' ’ г СН4

Methanobacillus bar- 
keri (штамм 227)

CHjCOOH 0 ,0 2 1 5 0 , 1 2  0 ,2 1 Taylor, 1982

Methanosarcina sp. 
TM

CH3COOH 0,058 4,5 0 , 1 — 0 , 1 2 Taylor, 1982

M 2 симбиотичес­
кой ассоциации 

Methanobacterium  
thermoautotrophicum

CH3COOH

н 2/с о 2

н 2/с о 2

0,049

0 ,4 9 -  
- 0 ,5 9  
0,14 — 
- 0 ,2 3

16,3

0,1 % Н 2 
1 ,5% С 0 2

0,149 

0,1 0,19 

0,04 0 ,1

Калюжный, 
1985 

Schonheit, 
1980 

Taylor, 1982

М 3 симбиотичес­
кой ассоциации

н 2/с о 2 0,16 1,25% Н2
12,4% С 0 2

0,074 Калюжный,
1985

П р и м е ч а н и е .  При составлении таблицы для некоторых значений К , 
и Y сделан перерасчет в универсальные единицы измерения.

П олное кинетическое моделирование процесса с исполь­
зованием ЭВМ  дает весьма интересную дополнительную  
информацию . Так, например, м ож но рассчитать динамику 
роста отдельных микроорганизм ов, входящих в метаногенную  
ассоциацию , опираясь на экспериментальное исследование 
динамики образования продуктов или расхода субстратов. 
Решение системы уравнений (8.93)— (8.104) при использовании 
парам етров процессов, наиболее качественно описываю щ их 
экспериментальные данные, дает кинетические кривые роста 
м икроорганизмов М 15 М 2, М 3 (рис. 8 .3 8 ,б). Таким  образом , 
кинетическое моделирование дает информацию , которую  труд­
но или невозможно получить с пом ощ ью  других методов.

_ На нескольких примерах были рассмотрены  возможности 
1  и особенности исследования процессов роста микроорга- 
^  низмов с пом ощ ью  кинетических моделей, анализируемых 

с применением современной ком пью терной техники. П ост­
роение и анализ такого рода моделей становятся все более 
и более актуальны ми. Рост популяций микроорганизм ов 
сопряжен с изменением в системе многих переменных, что 
приводит исследователя к необходимости анализировать си­
стемы дифференциальных уравнений больш ой размерности. 
Адекватный анализ такого рода задач мож ет бы ть сделан 
лиш ь с использованием современной вычислительной техники. 
Аналитические решения задач роста микробных популяций 
являю тся зачастую  лиш ь грубыми приближениями. Ч ем  ближе
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кинетическая модель к реальному процессу, тем  более необ­
ходим компью терны й уровень ее анализа, 

t При изучении закономерностей роста клеточных популяций 
на основе численного интегрирования уравнений скорости 
роста мож но получить в явном виде связь между количеством 
клеток, концентрацией субстрата или продукта с временем 
протекания процесса при различных режимах. Первичную 
диагностику условий роста культуры (неосложненный рост, 
рост с ингибированием продуктом  или субстратом) можно 
привести на основе анализа ф ормы  кинетической кривой; 
изменение во времени количества биомассы или низкомоле­
кулярных продуктов —  с помощ ью , например, м етода «двой­
ного зеркального отражения».

П ринципиально важны и интересны кинетические задачи 
с учетом лизиса клеток или инактивации их ряда ключевых 
систем в процессе роста микроорганизмов. Процессы этого 
рода ведут к ограничению  роста клеточной популяции. Такие 
случаи очень часты в микробной кинетике и составляю т 
специфический предмет исследования в кинетике роста живот­
ных клеток в культуре ткани.

Больш ая группа вопросов может бы ть решена с помощ ью  
ком пью терного анализа при изучении процессов культивиро­
вания фототрофны х микроорганизмов. В этом  случае помимо 
«классических» переменных м икробного роста, таких, как 
число клеток, концентрация субстратов, продуктов, pH , не­
обходимо учиты вать изменение во времени интенсивности 
поглощ аем ого света как основного «питаю щ его» систему 
реагента. К омпью терны е модели в ряде случаев роста до­
статочно адекватно описываю т поведение популяций фо­
тотроф ны х м икроорганизмов.

Больш ой вклад в понимание процессов, происходящих 
в микробных ассоциациях, вносят методы  кинетического 
моделирования на ЭВМ .

В данной главе рассмотрены закономерности роста симбио- 
трофных микробных ассоциаций на примере ассоциаций, 
состоящих из двух и трех микроорганизмов. В зависимости 
от того, какой из микроорганизм ов лим итирует процесс, 
кинетическая картина развития ассоциации мож ет быть раз­
личной. Если какой-либо из м икроорганизмов в последователь­
ности их роста является строго лим итирую щ им, то кинетика 
роста последующих микроорганизм ов почти строго определя­
ется кинетикой развития лимитирую щ его. П одходы  и методы 
анализа, характерные для исследования микробных ассоциаций, 
проиллю стрированы  изучением метангенерирую щ ей микробной 
ассоциации. Важно подчеркнуть, что кинетическое модели­
рование с использованием ЭВМ позволяет работать  с весьма 
информационно емкими задачам и, решение которых трудно
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или невозмож но осущ ествить другими средствами. В качестве 
примера рассмотрен подход, позволяю щ ий «реконструировать» 
динамику роста отдельных микроорганизм ов в ассоциации на 
основе изучения динамики образования продуктов и расхода 
субстратов без детального микробиологического изучения 
и характеристики микроорганизмов. И з решения кинетической 
задачи мож но получить и числовые парам етры  отдельных 
м икроорганизмов ассоциации.

В связи с ростом  возможностей и доступностью  ЭВМ 
в исследовательской практике, соверш енствованием методов 
общения исследователя с ком пью тером  мож но дум ать, что 
использование ЭВМ  в микробиологических исследованиях 
получит все больш ее распространение.



ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМ ЕРЕНИЙ  
В М И КРО БИ О ЛО ГИ ЧЕСКИ Х ИССЛЕДОВАНИЯХ

Изучение кинетики микробиологических процессов предполагает 
использование количественных методов измерения ряда изме­
няю щ ихся во времени переменных. Важно отм етить, что 
никакое измерение не мож ет быть выполнено абсолю тно 
точно, его результат всегда содерж ит некоторую  погрешность. 
В задачу измерений входит не только нахождение самой 
величины, но также и оценка допущ енной при измерении 
погреш ности. Часто стараю тся произвести измерения с наи­
больш ей точностью , т. е. сделать погреш ность измерения по 
возмож ности малой. О днако надо иметь в виду, что чем 
точнее мы  хотим измерить, тем  труднее это сделать, поэтому 
не следует превыш ать ту точность, которая необходима для 
решения поставленной задачи.

•  Т аким  образом , мож но сделать важный вывод: м ало 
получить тот или иной результат —  необходимо правильно 
оценить точность и надежность экспериментальных данных.

9.1. ТИПЫ  ПОГРЕШ НОСТЕЙ ИЗМ ЕРЕНИЙ

П огреш ности измерений принято подразделять на система­
тические, случайные и грубые (или промахи).

Систематические погрешности вы зы ваю тся ф акторам и, дей­
ствую щ ими одинаковы м образом  при выполнении измерений 
одним и тем  же м етодом  с пом ощ ью  одного и того же 
измерительного прибора. Во всех таких измерениях система­
тические погреш ности одинаковы. В некоторых случаях они 
м огут соверш енно исказить результат измерений, однако всегда 
существует принципиальная возмож ность изучить систематиче­
ские погреш ности и полностью  исклю чить их влияние путем 
изменения условий эксперимента либо введения соответствую ­
щих поправок.

В зависимости от наличия априорных сведений о природе 
в разм ере систематических погрешностей их мож но разделить 
на следую щие группы.

1. П огреш ности известного происхождения, которы е могут 
быть точно определены.

2. П огреш ности, природа которы х известна, но точное 
значение не установлено. К  их числу относится, например, 
погреш ность измерительны х приборов, когда известно не

Г Л А В А  9
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точное значение погреш ности прибора, а максимально 
возможное.

3. П огреш ности, о сущ ествовании которы х исследователь 
не подозревает, хотя величина их мож ет быть очень значитель­
на. Э то самы й опасный тип систематических погрешностей, 
и чаще всего он проявляется при сложных измерениях. Ош ибка 
в измерениях мож ет возникать, например, при определении 
концентрации клеток микроорганизм а в растворе по оптической 
плотности раствора, измеряемой при 540 нм, если этот раствор 
кроме клеток содерж ал нерастворимы е твердые вещества, 
также поглощ аю щ ие свет при 540 нм.

Один из наиболее надежных способов убедиться в о т ­
сутствии таких погреш ностей состоит в проведении измерений 
разны ми м етодам и и при разных условиях. Совпадение 
полученных результатов служит известной, но не абсолю тной 
гарантией их правильности.

Случайные погрешности обусловлены влиянием ряда причин, 
действие которых неодинаково в каж дом  опыте и не мож ет 
быть учтено. В измерениях, выполненных одинаковы м образом , 
случайные погреш ности принимаю т различны е значения. Чтобы  
проверить, оказы ваю т ли случайные погреш ности заметное 
влияние на результаты  измерений, нужно несколько раз 
повторить измерения при одинаковых условиях опыта. Если 
каждый раз будут получаться несколько отличаю щ иеся резуль­
таты , то  мож но сделать вывод, что данные отягощ ены 
случайными погреш ностями. Х арактерны м примером является 
измерение оптической плотности культуральной жидкости при 
540 нм. Если измерение провести один раз, то погреш ность 
за счет неоднородности жидкости следует рассм атривать как 
систематическую. Но если провести несколько измерений 
одного и того  же раствора, каждый раз перемешивая его 
и отбирая новую  пробу, то  погреш ность становится случайной.

В результате измерений могут вкрасться и такие погреш ­
ности, которы е обусловлены лиш ь невнимательностью  экспе­
рим ентатора (неверная запись показаний прибора, отход от 
общ епринятой методики проведения эксперимента и т. д.). Это 
так назы ваемы е грубые погрешности, или промахи. Д ля 
устранения их необходимо соблю дать аккуратность и тщ атель­
ность в работе и оформлении результатов. Во избежание 
таких погрешностей следует повторять измерения в несколько 
отличаю щ ихся условиях.

9.2. СВЯЗЬ СИ СТЕМ АТИ ЧЕСКО Й  И СЛ УЧАЙН О Й  ПОГРЕШ НОСТЕЙ

Как уже известно, систематическую  погреш ность можно 
перевести в случайную, организовав измерения таким  образом , 
что постоянный фактор, влияю щ ий на результат измерений,
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в каж дом из них будет действовать по-разному, а следователь­
но, результат его действия будет носить случайный характер. 
Э тот прием превращ ения систематической погреш ности в слу­
чайную назы вается рандомизацией. Он позволяет практически 
исклю чить многие неизвестные систематические погреш ности 
и улучш ить точность получаемых результатов.

Н апример, если при определении количества клеток в культ­
уральной жидкости будем подсчиты вать количество клеток 
в каком-то небольш ом объеме жидкости, а затем  помнож им 
результат на отношение объемов культуральной жидкости 
и вы бранного объема, то  полученный общий урожай клеток 
м ож ет бы ть искажен систематической погреш ностью , связанной 
с неоднородностью  отбора пробы. Ч тобы  этого избежать, 
нужно отобрать  несколько проб случайным образом  и взять 
среднее этих проб. Таким путем систематическая погреш ность, 
обусловленная неоднородностью  отбора пробы, будет пере­
ведена в случайную.

Д опустим , что все систематические погреш ности учтены 
и есть уверенность в отсутствии каких-либо существенных 
и неизвестных источников систематических погрешностей. 
В этом  случае результаты  измерений все же не будут свободны 
от случайных погреш ностей, правила вычисления которых 
будут даны  ниже. Если случайная погреш ность окажется 
меньш е систематической, то  нет смы сла еще уменьш ать 
случайную п о гр еш н о сть- все равно результаты  измерений не 
станут от этого точнее. Д ля получения больш ей точности 
нужно искать пути к уменьш ению  систематической погреш ­
ности. Н аоборот, если случайная погреш ность больш е систе­
матической, то  именно ее нужно уменьш ить в первую очередь. 
Э то мож но сделать путем проведения не одного, а ряда 
измерений и взять среднее арифметическое из этого ряда; 
тогда случайная погреш ность этого среднего будет меньше, 
чем ош ибка единичного измерения.

9.3. СЛУЧАЙНЫ Е ПОГРЕШ НОСТИ.
Н О РМ АЛЬНЫ Й  ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

П ри измерениях физических величин в тех случаях, когда 
основную  роль играю т случайные погреш ности, все оценки 
точности измерения м ож но сделать только с некоторой 
вероятностью , так как случайные погреш ности образую тся 
в результате совокупности ряда мелких неучитываемых причин, 
каж дая из которы х вносит незначительный вклад в общую 
погреш ность, причем часть из них полож ительна, часть —  отри­
цательна. П оэтом у общ ая погреш ность, образую щ аяся в ре­
зультате сложения таких элементарных погрешностей, может
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иметь различные значения, каж дому из которы х соответствует 
разная вероятность.

Д ля того  чтобы выявить случайную погреш ность, необ­
ходимо измерение повторить несколько раз. Если каждое 
измерение дает несколько отличные от других измерений 
результаты , то  случайная погреш ность играет существенную 
роль. Д опустим , что истинное значение измеряемой величины 
есть а, ах  =  а  + А х — результат измерения, отягощ енны й случай­
ной погреш ностью  Ах, т. е. также некоторая случайная величина. 
Обычно принимаю т, что результаты  измерений подчиняю тся 
нормальному закону распределения, или распределению Гаусса.

Э тот закон основан на следую щ их предположениях: 1. С лу­
чайные погреш ности Ах вы зы ваю тся действием больш ого 
числа причин, каждая из которых приводит к м алом у по 
абсолю тном у значению элементарному отклонению  + е  или 
— е. 2. О динаковые по абсолю тном у значению  элементарны е 
отклонения равновероятны . 3. Причины, вы зы ваю щ ие элемен­
тарны е отклонения, действую т независимо.

Эти довольно естественные предположения приводят к за ­
кону распределения ош ибок, которы й мож но сф орм улировать 
так: вероятность того, что случайная величина (например, 
результат измерения, отягченный случайной погреш ностью ) 
примет значение в пределах бесконечно малого интервала меж ду 
х  и x +  dx, определяется как ср (х) dx, где (р(х) —  некоторая 
функция, называемая плотностью вероятности. П лотность 
вероятности норм ального распределения выражается следую ­
щ им образом:

j X—а2
ф ( * ) т — 7==е 1 ? \  - 0 0 < х <  +  0 0 , (9.1)

где а и с т 2 парам етры  распределения. П арам етр а — истинное 
значение измеряемой величины, он определяет расположение 
центра распределения на числовой оси. П арам етр  ст2 назы ваю т 
дисперсией, он служит мерой рассеяния случайной величины. 
П олож ительное значение квадратного корня из дисперсии 
ст назы ваю т средним квадратическим отклонением.

П лотность вероятности норм ального распределения дости­
гает максимума в точке а  (рис. 9.1, а). Н аиболее вероятны 
значения х, близкие к а: по мере удаления от а  значения 
х становятся все менее вероятны ми, иначе говоря, вероятность 
появления случайных погреш ностей х —а  есть убы ваю щ ая 
функция их величины. О динаковые по абсолю тном у значению, 
но противополож ны е по знаку отклонения х  от а  равно­
вероятны. С уменьш ением среднего квадратичного отклонения 
кривые норм ального распределения становятся более крутыми, 
т. е. чем меньш е т, тем  меньш е вероятность появления больш их
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Рис. 9.1. Г рафики плотности вероятности нормального распределения при 
различных значениях а  (цифры на кривых) при а  =  5,0 (а) и плотности 

вероятности распределения нормированной случайной величины z  (б)

по абсолю тному значению случайных погрешностей (выше 
точность измерений).

Так как функция фЬс) зависит от двух парам етров (а 
и а 2), то  каждой комбинации а и с т  соответствует своя 
кривая. Ч тобы  мож но бы ло строить функции нормального 
распределения для лю бы х значений а  и ст2, вместо случайной 
величины х вводят нормированную  случайную величину z:

Такое преобразование эквивалентно переносу начала ко­
ординат в точку а  и переходу к масш табу, выраженному 
в долях ст, поэтому нормированная случайная величина z  имеет 
a z =  0 и ст2 =  1. П лотность вероятности нормированной случай­
ной величины, распределенной по норм альном у закону, равна

В ероятность того, что случайная величина z  попадает 
в интервал ( и х , и 2 ), определяется как

Э та вероятность численно равна площ ади, которая огра­
ничена кривой распределения и прямы ми, проходящ ими через 
точки н17 и2 параллельно оси ординат (рис. 9 .1 ,6). Естественно, 
что вся площ адь между гауссовой кривой и осью  абсцисс равна 
единице, ибо появление какого угодно значения случайной 
величины в интервале ог — сю до +  оо есть достоверное событие, 
вероятность которого р — 1. Аналитически это выглядит так:

z =  (x — а)/ст. (9.2)

(9.3)
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+ оо

p i — оо < z  <  +  оо)= cp(z)dz =  -—
J V2*

e 2 d z =  1. (9.4)

Таким  образом , с пом ощ ью  (9.4) мож но легко рассчитать 
вероятность у того, что случайная величина z  не выйдет за 
пределы интервала ( — иу, + и у). Такие вычисления были 
проделаны, и их результаты  сведены в табл. 9.1.

Таблица 9.1
Вероятность того, что нормированная случайная величина (at. =  0, о 2 =  1). 
распределенная но нормальному закону, попадает в интервал (—иу, + и у)

у = 1
ч/2я .

е 2 rfz

и, У "у У "у У

0 0 1,1 0,73 2,4 0,984
0,05 0,04 1,2 0,77 2,5 0.988
0.1 0,08 1,3 0,80 2,6 0,990
0,15 0,12 1,4 0,84 2,7 0,993
0,2 0,16 1,5 0,87 2,8 0,995
0,3 0,24 1,6 0,89 2,9 0,996
0,5 0,383 1,8 1,93 3,2 0,9986
0,6 0,45 1,9 0,94 3,4 0,9993
0,7 0,51 2,0 0,95 3,6 0,9997
0,8 0,57 2,1 0,964 3,8 . 0,99986
0,9 0,63 2,2 0,972 4,0 0,99993
1,0 0,683 2,3 0,978

Как видно из табл. 9.1, вероятность того, что случай­
ная величина х  попадает в интервал (а —а , а  +  ст), со­
ставляет 68,3% . Э то означает, что при достаточно больш ом  
числе измерений почти 2/3 результатов будут леж ать в 
этом  интервале. Вероятность попадания случайной величины 
в интервал (а  — 2 а , а +  2 ст) равна 95% , иными словами, 
примерно 5% результатов измерений выходит за пределы 
а ± 2 а  и т. д.

П риведем еще один пример использования табл. 9.1. Пусть 
истинное значение оптической плотности культуральной жидко­
сти при 540 нм Z)54O =  0 ,53(a =  0,53), а среднее квадратичное 
отклонение a  =  0,03. О пределим границы такого  симметричного 
интервала, чтобы при указанных значениях а  и а  вероятность 
попадания результата измерения в этот интервал бы ла равна 
у =  0,95. Из таблицы находим, что м0,95 =  2,0. П одставляя 
в (9.4) значения a, а ,  и7 и у, получим:

р  (0,53 -  2 • 0,03 <  х  <  0,53 +  2 • 0,03) =  0,95; 
р  (0,47 < х <  0,59) =  0,95.
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И так, хотя нельзя заранее предсказать значение отдельного 
результата, отягощ енного случайной погреш ностью , но в дан ­
ном случае мож но утверж дать, что с вероятностью  95% 
результат отдельного измерения долж ен попасть в интервал 
0,53 ±0 ,06 .

9.4. ГЕНЕРАЛЬНАЯ И ВЫ БОРОЧНАЯ СО ВО КУ ПН О СТЬ.
РАСЧЕТ СРЕДН ЕГО  И ДИ СП ЕРСИ И  ПО ВЫ БОРОЧ НЫ М  ДАНН Ы М

В разобранном  выше примере парам етры  а и с т  пред­
полагались известными, однако исследователь обычно не знает 
их истинных значений. Его задача как раз и состоит в том , 
чтобы по результатам  выполненных измерений оценить зна­
чения а  и ст2.

П редставим , что при данных условиях выполнено беско­
нечно больш ое число измерений одной и той же величины. 
Полученную  бесконечную гипотетическую  совокупность резуль­
татов назы ваю т генеральной совокупностью, а  и ст2 —  парам етры  
генеральной совокупности, их точное значение мож но было 
бы найти, зная лиш ь все элементы генеральной совокупности. 
Истинное значение измеряемой величины а, назы ваемое гене­
ральным средним, равно

где p(jc;) вероятность появления результата х ;. П арам етр ст2 
представляет собой генеральную дисперсию, которая определяет­
ся равенством

Л ю бую  совокупность результатов измерений, выполненную 
при данных условиях опыта, принято рассм атривать как 
случайную выборку из генеральной совокупности, т. е. как 
выборочную  совокупность. (В экспериментальной практике 
опыты , результаты  которы х составляю т выборочную  совокуп­
ность, назы ваю т обычно параллельными.) Выборочная совокуп­
ность характеризуется значениями выборочных параметров, 
которы е являю тся функциями величин, составляю щ их вы бор­
очную совокупность. Ч тобы  четко разграничивать генеральные 
и выборочные парам етры , для обозначения генеральных 
парам етров использую т греческие буквы, а выборочных 
латинские. Выборочное среднее определяю т как среднее ариф ­
метическое величины г  из я результатов измерений:

00

(9.5)
i = 1

ст2 =  X  ( х , - а ) 2р(х,). (9.6)
1= 1

(9.7)
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Выборочную  дисперсию вычисляю т по формуле
п

(9.8)

Знаменатель в выражении (9.8) характеризует число степеней 
свободы для выборочной дисперсии. Число степеней свободы  
/  равно числу независимых измерений минус число д о ­
полнительных связей, налагаемы х на экспериментальный 
м атериал в процессе его обработки. Так, на п независимых 
результатов измерений при расчете среднего арифметического 
наклады вается одна связь вида (9.7), поэтому число 
степеней свободы  при определении выборочной дисперсии 
f = n - 1.

Нередко для характеристики разброса (расстояния) данных 
указы ваю т относительную погрешность, которая определяется 
как отнош ение соответствую щ ей абсолю тной погрешности 
к среднему значению  измеряемой величины. О тносительное 
выборочное квадратичное отклонение равно wx~ S x-/xт Величина 
wx~, выраженная в процентах, носит название коэффициента 
вариации.

Д ля наглядности приведем пример вычисления различных 
выборочных параметров. В результате семи измерений концен­
трации м етаболита в растворе получены следую щие значения 
(мМ ): 108, 120, 106, 117, 121, 110, 109. П роизведем  вычисления:

s  2 _ ( 1 0 8 —1 1 3 ) 4 ( 1 2 0 -  113)2+ (1 0 6 - 1 1 3 ) 2 +  (1 1 7 - 1 1 3 ) 4 ( 1 2 1  - 1 1 3 ) 4

7 - 1
+ ( 1 1 0 - 1 1 3 ) 2 +  (1 0 9 -1 1 3 )2 (25 +  49 +  4 9 + 1 6  +  64 +  9 + 1 6 )----------------  — ------------------------------------------   =  З о ‘

9.5. ЗАКОН СЛОЖ ЕНИЯ СЛУЧАЙНЫ Х ПОГРЕШ НОСТЕЙ

Пусть измеряемая величина А является суммой (или 
разностью ) двух величин В и С, результаты  измерений которых 
независимы. Т огда если 5 ^ ,  S c  — дисперсии величин А, 
В, С, то  мож но доказать, что S A= S l + S c  или SA =  s/ rS j+ ^ S ]:- 

Если А является суммой не двух, а больш его числа 
слагаемы х, то  закон сложения погреш ностей будет таким  же, 
т. е. средняя квадратичная погрешность суммы  (или разности) 
нескольких величин равна корню квадратному из суммы дисперсий 
отдельных слагаемых.

х  = 1 0 8 + 1 2 0 + 1 0 6 + 1 1 7 + 1 2 1  +  110+109  

7
=  113;

7 - 1 6

£*— 6,2; wx =  0,055, =  5,5%.
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•  Из закона сложения погрешностей следует два чрезвы­
чайно важных вывода. П ервый из них относится к роли 
каждой из погрешностей в общей погрешности результата. 
Он состоит в том , что значение отдельных погрешностей 
очень быстро падает по мере их уменьшения. П усть В и С — два 
слагаемых, определенных со средними квадратичны ми погреш ­
ностями S B и Sc , причем известно, что Sc в два раза меньше, 
чем S B. Т огда погреш ность суммы (А =  В + С )  равна

S \  =  S l  +  S $  =  S l  +  № J  =  5~ s l  (9.9)

откуда SA& \ , \ S B.
Иначе говоря, общ ая погреш ность возросла за счет меньшей 

погреш ности всего на 10%, что обычно играет очень малую  
роль. Таким  образом , если необходимо повысить точность 
измерений величины А,  то  нужно в первую очередь стремиться 
уменьш ить ту погреш ность измерения, которая больш е, т. е. 
погреш ность измерения величины В.

С ледую щ ий вывод, вытекаю щ ий из закона сложения по­
греш ностей, относится к определению  погреш ности вы бо­
рочного среднего. П усть х 1( х 2, х 3, ..., х „— результаты  
отдельных измерений, причем каждое из них характеризуется 
одной и той же дисперсией S 2. О бразуем величину у , равную

. (9.10)
п п п п

Дисперсия этой величины Sy в соответствии с законом  сложения 
погрешностей определяется как

5 ? = ^ + ^ + . . . + ^ = ^ = - .  (9-11)
п п п п п

Н о у ,  по определению,— это среднее арифметическое х из всех 
значений х, или выборочное среднее, поэтому мож но написать

Sy—Sx— S/^/n.

Таким  образом , средняя квадратичная погрешность выборо­
чного среднего равна квадратичной погрешности отдельного 
результата, деленной на корень квадратный из числа измерений.

•  Э то фундаментальный закон возрастания точности при 
росте числа измерений (разумеется, если точность результата 
полностью  определяется случайной погреш ностью ). Из него 
следует, что при желании повысить точность измерений в два 
раза необходимо сделать вместо одного четыре измерения, 
а чтобы повысить точность в 10 раз, нужно увеличить число 
измерений в 100 раз и т. д.
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П ри практической работе очень важно строго разграничивать 
применение средней квадратичной погреш ности (выборочной 
дисперсии) отдельного измерения Sx и выборочной дисперсии 
среднего арифметического Sx. П оследняя применяется всегда, 
когда нужно оценить погреш ность того  числа, которое было 
получено в результате всех произведенных измерений. В тех 
случаях, когда нужно охарактеризовать точность применяемого 
способа измерений, следует применять величину Sx.

Поясним сказанное примером, которы й был приведен 
в предыдущ ем подразделе. Речь идет о результатах измерения 
концентрации некоторого метаболита. Н апом ним , что в этом 
случае .v=113, Sx =  6,2, и’х =  5,5% . Тогда

2,3; w .= ? l ,  100% =  2% .
J n  J l  2,65 *

Таким образом , если описывается метод, которы м  произво­
дилось измерение, то  указы ваю т погреш ность Sx, т. е. 5.5% , 
но если описывается точность полученного результата, то 
характеристикой этой точности будет величина Sx, т. е. 2% .

9.6. О ЦЕН КА П АРАМ ЕТРО В ГЕН ЕРАЛЬН ОЙ  СО ВО КУ ПН О СТИ  
НА О СН ОВАНИ И  ВЫ БОРОЧНЫ Х ДАНН Ы Х.
М ЕТОДЫ  И НТЕРВАЛ ЬН О ГО  О ЦЕНИВАНИЯ

При обработке результатов эксперимента необходимо всегда 
помнить о различии между генеральными и выборочны ми 
парам етрам и. Генеральные параметры являются постоянными, 
характеризующими закон распределения результатов измерений, 
отягощенных случайными погрешностями, в то время как 
выборочные параметры суть случайные величины. П оэтому 
имею т место лиш ь приближенные равенства

а х х ,  a 2& S 2, (9.12)

которы е выполняю тся тем точнее, чем больш е число прове­
денных измерений.

Величины х  и S 2 представляю т собой точные оценки 
генеральных парам етров, однако приближенные равенства (9.12) 
не д аю т представления о точности, с которой установлены 
значения а  и а 2. П оэтому при обработке экспериментальных 
данных обычно использую тся м етоды  интервального оцени­
вания, позволяю щ ие рассчиты вать границы интервала, внутри 
которого с заданной вероятностью  мож ет находиться значение 
генерального парам етра. Ш ирина такого интервала (или поло­
вина его ш ирины) определяется точностью  результата измере­
ний, а вероятность того, что оцениваемый парам етр будет 
леж ать в пределах этого интервала, характеризует надежность 
оценки.
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Введем основные понятия теории интервального оценивания.
Доверительным интервалом неизвестного парам етра 0  назы ­

ваю т такой числовой интервал (Г„, Т„), внутри которого 
с заранее установленной вероятностью  у (которую  иногда 
назы ваю т доверительной вероятностью  или коэффициентом 
надежности) мож ет находиться истинное значение 0 ,  так что

р (Т я< 0 < Т „ )  =  у. (9.13)
Н ижню ю  Т„ и верхнюю Т„ границы доверительного 

интервала назы ваю т доверительными границами. Величину 
р =  1—у назы ваю т уровнем значимости, которы й показывает, 
насколько часто при повторении выборки наше суждение 
о парам етре 0  будет оказы ваться ош ибочным.

Задача нахождения доверительных интервалов рассм атрива­
лась в 9.3, правда, с той разницей, что там  рассчитывали 
симметричный интервал, в которы й с вероятностью  у может 
попасть результат отдельного измерения х, если известны 
значения а  и а ,  а теперь речь идет о построении интервала, 
которы й мож ет накры ть значение а, если в результате 
измерения получена величина х  и известно значение а . 
Д оверительные границы определяю тся как функции от ре­
зультатов п измерений, составляю щ их выборочную  совокуп­
ность, и вследствие случайного характера выборки являю тся 
случайными величинами. П оэтом у при м ногократном  повто­
рении серии измерений и положение, и ш ирина доверительных 
интервалов будут изменяться, однако в 100у% случаев 
доверительны е интервалы будут накры вать истинное значение 
оцениваемого парам етра.

П риведем пример построения доверительны х интервалов. 
В результате измерения концентрации м етаболита в растворе 
получено значение 108 мМ . И з независимых данных известно, 
что погреш ность используемого м етода измерений определяется 
генеральной дисперсии а  =  6. Н айдем доверительны е интервалы 
для истинного значения концентрации м етаболита в растворе, 
соответствую щ ие наиболее общ еупотребимы м 95% -ной и 99% - 
ной доверительны м вероятностям.

Решая неравенства в (9.13) относительно а  (см. табл. 9.1), 
получим у = р ( х - и уа < а < х  +  иуа). О тсю да доверительные гра­
ницы равны

Т„ =  х  — иуа,  Тп =  х + и уа.

П одставляя сю да значение и0у95 =  2 из таблицы , имеем 

Тп=  1 0 8 - 2 - 6  =  96; Т =  108 +  2 - 6 =  120.
С ледовательно, 96 <  а  <  120 (у =  0,95).
Соответственно «0 9 9  — 2,58 и Т =  108 — 2,58 -6 =  92,52; Т„ =  

=  108 +  2,58 • 6 =  123,48;' 92,52 <  а  <  123,48 (у =  0,99).
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И так, чем больш е у, тем  выше надежность оценки, но тем 
больш е и ш ирина доверительного интервала, характеризую щ ая 
погреш ность оценивания. Таким образом , для характеристики 
величины случайной погреш ности необходимо указать ширину 
доверительного интервала и доверительную  вероятность. У ка­
зание одного только доверительного интервала лиш ено смысла, 
так как при этом  неизвестно, сколь надежны полученные данные.

При построении доверительного интервала для а  на 
основании отдельного измерения исходили из того, что 
результат этого измерения взят из генеральной совокупности 
с норм альны м  законом  распределения. Вообще говоря, чтобы 
найти доверительны й интервал для генерального парам етра 
исходя из какой-либо выборочной характеристики, нужно знать 
закон распределения этой характеристики.

Рассмотрим методы  нахождения доверительны х интервалов 
для генерального среднего на основании выборочного среднего. 
Ч тобы  построить доверительны й интервал для а  исходя из 
х, необходимо знать закон распределения средних ариф мети­
ческих. В зависимости от того, располагает ли исследователь 
знанием генеральной дисперсии а  или ему известна лиш ь ее 
выборочная оценка S 2, распределение значений х  подчиняется 
различны м законам. Эти законы  изучены для выборок из 
нормальны х совокупностей, с которы ми чаще всего приходится 
иметь дело на практике. Средние арифметические х  для 
выборок, содержащ их п элементов, взятых из нормальной 
совокупности с парам етрам и а  и а ,  также подчиняю тся 
норм альном у распределению  с тем же сам ы м  значением 
генерального среднего и генеральной дисперсии ст|, равной, 
как следует из предыдущ его параграф а,

Вводим вместо случайной величины х нормированную  
случайную  величину

Пользуясь табл. 9.1 норм ального распределения, можно
найти два таких числа- иу и + н у, для которы х выполняется 
условие

(9.14)

(9.16)

откуда
ст _ , стх — иу—  <  а  < х + и у— (9.17)
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Таблица 9.2
Величины (, для различных значений доверительной вероятности у

Число
степеней
свободы

/

Доверительная вероятность Число 
степе­

ней сво­
боды /

Доверительная вероятность

0,9 0,95 0,99 0,999 0,9 0,95 0,99 0.999

1 6,314 12,706 63,657 636,619 14 1,761 2,145 2,977 4,140
2 2,920 4,303 9,925 31,598 15 1,753 2,131 2,947 4,073
3 2,353 3,182 5,841 12,941 16 1,746 2,120 2,921 4,015
4 2,132 2,776 4,604 8,610 17 1,740 2,110 2,898 3,965
5 2,015 2,571 4,032 6,859 18 1,734 2,101 2,878 3,922
6 1,943 2,447 3,707 5,959 19 1,729 2,093 2,861 3,883
7 1,895 2,365 3,499 5,405 20 1,725 2,086 2,845 3,850
8 1,860 2,306 3,355 5,041 30 1,697 2,042 2,750 3,646
9 1,833 2,262 3,250 4,781 40 1,684 2,021 2,704 3,551

10 1,812 2,228 3,169 4,578 60 1,671 2,000 2,660 3,460
11 1,796 2,201 3,106 4,437 120 1,658 1,980 2,617 3,373
12 1,782 2,179 3,055 4,318 00 1,645 1,960 2,576 3,291
13 1,771 2,160 3,012 4,221

Так производится интервальное оценивание генерального 
среднего в том  случае, когда известно значение генеральной 
дисперсии а 2. На практике это реализуется, когда измерения 
проводятся с пом ощ ью  уже хорош о исследованного метода, 
погреш ность которого, а следовательно, и величина сг2 
известны. Н о часто погреш ность м етода приходится определять 
в процессе измерений. П ри этом  мож но определить только 
величину вы борочной дисперсии S 2, соответствую щ ую  том у 
или иному, но обычно небольш ом у числу измерений п. В этом  
случае распределение среднего арифметического отличается от 
норм ального особенно сильно, когда число измерений п мало. 
Э то  обусловлено появлением дополнительного источника не­
определенности, связанного с нетождественностью  величин а 2 
и S 2. При построении доверительны х интервалов исходят из 
так назы ваем ого распределения Стьюдента или /-распределения. 
Э то распределение имеет случайная величина

/ = - ^ = .  (9.18)
SJyfi

Распределение С тью дента зависит только от числа степеней 
свободы  f —n — 1, связанного с вы борочной дисперсией S 2. 
Кривы е распределения С тью дента напом инаю т по форме 
кривые норм ального  распределения, но для м алы х значений 
/  они значительно медленнее сближ аю тся с осью  абсцисс при 
| / | - ю о .  П ри / = о о  /-распределение совпадает с нормальны м.

Вероятность того, что при доверительной вероятности 
у  случайная величина (9.18) попадает в симметричный интервал 
с доверительными границами ( —/у, +  /у), определяется выражением
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В табл. 9.2. для различны х у приведены ty, которы е при 
данном  /  удовлетворяю т соотнош ению  (9.19).

Д ля интервального оценивания генерального среднего обыч­
но пользую тся следую щ им выражением, полученным из (9.19):

p l x - t y ^ =  < a < x + t y - ^  ) = у .  (9.20)
V V ” V й/

s  s
Величины ty —~z и ty —jz назы ваю т доверительными погреш-

у/п J n
ностями среднего арифметического и обозначаю т символом  
Ау. Т аким  образом , результат измерений следует записать 
в виде

х ±  Ду,

указы вая при этом  принятый уровень доверительной вероят­
ности у. О тносительные погреш ности х  обычно обозначаю т о у.

Д ля иллю страции рассмотренного м атериала приведем 
пример. Три последовательны х измерения х  оптической плотно­
сти культуральной жидкости дали  результаты  0,53, 0,49, 0,60. 
О пределим погреш ность среднего арифметического при 95% - 
ной доверительной вероятности:

_ _  0,53 +  0,49 +  0,60 _  1,62 _ п  К Л '  х - - U, jT,J 3
с  2 _  (0,53 -  0,54)2 +  (0,49 -  0,54)2 +  (0,60 -  0,54)2 _

2
_  1 1 0 - 4 + 2 5  1 0 -4 36 10~4 _  _ j 1 0 _ 4 .

2 2 ~

S « 5 , 6 1 0 ~ 2.

И з табл. 9.2 находим для у =  0,95 / =  2, гО 95 =  4,30. Т огда
а 5  _  4,3 • 5,6 1 0 -2 _  24,08 1 0 -2 _ п , „

0,95 0,95 ----------- 3 ГТЗ U’14-

Д ля сравнения вычислим результат для норм ального 
распределения (и0 95 =  1,96):

Ао,95= 1,96' 5’36 ' 10~2 « 0 ,0 6 .

Видно, что результат в случае применения норм ального 
распределения получился бы заниженным.



9.7. Н ЕО БХО ДИ М О Е ЧИСЛО ИЗМ ЕРЕН И Й

Д ля уменьш ения случайной погреш ности результата могут 
бы ть использованы  два пути: улучшение точности измерений, 
т. е. уменьшение величины Sx, и увеличение числа измерений, 
т. е. использование соотнош ения

■5; =  4 = .  (9-21)
V й

Остановимся на последнем приеме. Будем считать, что все воз­
можности совершенствования техники измерений уже использова­
ны, при этом  систематическая погрешность измерений равна 8. 
Ранее было отмечено, что уменьшать случайную погрешность це­
лесообразно только до тех пор, пока общ ая погрешность измере­
ний не будет полностью определяться систематической погреш­
ностью. Д ля этого необходимо, чтобы доверительный интервал, 
определенный с выбранной доверительной вероятностью, был 
существенно меньше систематической погрешности, т. е.

Ду ^  8. (9.22)
Какое соотношение величин Ду и 8 можно считать удовлет­

воряю щим условию (9.22)? В кинетических исследованиях выраже­
нию «много больше» соответствует отношение сравниваемых

g
величин 10 и больше, т. е. в том  случае, когда Ду ^  —, условие

(9.22) можно считать выполненным. Иногда можно удовлет-
8 
3

8 
2'

определяют доверительную погрешность х, практически не 
превышает 0,95. Д ля оценки необходимого числа измерений 
было проведено множество вычислений при различных у и раз­
личных соотношениях между Ду и а . Результаты суммированы 
в табл. 9.3, в которой Ду выражено в долях выборочной 
дисперсии Sx. Приведем пример пользования этой таблицей.

Коэффициент вариации W  для некоторого измерения 
составляет 2,5% ; систематическая ош ибка измерений 8 =  2% . 
С колько измерений нужно проделать, чтобы  случайная ош ибка 
практически не играла роли?

g
Зададимся м иним альны м  условием Ду <  -  и доверительной

вероятностью  95% . Так как все погреш ности выражены 
в относительны х единицах, то

Д = 5  =  1% ; е =  ^  =  =  —  =  0,4.
2 ’ S  W  2,5

вориться гораздо менее жестким требованием Ду <  -  или даже 

Ду ^ .  Доверительная вероятность у, с какой в данном случае
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Таблица 9.3
Необходимое число измерений для получения случайной погрешности s с до­

верительной вероятностью

* 4
У

sx 0,5 0,7 0,9 0,95 0,99 0,999

1,0 2 3 5 7 11 17
0,5 3 6 13 18 31 50
0,4 4 8 19 27 46 74
0,3 6 13 32 46 78 130
0,2 13 29 70 100 170 280
0,1 47 110 270 390 700 1 100
0,05 180 430 1 100 1500 2700 4 300
0,01 450 1100 27000 38000 66000 110000

И з табл . 9.3 находим, что для 7  =  0,95 и е =  0,4 необходимое 
число измерений /1 =  27.

И нтересно знать, сколько нужно сделать измерений, если 
налож ить еще менее жесткое требование, а именно: чтобы 
систематическая и случайная погреш ности были примерно 
равны. В этом  примере е =  0,8 и при у =  0,95 из той же 
таблицы  экстраполяцией находим  п к \ 2 .

И з этих примеров мож но сделать заключение, что увели­
чением числа измерений м ож но устранить влияние случайной 
погреш ности на результат только  в то м  случае, если вы­
борочная дисперсия не более чем в несколько раз превосходит 
систематическую  погреш ность. Реально это возмож но, если

^ 5 5 .  П ри больш их значениях S(x)  для сущ ественного 
уменьш ения роли случайной ошибки уже требую тся сотни 
и тысячи измерений* как это видно из табл. 9.3. В таких 
случаях для уменьшения погреш ности результата необходимо 
радикально менять методику измерений, с тем  чтобы  умень­
ш ить случайную  погреш ность.

9.8. О БН АРУ Ж ЕН И Е П РО М АХО В

При проведении ряда одинаковы х измерений, подверженных 
случайным погреш ностям , м огут встретиться измерения 
и с очень больш ими случайными погреш ностями. О днако, 
как известно, больш ие погреш ности им ею т малую  вероятность, 
и если среди результатов измерений встретится одно, имею щ ее 
резко отличное от других значение, то  м ож ет появиться 
соблазн квалиф ицировать его как промах и не учиты вать его 
как заведом о неверный. В такой операции всегда присутствует 
известная доля  субъективизма. Д ля объективизации отбрасы ­
вания непонравивш егося измерения необходимо ввести опреде­
ленный количественный критерий, основанный на законах 
теории вероятности.
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Если известно точное значение генеральной дисперсии а , 
то  вероятность появления значения, отклоняю щ егося от сред­
него арифметического х  более чем на З а , равна 0,003 и все 
измерения, отличаю щ иеся от х  на эту или больш ую  величину, 
м огут бы ть классифицированы как промахи и отброш ены  как 
очень маловероятные. При этом  нужно помнить: существует 
очень м алая вероятность того, что отброш енное число является 
не пром ахом , а естественным статистическим отклонением. 
О днако если такой м аловероятны й случай и произойдет, т. е. 
будет неправильно отброш ен один из результатов измерений, 
то  это практически не приведет к сущ ественному ухудшению 
оценки результатов измерений.

Следует иметь в виду, что для совокупности измерений 
вероятность проявления измерения, отличаю щ егося более чем на 
З а  от среднего значения, всегда больше 0,003, а вероятность Р того, 
что ни один из результатов п измерений не будет отличаться от 
среднего более чем на З а , не 0,997, а равна Р=(1 —0,003)". Если п не 
слиш ком больш ое, то Р =  (1 —0,003)"» 1 —0,003л.

При 100 измерениях вероятность того, что хотя бы одно 
будет случайно отличаться от среднего более чем на З а , 
составит около 30% . Обычно число производимых измерений 
не очень вели ко— сравнительно редко оно превыш ает 10 —  20. 
При этом  точное значение неизвестно, поэтому отбрасы вать 
измерения, отличаю щ иеся от среднего более чем на З а ,  нельзя.

Д ля оценки вероятностей Р случайного появления выскаки­
вающих значений в ряду п измерений (для п <  25) на основании 
результатов, даваем ы х теорией вероятности, бы ла составлена 
табл. 9.4. Д ля пользования этой таблицей необходимо вы­
числить х  из всех измерений, вклю чая подозреваемое хк, которое 
кажется недопустимо больш им или м алы м . Далее вычисляем 
относительное отклонение этого измерения от среднего ариф ме­
тического, выраженное в долях выборочной дисперсии:

V — (9.23)

Таблица 9.4
Оценка выскакивающих измерений в ряду измерений для вероятности

и
Р

п
Р

0,1 0,05 0,025 0,01 0,1 0,05 0,025 0,01

3 1,41 1,41 1,41 1.41 9 2,10 2,24 2,35 2,46
4 1,65 1,69 1,71 1,72 10 2,15 2,29 2,41 2,54
5 1,79 1,87 1,92 1,96 11 2,19 2,34 2,47 2,61
6 1,89 2,00 2,07 2,13 12 2,23 2,39 2,52 2,66
7 1,97 2,09 2,18 2,27 13 2,26 2,43 2,56 2,71
8 2,04 2,17 2,27 2,37 14 2,30 2,46 2,60 2,76
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Продолжение табл. 9.4

п
Р

п
Р

0,1 0,05 0,025 0,01 0,1 0,05 0,025 0,01

15 2,33 2,49 2,64 2,80 21 2,47 2,64 2,80 2,98
16 2,35 2,52 2,67 2,84 22 2,49 2,66 2,82 3,01
17 2,38 2,55 2,70 2,87 23 2,50 2,68 2,84 3,03
18 2,40 2,58 2,73 2,90 24 2,52 2,70 2,86 3,05
19 2,43 2,60 2,75 2,93 25 2,54 2,72 2,88 3,07
20 2,45 2,62 2,78 2,96

П о табл. 9.4 находим, какой вероятности Р соответствует 
полученное значение v. Если вероятность р подозреваемого 
измерения < 0 ,01 , то  его следует отбросить; соответственно если 
Р >  0,1, то  подозреваемое измерение следует непременно оста­
вить. При промежуточных значениях (0 ,1 > Р > 0 ,0 1 )  представля­
ется одинаково правильны м лю бое из этих действий. П роил­
лю стрируем  сказанное примером. П ри проведении 10 измерений 
оптической плотности при 540 нм культуральной жидкости 
получены следую щ ие значения: 0,62, 0,64, 0,59, 0,59, 0,63, 0,61, 
0,49, 0,60, 0,63, 0,60. В ряду наблю дений вызы вает подозрение 
седьмой результат. М ожно ли его считать промахом? И так,

*  =  0,60; S lo = 1 0 ~ 2 

Д ля седьмого результата

) ,---
: =  10 “ 2 ^ /18  =  0,0324.

0 ,6 0 -0 ,4 9  -  .

< ш г =Ъ А
И з табл. 9.4 следует, что для г =  3,4 и п =  10 р <0,01. Таким 

образцом, седьмой результат, наверняка, является пром ахом  
и его мож но отбросить. И з оставш ихся девяти измерений 
проведем подобную  проверку для второго  результата:

Jc =  0,61; S 9 =  1 0 ~ 2 / - = 1 0 - 2 У з ^ 5  =  0,019;

г =
0 ,6 4 -0 ,6 1

0,019
=  1,58.

Из табл. 9.4 видно, что для г = 1 ,58  и п =  9 Р >  0,1 и второй 
результат следует непременно оставить.

9.9. О ЦЕН КА ТО Ч Н О СТИ  РЕЗУЛЬТАТОВ КОСВЕННЫ Х ИЗМ ЕРЕН И Й

Д о сих пор речь ш ла о результатах непосредственных, 
или прямых, измерений, т. е. таких измерений, при которых 
непосредственно определяется интересую щ ая величина. Но
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, в экспериментальной работе редко удается ограничиваться 
выполнением прямы х измерений, чаще проводятся косвенные 

I  измерения, при которы х подлеж ащ ая определению  величина 
I представляет собой некоторую  функцию от непосредственно 
I измеряемы х величин, отягощ енных случайными погреш ностями.

Н апример, при определении количества выделивш егося газооб- 
|  разного продукта непосредственно изм еряю т его концентрацию  

в газовой фазе и объем  газовой фазы. Д ля определения 
оптической плотности (при 540 нм культуральной жидкости) 
в определенной фазе роста непосредственно изм еряю т / ) 540 
исходного раствора с нерастущей культурой (холостой опыт, 
фон) и суммарную  D 540 культуральной жидкости, растущей 
культуры и фона. В подобных случаях возникает задача 
оценки погрешностей косвенных измерений.

Среднее арифметическое и погреш ность результата косвен­
ных измерений мож но вычислить двояко. Во-первых, мож но 
воспользоваться м етодам и, применяемыми для оценки погреш ­
ностей непосредственных измерений. П редполож им, необходи­
м о найти значение у, связанное функциональной зависимостью  
с лу, х 2, ..., х„, которое определяется в результате прямых 
измерений:

y = f { x u  х 2, ..., х к). (9.24)

П усть процедура измерений организована так, что каж дому 
определяемому значению у { отвечает совокупность измерений 
х и ,  x 2 i , —» хк г Тогда для каж дого г-го измерения мож но 
рассчитать y = f [ x l i, x 2 i, ..., хк *) и обычными м етодам и найти 
среднее арифметическое и погреш ность результата косвенных 
измерений (9.7) —  (9.8), а также рассчитать доверительны е 
интервалы  (9.17).

Д ругой путь расчета основан на использовании закона 
накопления погрешностей. В соответствии с этим  законом  
среднее значение и выборочную  дисперсию мож но аппроксими­
ровать выражениями

y = f { x  1 , х 2, ..., xk) = g ( x 1, х 2, х к); (9.25)

I <9'26)
где S * , S l ,  ..., S i  — выборочные дисперсии случайных значений 

|  A'j, x 2! ... xk. Соотнош ение (9.26) сохраняет силу в тех случаях, 
когда вместо выборочных дисперсий в него подставляю тся I генеральные дисперсии ст*, или квадраты  погреш ностей, вычис- 

I ленных при вы бранном  уровне доверительной вероятности 
I Д у 2 (х(). П роиллю стрируем  закон накопления погрешностей:



1. П усть у  =  Лх +  В, где А и В парам етры , тогда
" 5 12

у  =  Ах  +  В\ S j  =
r J A x + B )

S l  =  A Si .

2. Если y  =  x l —x 2, то  y  =  x 1—x 2;
л "12

s 2y Sl + dx
(x l - x 2) S 2X = S 2X + S 2X

3. Если y==xi / x2, то  y  =  x l / x2', 
. 2

s 2 =  1 7 - 55 + ( ^ - (  — 11 S l  =i d x 2 \ x 2

c2 v 2 •*j 1 o 2
x j  x \  J

(9.27)

(9.28)

(9.29)

(9.30)

. дх1 V x2 .

4. ЕСЛИ =  ATi, x 2, t o  y  =  x l x 2,
S 2 = x l S 2 + x \ S 2 .

М ожно показать, что если погреш ности измерений малы  по 
сравнению  с измеряемой величиной, то  оба способа даю т 
практически тождественные результаты  и поэтому безразлично, 
каким из них пользоваться. Здесь рекомендуется руководство­
ваться практическими удобствами расчета, а с этой точки зрения 
второй способ представляется менее трудоемким. К ром е того, 
если результаты  измерений распределены по нормальном у закону, 
то  закон распределения значений у,  вообщ е говоря, мож ет быть 
отличен от норм ального. П оэтом у для определения доверитель­
ных интервалов лучше пользоваться вторы м  способом.

В заключение для иллю страции обсуж даемого м атериала 
воспользуемся примером из предыдущ его раздела. При прове­
дении девяти измерений Z)540 культуральной жидкости получе­
ны следую щ ие значения: 0,62, 0,64, 0,59, 0,59, 0,63, 0,61, 0,60, 
0,63, 0,60. Оценим погреш ность часто используемой в м икро­
биологии величины lnZ>.

И так,
^  0,62 +  0,64 +  0,59 +  0,59 +  0,63 +  0 ,6 1 + 0 ,6 0  +  0,63 +  0,60и  = -------------------------------   =  0,612;

0,019
50 =  0,019; 5 5  =  - ^  =  0,006; 1п/) =  1п0,61 2 =  -0 ,4 9 1 ;

v  "

0 0 6 = 0 ’ 0 1 °

9.10. О ЦЕН КА П АРАМ ЕТРО В Л И Н ЕЙ Н О Й  ЗАВИСИМ ОСТИ  
М ЕТОДАМ И  РЕГРЕССИ О Н Н О ГО  АНАЛИЗА

Нередко возникаю т задачи, когда исследуемая величина 
меняется с изменением условий опы та и задача измерений 
состоит в нахождении парам етров функциональной зависимос-
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ти, которы е наилучш им образом  описываю т закон изменения 
интересующ ей величины. Д ля решения подобных задач наибо­
лее часто использую т специальный вычислительный прием, 
назы ваемы й методом наименьших квадратов (М Н К ) (при этом  
предполагается, что вид функциональной зависимости известен). 
О днако, как было показано ранее, м ало определить какую -либо 
физическую величину, необходимо еще оценить погреш ность 
полученного значения. Сочетание М Н К  с м атем атико-статисти­
ческими м етодами оценки получило название регрессионного 
анализа. В этом  разделе будет рассмотрен простейший случай 
регрессионного анализа —  построение линейного уравнения для 
одной независимой переменной.

Пусть имеется совокупность экспериментальных значений 
; величины у  в зависимости от х:

причем известно, что связь между у  и х  выражается линейным 
уравнением

где а и b —  постоянные парам етры , или коэффициенты рег­
рессии.

П ри подстановке экспериментальных значений х  и у  в урав­
нение (9.31) правая часть практически всегда будет отличаться:

Значения отклонений е,- зависят как от случайных погреш нос­
тей измерений, так и от выбора определенных значений 
парам етров а и Ь. Н аиболее вероятные значения коэффициентов 
регрессии получаю тся при условии, что сум ма квадратов 
отклонений будет наименьшей, т. е.

П оскольку условиям миним ума (9.33) отвечаю т специаль­
ным образом  выбранные значения парам етров а и Ь, можно 
взять соответствую щ ие производные и приравнять их нулю 
(используется известная математическая теорема, что в экстре­
муме функции производная всегда равна нулю):

у  =  а +  Ьх, (9.31)

y l —a — b x i =  e t ; 
у 2 — а — Ьх2 =  г 2, (9.32)

y n- a - b x  =  E,

п n

(9.33)
i= 1 i= 1
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д_
да

д_
дь

Е (yi~a- b x f ]  = Е 2(у| -о -6 д с ,) ( -1 )  = 0; (9.34)
.1 =1 i = 1

Е  ( t t - e - * * i ) 2] =  E  2 ( y , - a - b x , ) ( - x , )  =  0. (9.35)
i  =  1 i— 1

В ы полняя неслож ны е п р еоб разован и я и упрощ ения, н а­
ходим

п п

Е У г - п а - Ь  Е *г = 0;
‘V  „ i=1 „ (9.36)
Е  x , y t - a  Е  x , - b  Е  x f  — 0.

i =1 i=1 i=l
О тсю да мож но определить наилучшие значения а и Ь.

Решая систему уравнений (9.36) относительно а и Ь, приходим 
к следую щ им соотнош ениям:

Z у> Z х ‘ ~  Z x i Z ад
. _ _ < = !  * = 1  « = 1  i = l (9.37)

п  Z ад.- -  Z x i Z л
^ = ̂ ----- т Ч - т Ь  (9-38)

и Z ад I Z *<

где п —  число экспериментальных точек, каж дой из которы х 
соответствует эмпирическое значение у ,=  /(* ;) .

Теория дает возмож ность вычислить также дисперсии 
уклонения точек от прямой и дисперсию коэффициентов а и Ь.

Если подставить значения а и Ь, рассчитанные из (9.37) 
и (9.38), в (9.31), то  мож но найти значение у,  предсказываемое 
линейным уравнением, полученным по м етоду наименьш их 
квадратов. Дисперсия, характеризую щ ая рассеяние эксперимен­
тальны х значений y t относительно соответствую щ их точек на 
прямой определяется выражением

Z 0'i- л )2
S 2o =  ‘~-l n_ 2 , (9.39)

а дисперсии коэффициентов регрессии —  выражениями
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Зная S„ и Sb, мож но оценить погреш ность значений а и b при 
доверительной вероятности у:

Л УИ = ' А ;  (9-42)
Л > Н А ,  (9.43)

где ty — доверительны е границы распределения С тью дента при 
числе степеней свободы  f —m — 2 (см. табл. 9.2).

9 К ак видно, вычисления по методу наименьш их квадратов 
достаточно громоздки. Больш им  подспорьем  в этом  деле
является реализация описанной вычислительной процедуры на 
электронно-вычислительной машине. В настоящ ее время су­
щ ествую т стандартны е програм м ы , позволяю щ ие провести
оценки парам етров линейной регрессии по М Н К  в очень 
короткие сроки и с высокой степенью точности. П равила 
пользования этими програм м ам и  просты  и не могут предста­
вить особых трудностей для исследователей.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Основная цель книги состоит в демонстрации того факта, 
что, несмотря на каж ущуюся сложность протекающих процес­
сов, рост микробных популяций может быть интерпретирован 
на молекулярном уровне, экспериментально изучен и найдены 
уравнения, количественно описывающие рост микробных клеток. 
Ч итатель, у которого хватило упорства довести изучение этого 
предмета до конца, должен бы ть уже убежден в эффективности 
и плодотворности  развитого в книге биокинетического подхода.

Главное преимущ ество количественного подхода заклю чает­
ся в сущ ественном расширении информации о свойствах 
системы при условии, что выявлены и записаны в виде 
уравнений основные закономерности, описываю щ ие поведение 
системы. Если известны числовые значения парам етров, входя­
щих в уравнения, то  мож но количественно определить характе­
ристики системы при лю бом  произвольном  времени процесса, 
значении pH , концентрации субстрата, ингибитора и т. п. 
Уравнения в свернутой форме несут в высшей степени богатую  
информацию о свойствах системы. Именно поэтому лю бая



отрасль науки стремится выйти на уровень математических 
обобщ ений. В микробиологии проделаны определенные шаги 
в этом  направлении.

Д ругая важная особенность развитого в книге подхода —  ис­
пользование биокинетики для изучения механизмов процессов. 
Л огика кинетического исследования вклю чает стадию  экспери­
м ентального изучения поведения системы во времени, стадию  
построения гипотез о механизме процесса и трансф ормации 
гипотез в кинетические схемы. О собенностью  кинетики является 
однозначный переход от кинетической схемы к системе 
дифференциальных уравнений, описываю щ их динамику процес­
са. Построенная таким  образом  система дифференциальных 
уравнений имеет, как правило, единственное решение, которое 
исследователь мож ет сопоставить с полученными эксперимен­
тальны м и данны ми. В руках исследователя оказы вается метод, 
даю щ ий критерий справедливости той или иной гипотезы 
о механизме процесса. С оответствие количественного решения 
с экспериментом является критерием истинности используемых 
представлений.

М олекулярно-биологические механизмы определяю т направ­
ление и скорость роста микробных популяций. В данной 
книге сделана попы тка связать кинетику молекулярно-биоло­
гических процессов с макроскопической кинетикой роста и эво­
люции микробной популяции. Ч итателю  долж но бы ть ясно, 
что в этой области главны е решения еще впереди. Развитие 
исследований связано с созданием кинетических основ эксп­
рессии гена — новой области, привлекаю щ ей в настоящ ее время 
активное внимание исследователей. Кинетические исследования 
пом огут реш ить многие проблем ы  генетической и клеточной 
инженерии.

Используемы е и развиты е в книге подходы наиболее 
применимы  к анализу роста микробных популяций. В последние 
годы  активное развитие получаю т экспериментальные и теоре­
тические исследования в области культивирования клеток 
животных и человека. М ногие уравнения, проанализированны е 
выше, пригодны и для анализа кинетики роста клеточных 
популяций в культуре ткани человека и животных. О днако 
как экспериментальная техника культивирования, так и кине­
тическое описание процесса в этом  случае существенно сложнее, 
чем при микробном  росте. Управление клеточными популяци­
ями в культуре ткани осущ ествляется как на уровне влияния 
субстратов, так и на уровне рецепторно-ферментных систем, 
связанных с участием специфических факторов роста различной 
природы. П о-видимому, ближайш ие годы будут характеризо­
ваться больш им прогрессом в этом  направлении.



ЗАДАЧИ

Глава I

1.1. В ходе исследования процесса клеточного деления удалось вычленить 
и количественно описать несколько стадий:

S +  N ^ X ,  X- i X 2 ^  2N , (1)

Р
где Tj, т2, т3—  характеристические времена соответствующих стадий. Опреде­
лить р. рт и К,,  если при S0 =  10 г/л Т! =  1ч, т2 = 1 ,2 5 ч , т3 =  1,25 ч.

1.2. Вывести выражение для зависимости концентрации продукта, образую ­
щегося на третьей стадии процесса ( 1), от времени и определить его 
концентрацию через 10 ч, если Р0 = 0 , a N o/ y p= 0 ,l  г/л.

1.3. В результате определения зависимости удельной скорости роста трех 
различных культур от концентрации лимитирующего субстрата были получены 
следующие экспериментальные данные:

So, м
р, ч 1

культура № 1 культура № 2 культура № 3

2 - 10 “ 4 0,058 0,076 0,170
5- К Г 4 0,116 0,194 0.345
8 10 "4 0,163 0,290 0,435
К Г 3 0,173 0,311 0,479
2 -10 “ 3 0,231 0,427 0,586
4' К Г 3 0,277 0,519 0,658
8 10 3 0,308 0,581 0,700
К Г 2 0,315 0,595 0,709
2 10 2 0,330 0,625 0,727
4- К Г 2 0,338 0.641 0,737

Определить для каждой из трех культур, оказывает ли старение клеток 
влияние на механизм микробиологического роста, и найти количественные 
значения рт , К, и 1,

1.4. Воспользовавшись экспериментальными данными предыдущей задачи, 
определить пороговые минимальные концентрации субстрата, ниже которых 
рост всех трех культур невозможен.

1.5. Определить параметры уравнения Тейсиера исходя из данных, 
представленных ниже:

S0, мМ р, ч 1 S0, мМ Ц> ч 1

1 ............... ..........0,048 7 .................. ........... 0,248
2  .................... ..........0,091 1 0  ................. ........... 0.316
3 ............... ..........0,130 2 0  ................. ........... 0,432
5 .................... .......... 0,197 00 .................. ........... 0,5

1.6. При исследовании удельной скорости роста культуры от концентрации 
лимитирующего субстрата были получены следующие данные:
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S0 м М   0,1 0,5 1,0 2,0 5,0 10,0
Ц, ч - 1  ......... 0,0125 0,0416 0,0588 0,0741 0,0877 0,0935

Из дополнительных исследований известно, что период развития клеток данной 
культуры состоит из двух фаз: индукционного периода та и периода клеточного 
деления (репликационного процесса) т„. Определить р,„, K s, а также коэффициент 
распределения потоков ключевого метаболита, если та =  2 ч , кт Е / В = \ ч ~ 1.

1.7. Вывести выражение для удельной скорости роста исходя из кинетичес­
кой схемы, где ДН К-зависимой является стадия образования продукта

oiADNA

j------------------► D N A
о»

учитывая, что в начальный момент времени Д DN A  = 0 .

Глава 2

2.1. При исследовании роста термофильной водородообразую щ ей культуры 
были получены следующие экспериментальные данные (В. И. Скляр и др., 1986):

1, ч ^540 1, ч ^540

2  ............. ...............  0,113 4 ............ ........... 0.330
2,5 ............ ...............0.142 4.5 ............ ............... 0.449
3 ......... ...............0.190 5 ............. ............... 0,58
3,5 ............ ...............0,262

Определить удельную скорость роста.
2.2. Определить рт и K s для роста термофильной водородообразую щ ей  

культуры на глюкозе исходя из следующих данных (В. И. Скляр и др., 1986):

Концентрация 
глюкозы, мМ

М. ч 1 Концентрация 
глюкозы, мМ

р, ч 1

1 ................... .... 0,23 1 0  ........................ .... 0,49
3 ................... .... 0,38 1 2  ........................ .... 0,5
5 ............................ .... 0,43 14 ........................ .... 0,51
7 ............................ .... 0.47 17 ........................ .... 0,54

2.3. Определить цт и Ks для роста дрожжей Candida utilis на среде 
с этанолом и уксусной кислотой исходя из данных (Е. С. Никонова, 1984), 
представленных ниже:

Концентрация 
этанола, мМ р, ч 1

Концентрация 
уксусной кис­

лоты, мМ
р, ч " 1

1 0 ,2 1 0,14
3 0,3 2 0,217
5 0,333 4 0,283
7 0,37 7 0,3
9 0,383 10 0.31

11 0,4 14 0,31
14 0.4

2.4 . При исследовании pH -зависимости роста термофильной водородобра- 
зующей бактерии получены данные, приведенные ниже (В. И. Скляр и др., 1986):

У \
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pH Ц, ч 1 pH ц, ч 1

5,0 ........... ...............0,02 6,5 ........................... 0,55
5,25 ......... ...............0,09 6,75 ........................... 0,54
5,5 ........... ...............0,24 7,0 ........................... 0,38
5,75 ........... ...............0,35 7,25 ........................... 0,1
6,0 ........... ...............0,5 7,5 ........................... 0,02
6,25 ........... ...............0,53

Определить цт, р Ка, р К 0, tg a  и igfi, если S0 »  Ks.
2.5. Определить константу неконкурентного ингибирования этанолом роста 

термофильной водородобразую щ ей бактерии в условиях S0 з> Ks, используя 
исходящие данные (В. И. Скляр и др., 1986):

Концентрация этанола, мМ ц, ч " 1

О .......................................................... 0,55
15 .......................................................... 0,46
31 .......................................................... 0,38
46 .......................................................... 0,27

126 .......................................................... 0,14

2.6. Определить тип ингибирования роста g m, Ks, a, Р, K it воспользовавшись 
следующими данными:

Концентрация 
субстрата, мМ

Удельная скорость роста, ч 1

Концентрация ингибитора, мМ

0 10 20 30

1
2
3
5

1 0
15
25

2.7. Двухсуб

0,091
0,167
0,231
0,333
0,500
0,600
0,714

стратный рост

0,058
0.109
0,153
0,227
0.385
0.441
0,543

микробной кут

0,047
0,088
0,125
0,188
0,300
0,375
0,469

[ьтуры осущ есп

0,041
0,078
0 ,1 1 1
0,167
0,269
0,339
0,427

зляется в соот-
ветствии с уравнением

П
Х ,+ 2 Х 2 +  М - 2 М +  £  Р-i= 1

Пользуясь табличными данными, определить механизм роста и параметры
К2:

Концентрация 
X ,, мМ

Удельная скорость, ч- 1

Концентрация X ;, мМ

5 10 15 20 30

1 0,043 0,083 0 . 1 2 0 0,154 0,214
2 0,077 0,143 0,300 0,250 0,333
3 0,109 0,188 0,257 0,316 0,409
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Продолжение

Концентрация 
X,, мМ

Удельная скорость, ч 1

Концентрация X ММ

5 10 15 20 30

5 0,143 0,250 0,333 0.400 0,500
10 0,200 0,333 0,429 0,500 0,600
20 0,250 0.400 0,500 0,571 0,667
30 0,273 0,429 0,529 0,600 0,692

Глава 3

3.1. Определить несколькими способами Ks и р„, для роста дрожжей  
Candida utilis на этаноле, если*:

1, ч Концентрация 
клеток, г/л

Концентрация 
этанола, мМ

1, Ч Концентрация 
клеток, г/л

Концентрация 
этанола, мМ

0 0,058 16,3 4,5 0,253 8,5
0,5 0,058 16,0 5 0,299 7,2
1 0,078 15,5 5,5 0,331 5,0
1.5 0,100 15,0 6 0,403 2,6
2 0,127 14,2 6,5 0,474 0,3
2,5 0,143 13,4 7,0 0,503 0,1
3 0,169 12,5 7,5 0,513 0,0
3.5 0,192 11,4 8,0 0,513 0,0
4 0,214 10,1

3.2 Определить экономический коэффициент для роста дрожжей Candida 
utilis на среде с этанолом и на среде с уксусной кислотой по данным  
прироста биомассы и потребления субстратов (Е. С. Никонова и др., 1984):

Этанол Уксусная кислота

М —N0, гАСВ S0 —S, мМ M - N 0, гАСВ S0 — S, мМ

0,02 0,8 0,02 1,5
0,05 1,8 0,03 2,9
0,08 2,7 0,04 3,6
0,10 2,6 0,08 4,6
0,15 3,7 0,09 5,4
0,18 4,9 0,11 7,3
0,21 6,0 0,13 8,7
0,25 6,9 0,18 11,6
0,29 8,5 0,25 13.5
0,30 10,0 0.26 15,8
0,34 9,8 0,33 17,7
0,37 11,6
0,40 13,4

3.3. Скорость роста микроорганизма подчиняется уравнению Ферхюльста. 
Определить р, если M m/N o =  100, а время, при котором концентрация биомассы  
достигает половины максимальной, т =  30ч .

* Данные приводятся по Е. С. Никоновой и др., 1984.
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3.4. Определить предельное накопление биомассы, если N „= 0 ,0 1  г/л, 
У5 =  0,1, S0 =  10 г/л.

3.5. Определить pm, Ks и Ys для роста дрожжей Candida diddenzii на 
среде с глюкозой, используя следующие данные (А. Н. Шкидченко и др., 1985):

и Ч Концентрация 
клеток, г/л

Концентрация 
глюкозы, г/л

1, ч Концентрация 
клеток, г/л

Концентрация 
глюкозы, г/л

0 0,25 2 0 ,0 1 2 1,32 18,4
2 0,26 2 0 ,0 14 3,42 16,6
4 0,28 19,9 16 5,85 9,2
6 0,30 19,6 18 10,52 1,3
8 0,39 19,2 2 0 12,62 0,3

10 0,79 18,9

Глава 4

4.1. Определить рт , А:, 1фф и K L эфф исходя из данных Никонова Е. С. 
и др., приведенных в таблице для роста дрожжей Candida utilis на среде 
с этанолом и на среде с уксусной кислотой для случая ингибирования роста 
избытком субстрата:

Концентрация эта­
нола, мМ

ц, ч 1 Концентрация уксус­
ной кислоты, мМ

ц, ч 1

1 0 ,2 1 0,14
3 0,3 3 0 ,2 2

5 0,33 5 0,28
7 0,37 8 0,30
9 0,39 11 0,31

11 0,40 15 0,30
14 0,40 2 0 0.31
2 2 0,38 26 0,31
30 0,39 60 0,28

1 0 0 0,34 1 0 0 0,25
187 0,33 2 0 0 0 ,2 1

260 0,30 400 0 ,1 0

353 0,28
610 0,18
780 0,14

4.2. При исследовании роста культуры получены следующие эксперимен­
тальные данные при различных начальных концентрациях лимитирующего 
субстрата:

S0 = г/л s0 = г/л S0 —5 г/л

1, ч М, г/л U ч М, г/л t, ч М, г/л

0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1

0,85 0,013 1,28 0 ,0 2 1,15 0 ,0 2

1,33 0,015 2,03 0,03 2,30 0,04
2,30 0 ,0 2 3,00 0,05 3,24 0,07
3,74 0.03 3,41 0.08 3,83 0 ,1 0

4,85 0,04 4,37 0 ,1 0 4,53 0.15
5,79 0,05 4,75 0 ,1 2 5,03 0 ,2 0

7,48 0,07 5,46 0,25
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S0=  10 г/л S„ =  20 г/л So =  50 г/л

Л ч М, г/л 1, Ч М, г/л 1, ч М, г/л

0,00 0,01 0,00 0,01 0,00 0,010
1,18 0,02 1,45 0,02 1,43 0.015
2,35 0,04 2,90 0,04 4,89 0,040
3,89 0,10 4,80 0,10 8,11 0,100
4,56 0,15 6,21 0,20 10,51 0,200
5,04 0,20 7,01 0,30 11,90 0,300
5,41 0,25 7,57 0,40 13,63 0,500
5,70 0,30 15,84 1.00

17,04 1,500
17,81 2,000

Видно, что рост данной культуры ингибируется избытком субстрата. 
Определить цт , K s , K h  если У,= 0 ,1 .

Глава 5

5.1. При исследовании роста трех культур микроорганизмов получены 
следующие экспериментальные данные по ингибированию продуктом ферментации:

Р, мМ
ц, ч 1

Sо=20 мМ S„=10 мМ S„ = 5 мМ

культу­
ра № 1

культу­
ра № 2

культу­
ра № 3

культу­
ра № 1

культу­
ра № 2

культу­
ра № 3

культу­
ра № 1

культу­
ра № 2

культу­
ра № 3

0 0,667 1.000 0,800 0,500 0,750 0.600 0,333 0,500 0,400
1 0.625 0,834 0,706 0,455 0,626 0,546 0,294 0,417 0,376
3 0,556 0,626 0,571 0,385 0.470 0,462 0,238 0,312 0,334
5 0,500 0,500 0,480 0,333 0,375 0,400 0,200 0,250 0,300
7 0,455 0,417 0,414 0,294 0,312 0,353 0,172 0,209 0,272

10 0,400 0,333 0,343 0,250 0,250 0.300 0.143 0,167 0.240
15 0,333 0,250 0,266 0,200 0,188 0,240 0,111 0,125 0,200
20 0,286 0,200 0,218 0,167 0,150 0,200 0,091 0,100 0,172

Определить тип ингибирования продуктом, а также ц„, Ks и Кр для каждой 
из культур.

5.2. При исследовании роста двух культур микроорганизмов, механизм  
роста которых включает ингибирование продуктом, были получены следующие 
экспериментальные данные при различных начальных концентрациях субстрата:

S0 = l г/л S0 = 5 г/л

Культура № 1 Культура № 2 Культура № 1 Культура № 2

Л ч М, г/л U ч М, г/л 6 ч М, г/л 1. ч М, г/л

0,00 0,01 0,00 0,010 0,00 0,01 0,00 0,01
2,98 0,015 3,69 0,015 2,95 0,02 3,56 0,02
5,30 0,02 6,56 0,02 4,75 0,03 5,69 0,03
7,30 0,025 9,03 0,025 6,10 0,04 7,25 0,04
9,13 0,03 11,29 0,03 7.19 0,05 8,49 0,05

10,89 0,035 13,45 0,035 9,79 0,08 11,29 0,08
12,48 0,040 15,63 0,040 11,12 0,10 12,78 0,10

12,41 0,12 14,14 0,12
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S0=  10 г/л S0 =  25 г/л

Культура № 1 Культура № 2 Культура № 1 Культура № 2

1, ч М, г/л U ч М, г/л 1, ч М, г/л /, ч М, г/л

0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1
2,15 0 ,0 2 2,56 0 ,0 2 1,69 0 ,0 2 1,98 0 .0 2
4,37 0,04 5,09 0,04 3,96 0,05 4,45 0,05
6,28 0,07 7,10 0,07 5,74 0 ,1 0 6,05 0 , 1 0
7,59 0 ,1 0 8,36 0 ,1 0 6,84 0,15 6,80 0,15
9,25 0,15 9,81 0,15 7,66 0 ,2 0 7,20 0 ,2 0

10,62 0 ,2 0 10,9 0 ,2 0 9,93 0,40 7,54 0,40
1 1 ,8 8 0,25 11,85 0,25 10,82 0,50 7,43 0,25

Определить тип ингибирования продуктом, а также pm. Ks и Кр для 
каждой из культур, если К; =  К, = 0 ,05 , а У р = Р р  =  0,1.

5.3. При исследовании роста четырех культур получены следующие 
экспериментальные данные при различных начальных концентрациях лими­
тирующего субстрата:

S0 =  I г/л, Р„ =  0

Культура № 1 Культура № 2 Культура № 3 Культура № 4

1, ч М, г/л U ч М, г/л 1, ч М, г/л 1, ч М, г/л

0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1
2,67 0,015 3,56 0,015 1,71 0,015 7,30 0,015
4,64 0 ,0 2 6,18 0 ,0 2 3,00 0 ,0 2 16,98 0 ,0 2
7,60 0,03 10,08 0,03 4,96 0.03 24,16 0,025
9,91 0,04 13,11 0,04 6,53 0,04 31,18 0,03

11,92 0,05 15,71 0,05 7,92 0,05 38,38 0,035
15,62 0,07 20,43 0,07 10,58 0,07 46,04 0,04
24,02 0 , 1 0 32,37 0 ,1 0 00 0 ,1 1 00 0,06

00 0 ,1 1 ■ 00 0 ,1 1 Р . - 2  г/л Рх, =  0,5 г/л

S0 =  5 г/л, Ро =  0

Культура № 1 Культура № 2 Культура № 3 Культура № 4

1. ч М, г/л 1, ч М, г/л 1, ч М, г/л U ч М, г/л

0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1 0 ,0 0 0 ,0 1
1,41 0 ,0 2 2,58 0 ,0 2 1,26 0 ,0 2 3,56 0 ,0 2

2,83 0,04 5,17 0,04 2,56 0,04 5,69 0,03
4,02 0,07 7,29 0,07 3,68 0,07 7,25 0,04
4,80 0 , 1 0 8 ,6 6 0 , 1 0 4.45 0 ,1 0 8,51 0,05
5,74 0,15 11,45 0 ,2 0 6,25 0 ,2 0 12,98 0 ,1 0
6,46 0 ,2 0 13,30 0,30 7,77 0,30 16,81 0,15
7,64 0,30 00 0,51 00 0,51 00 0,26
00 0,51 Рос = 1 0  г/л Роо = 2 ,5  г/л
Выяснить механизм роста и определить соответствующие кинетические 

параметры для каждой из культур.

Глава б

6.1. Определить период индукции т и удельную скорость роста исходя 
из следующих экспериментальных данных:
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I, ч ..................  О 2  4 6  8 10 12
М, г/л .......... 0,020 0,021 0,022 0,033 0,090 0,244 0,662

6.2. При исследовании зависимости роста трех культур микроорганизмов 
от концентрации лимитирующего субстрата получены следующие данные:

Культура № 1 Культура № 2 Культура № 3

S0, мМ г, ч р, ч 1 S0, мМ г, ч р. ч-1 S0, мМ т, ч р, ч '1

1 9,5 0,045 1 3,6 0.167 1 8 0,038
5 8,1 0,167 5 2.5 0,500 5 8 0.160
9 7.1 0.237 9 2,2 0,643 10 8 0,267

15 6,1 0,300 15 2,1 0,750 15 8 0,343
25 5,0 0,357 25 2,0 0,833 50 8 0,571

100 2,4 0,454 100 1,8 0,952 100 8 0,667
700 1,5 0,476 200 1,8 0,976

Определить природу периода индукции и найти числовые значения 
параметров, определяющих т.

Г ла ва  7

7.1. При хемостатном культивировании микробной популяции получены 
следующие экспериментальные данные по стационарным концентрациям 
субстрата и биомассы при различных скоростях разбавления и различных 
концентрациях вводимого в ферментер раствора субстрата:

S0 = 1  г/л Sо = 5 г/л S ,=  10 Г/ л S , = 20  т/л

А  ч* 1 SCT, г/л Мст,г/л D, ч_| S c  г/л МС1,г/л А  ч ' 1 S c  г/л М„,г/л А  ч” 1 SCT, г/л М„,г/л

0 ,0 1 0,051 0,475 0,05 0,263 0,368 0 .1 0 0,556 4,722 0 ,1 0 0,556 9,722
0,03 1,155 0,423 0 .1 0 0,556 2 ,2 2 2 0 ,2 0 1.250 4,375 0.30 2,143 8,929
0.07 0,376 0,312 0 ,2 0 1,250 1,875 0,30 2,143 3,929 0,50 5,000 7,500
0 ,1 0 0,556 0 , 2 1 2 0,30 2,143 1,429 0,50 5,000 2,500 0,60 7,500 6,250
0,15 0,882 0,059 0,40 3,333 0,833 0,60 7,500 1,250 0,70 11,667 4,167
0,16 0,952 0,024 0,45 4,091 0,455 0,65 9,286 0,358 0,75 15,000 2.500

Найти Ks, K s и pm.
7.2. Х емостатное культивирование популяции микроорганизмов при кон­

центрации вводимого в ферментер раствора субстрата, равной 25 г /л , 
проводили до  достижения стационарных состояний при различных скоростях 
разбавления. Полученные данные приведены в таблице:

А  ч ’ 1 Sct. г/л М„,г/л А  ч” 1 S„. г/л М„, г/л

0 ,0 1 0,041 4,992 0,29 3,973 4,205
0 ,0 2 0,083 4,983 0,30 6 ,0 0 0 3,800
0,03 0,128 4,974 0,31 Стационарное состояние
0,04 0,174 4,965 не наблюдается
0.05 0,223 4,955 0,30 6 ,0 0 0 3,800
0 , 1 0 0,504 4,899 0,29 9.061 3,188
0,15 0,875 4,825 0,25 15.708 1,858
0 ,2 0 1,407 4,719 0,23 19,261 1,148
0,25 2,292 4,542 0 ,2 1 23,313 0,337

Вымывание культуры
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Выяснить механизм роста и определить кинетические параметры.
7.3. Выяснить механизм роста микробной популяции и определить 

кинетические параметры исходя из данных по стационарным концентрациям 
субстрата, биомассы и продукта при хемостатном культивировании.

S0= 1 г/л S„ = 5 г/л

£>, ч' 1 SCT, г/л Мст, г/л Рст> г/л D, ч" 1 S„, Г/л МС1,г/л Р„. г/л

0 ,0 2 0,124 0,088 0,438 0 ,0 2 0,224 0.478 2,389
0,05 0.309 0,069 0.346 0.05 0,556 0,444 2 ,2 2 2

0.08 0,490 0,051 0.255 0 ,1 0 1.098 0,390 1.951
0 ,1 0 0.690 0,031 0,155 0 ,2 0 2,143 0,286 1.429
0,13 0,787 0 ,0 2 1 0,107 0,40 4,091 0,091 0,455
0,16 0,962 0,004 0,019 0,45 4.551 0,045 0,285

S0= 10 г/л S0 = 25 г/л

D, ч' 1 s„, г/л М„,г/л Р„, г/л D, ч ' 1 SCT, г/л М„,г/л Р„> г/л

0 ,0 2 0.348 0.965 4.826 0 ,0 2 0.721 2,428 12,139
0,05 0,864 0,914 4,586 0,05 1,790 2,321 11,665
0 ,1 0 1,707 0.829 4,146 0 ,1 0 3,537 2,146 10,732
0,30 4,884 0,512 2,558 0.30 10.116 1.488 7.442
0,50 7,778 0 ,2 2 2 1 , 1 1 1 0.50 16,111 0.889 7.444
0,60 9,130 0.087 0,435 0,70 21,596 0,340 1,702
0,65 9,785 0 ,0 2 2 0,108 0,80 24,167 0,083 0,417

7.4. Выяснить механизм роста микробной популяции и оценить кинетические 
параметры, воспользовавшись приведенными ниже данными по стационарным 
концентрациям субстрата, биомассы и продукта при хемостатном культивировании:

S0 = 1 г/л S0 —5 г/л

О, ч“ ' SCT, г/л Мст,г/л Р=„ г/л D, ч- 1 s„, г/л Мст, г/л Р „ . г/л

0 ,0 2 0,124 0,175 0,438 0 ,0 2 0,300 0,940 2,350
0,03 0,188 0,162 0,406 0,03 0,466 0,907 2,267
0,04 0,254 0,149 0,373 0,04 0,642 0,872 2,179
0,05 0,322 0,136 0,339 0,05 0,828 0,834 2,086
0,08 0,533 0,093 0,234 0 .1 0 1,882 0,624 1,559
0 ,1 0 0,679 0,064 0,161 0,14 2,781 0,444 1,109
0 , 1 2 0,828 0,034 0,086 0 ,2 0 4,000 0 ,2 0 0 0,500
0,14 0,978 0,004 0 ,0 1 1 0,15 4,815 0,037 0,092

S0= 10 г/л S0 =  25 г/л

D, ч- 1 Sct. г/л М„, г/л Per. г/л D, ч* 1 S„, г/л МС1, г/л Р„. г/л

0 ,0 2 0,542 1,892 4.729 0 ,0 2 1,451 4,710 11,775
0,03 0,864 1.828 4.568 0,03 2,558 4.488 1 1 ,2 2 1

0.04 1,224 1,755 4.388 0,04 4,000 4,200 10,500
0,05 1,620 1,676 4.190 0,05 5,758 3,848 9,621
0 ,1 0 4,000 1 ,2 0 0 3,000 0 ,1 0 14,466 2,107 5,267
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Продолжение

S0 =10 г/л S0 = 25 г/л

D, ч~‘ SCT, г/л М„,г/л Р„, г/л Д ч ' 1 S„„ г/л М„„г/л Рс. г/л

0,14 5,879 0,824 2,061 0,14 18,539 1,292 3,230
0 ,2 0 8 ,0 0 0,400 1 ,0 0 0 0 ,2 0 21,926 0,615 1,537
0,25 9,211 0,157 0,394 0,25 23,580 0,284 0,710

7.5. При хемостатном культивировании одной из сахаролитических культур 
для нейтрализации образующ ейся кислоты в ферментер с постоянной скоростью  
0,01 м М /ч  подавали раствор щелочи. Найти кинетические параметры роста, 
если Y ,/Y p=  1. Экспериментальные данные приведены ниже:

S0 = мМ s„ = . мМ S0 = 10 мМ s„= 25 мМ

D,  ч- * SCI, мМ £>, ч ~1 Scr, мМ D, ч ~1 S„, мМ £>, ч~ 1 §„, мМ

0 ,0 1 0,09 0 ,0 1 0,376 0 ,0 1 0,835 0 ,0 1 2 ,2 1 1
0,04 0,250 0,09 1,426 0,04 2,897 0,04 7,309
0 ,1 0 0,526 0 , 1 0 2,632 0 , 1 0 5,263 0 ,1 0 13,158
0 ,2 0 0,750
0,30 0,865 0,30 4,108 0,30 8,162 0,30 20,324
0,40 0,935

0,50 4,618 0,50 9,164 0,50 22,800
0.70 4,877 0,70 9,671 0,70 24,055

Глава 8

8.1. Определитель, в каком из режимов (максимальной скорости роста 
или первого порядка по концентрации субстрата) протекает процесс роста 
микробных популяций, исходя из экспериментальных данных по измерению  
оптической плотности культуральной среды:

Культура № 1 Культура № 2

6  ч £>540, опт. ед. (, ч £>540, ОПТ.

0 ,0 0 0 ,2 0 ,0 0 0 ,2
8 ,6 8 0,4 7,70 0.4

14,32 0 ,6 12,30 0 ,6
18,82 0 ,8 15,60 0 ,8
22,81 1 ,0 18,21 1 ,0
26,64 1 ,2 20,40 1 .2
30,57 1,4 22,32 1,4
34,91 1 ,6 24,08 1 ,6
40,26 1,8 25,78 1,8
48,35 2 ,0 27,63 2 ,0

8.2. Используя м етод двойного зеркального отражения, определить меха­
низм роста четырех культур (экспериментальные данные примера 5.3).

8.3. При исследовании роста микробной популяции получены следующие 
данные по общей концентрации клеток М и по количеству клеток М а, 
способных к делению:
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С  '

1, Ч М, г/л М., г/л 6 ч М, г/л М., г/л

0 0,05 0,005 20 0,54 0,18
2 0,08 0,02 25 0,55 0,125
5 0,13 0,06 30 0,55 0,08
7 0,24 0,125 35 0,54 0,055

10 0,32 0,23 40 0,54 0,03
15 0,47 0,25

Определить ра и X.

Глава 9

9.1. Известно, что концентрация кислорода в воздухе составляет 20,9%  
по объему. Определить интервал, в который с 99% -ной вероятностью попадет 
результат единичного измерения концентрации кислорода в воздухе при 
использовании газохроматографического метода, погрешность измерения кото­
рого в данном случае определяется генеральной дисперсией т = 1 .

9.2. Рассчитать S S  у-ч wx и w - для подсчета числа клеток культуры
Anabaena variabilis в камере Горяева, если при подсчете в 20 отдельных 
квадратиках были зафиксированы следующие результаты: 6 , 1 0 , 18, 6 , 6 , 8 , 
11, 9, 17, 16, 4, 5, 13, 6 , 19, 9, 5, 8 , 13, 11.

9.3. Интересующая концентрация С представляет собой разность двух 
измеряемых величин А и F. Вычислить дисперсию измерения этой концентра­
ции, если 5 .4 = 4 , a SF =  3.

9.4. В результате измерения концентраций С Н 2 и С 0 2 в газовой фазе 
реактора получены значения 70 и 25% по объему соответственно. Из 
независимых данных известно, что погрешности газохроматографического 
метода измерений определяются генеральными дисперсиями 3,5 и 1,25 
соответственно. Определить доверительные интервалы для истиных значений 
концентраций СН 4 и С 0 2, соответствующие 93% -ной доверительной вероят­
ности.

9.5. Определить абсолютную  и относительную погрешность S x для 
примера 9.2. при 95% -ной доверительной вероятности.

9.6. Сколько нужно провести подсчетов числа клеток на отдельных 
квадратиках в камере Горяева, чтобы погрешность Sx с доверительной  
вероятностью 95% не превышала 5%, если и> =  25%?

9.7. В результате измерения концентрации метанола в культуральной 
жидкости был получен ряд значений (мМ): 61, 57, 62, 51, 59, 58. Оценить, 
нет ли здесь «выскакивающих» измерений.

9.8. Количество образовавшегося метана за определенное время работы  
биогазового реактора определяют по формуле Гсн4 = Г ,ф  Q :h 4> где VCHt ко­
личество образовавшегося СН 4; Гг ф объем газовой фазы; CCHi концентра­
ция СН 4 в газовой фазе. Пять параллельных измерений дали следующие 
результаты:

Гг ф, мл,   510 505 518 521 503
Сс н „  %, .................  51,3 50,2 49,9 52,5 51,6

Определить выборочную дисперсию Уси и погрешность KCHi при 95%-ной 
доверительной вероятности.

9.9. Определить р, In D0, S 0, дисперсию р и In D 0, а также погрешность 
определения р и 1п/ ) 0 при 95% -ной доверительной вероятности исходя из 
экспериментальных данных по росту водородообразую щ ей культуры на 
глюкозе (В. И. Скляр и др., 1986):
t, ч .....................................  0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
£>540 .................................. 0,135 0,170 0,223 0,300 0,415 0,533 0,705
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ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ

Глава 1

1.1. Число выделенных промежуточных состояний клетки п — 2. Для нахождения 
интересующих параметров необходимо применить формулы (1 .93)— (1.95), 
учитывая уравнения связи между

1п 2  In 2  1п 2
fc, и т,: A:,S0 = — ; к г = — к 3= — ;

г 1 Т 2  Т 3

р =  0 .1 9 8 ч - ‘ ; рт =  0,277 ч -1 ; К, =  4,0 г/л .

1.2. Зависимость концентрации продукта от времени описывается 
выражением

d ?  к 3Х 2 

T t~ ~ Y

Из этого уравнения при Ро =  0 следует

Р ( 0 = ^ ( е и' - 1 ) ;
1 р

так как р уже определено в примере 1 .1 , то через 1 0  ч концентрация 
продукта будет

Р ,о =  0,624 г /л .

1.3. Для дискриминации механизма роста необходимо прежде всего 
экспериментальные данные представить в обратных координатах. В результате 
такой процедуры увидим, что зависимость 1 /р  от 1 /S 0 для культуры № 1  
линейна, для культур № 2  и № 3 нелинейна; это означает, что старение 
клеток оказывает влияние на механизм роста только культур № 2  и № 3. 
Из линеаризации в обратных координатах экспериментальных данных для 
культуры № 1  находим р ,̂ =  0,347 ч " 1, К ,1 =  10~ 3 м.

Для культур № 2 и № 3 после представления экспериментальных данных 
в обратных координатах может быть сделана оценка Ks и рт на основе
использования асимптотической прямой, описываемой уравнением (1.196),
которая является касательной к точке 1/ц„. Оценка на основе этой прямой 
К , позволяет перейти от S0 к Ф [уравнение (1.197)]. Значения рт 
и X определяются из уравнения (1.198):

рт =  0,693 ч -1 ; K l =  10" 3 М; Х2 =0,1  ч " 1;
цт =  0,8 ч ~ 1; A:s2 =  5 1 0 ' 4 М; Х.3 =  0 ,1 5 ч ' 1.

1.4. Для нахождения SKP необходимо воспользоваться формулой (1.193)
k F

с учетом того, что ——  =  |im/ ln 2 ;
В

S [p =  0; S,2p = l ,1 1 1 0 - 4 М; S 3P =  7 ,5 1 0 -5  М.

1.5. Так как при S -> o o  p - > p m. то м™ =  0,5 ч - 1 и уравнение Тейсиера
(1.131) удобно представить в виде

1 —^ = e * s.

Логарифмируя правую и левую часть этого уравнения, получаем

ln( 1— — )=  —kS;

V
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-In I 1 —— ) = AS.
Pm

Так как pm уже известно, то мож но построить график зависимости 

— In ( 1 — —  I  от S, по тангенсу наклона этого графика определить к:
\  I V

А: =  0,1 мМ
1.6. Сначала из экспериментальных данных одним из методов линеаризации 

необходимо определить р„ и 6,„ которые соответственно равны 0 ,1  ч 1 
и 0,7 мМ . Далее из выражения (1.154) получаем

=  0,203.
а  +  «к * , а т £ / [ В ( 1 п 2 - р т та)]

Из выражения (1.155) находим

AKaTEocR
Ks Ла>на бл

d b  DN A

1 а В(а+а„)
=  0,984 мМ .

1.7.
dt

>п> kS
- =  А (S0 ) - ( a R +  aA D N A ), где /f (S 0) =  0

d  S' „
При условии ~^г =  0

d t  ' 07 V R 7’ ' * s +  S0

с , ^ (Sp) ,
ocR +  aA D N A ’

</ADNA a RA (S0)

d t  aR + a A D N A ’

(aR +  aA D N A )rfA D N A  =  aR/l (S0)d t.
Интегрирование этого уравнения при условии 1 = 0 , A D N A = 0  дает

^ A D N A 2 +  aRA D N A  —a R/l (So) l  =  0.

Решая квадратическое алгебраическое уравнение и отбрасывая отрицатель­
ный корень, получаем

aB /a2R 2а^
A D N A = — - +  / — +  S0 l.

а -у or а
На основании этого уравнения рассчитываем время репликации при 

условии, что A D N A  =  B при 1 =  т:
В 2 ос В 

т =  г + -
2aR/4(S0) A (S0) 

In 2 21n2aR/l (S0)

т В ( В а + 2 ок)

Если aR<K(xADNA, то
В 2(х 2 \n 2 a RA (S0)

'2otR̂  (S0)’ ^ " f i2a
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Глава 2

2.1. Построив зависимость In D от t, по тангенсу наклона прямой 
определяют р: р =  0 ,5 4 ч - 1 .

2.2. Воспользовавшись одной из линейных анаморфоз уравнения М оно
(2.6) —  (2.9), (2.12), находим  
рт =  0,55 ч - 1 , /Гя= 1 ,4 м М .

2.3. Для этанола рт =  0,5 ч' 1, Л(. =  2 ,6 м М ; для уксусной кислоты 
рт =  0,36 ч- 1 , А:,= 1,8м М .

2.4. Так как исследования pH-зависимости проводились в условиях S0 »  K s, 
то удобно воспользоваться выражением (2.67). Построив график зависимости 
lgp  от pH, находим: рт =  0 ,5 5 ч ~ \  рАа =  5,65, рА 0 =  6,95, tg a  =  2,2, tg р =  — 2,6.

2.5. Воспользовавшись выражением (2.49) и представив экспериментальные 
данные в координатах Диксона (1 /р , 1), находим =  79 мМ.

2.6. Воспользовавшись одной из линейных анаморфоз уравнения М оно
(2.6)— (2.9), (2.18), из экспериментальных данных в отсутствие ингибирования 
найдем рт = 1  ч ~ ‘, / ( ,=  10 мМ . Для определения типа ингибирования табличные 
данные представили в виде графиков в обратных координатах (1 /р , 1/S). 
Тип ингибирования смешанный: а =  2; (3=0,5; А ^ Ю м М .

2.7. Представление табличных данных в координатах (1 /р , 1 /jcx) при 
фиксированном х 2 и ( 1 /р , 1 / х 2) при фиксированном л:, позволяет сделать 
вывод, что наблюдается случай механизма с мультиплицирующими субстрата­
ми х { и х 2. В то же время две молекулы х г вступают во взаимодействие 
с несвязными формами ферментных систем растущего микроорганизма; 
рт = 1 ч -1 , /^  =  10 мМ , А 2 =  Ю мМ .

Глава 3

3.1. Для решения задачи можно воспользоваться построением графиков 
в координатах уравнений (3.56), (3.57), (3.66), (3.72), (3.76), (3.83), используя 
данные по росту биомассы, либо в координатах уравнения (3.84), используя
данные по истощению субстрата; рт =  0,5 ч '; As =  2 ,6 mM.

3.2. Построив график зависимости (М — N 0) от S0 —S, по тангенсу угла 
наклона прямых определяют

гАСВ гАСВ
У г  н он — 0 ,2 8 ----- ----------- ; Угн с о о н —0 ,6 9 ------- ---------- .

2 5 г субстрата 3 г субстрата

3.3. Для решения задачи воспользуемся соотношением (3.12):

р =  0,154 ч ~ 1.

3.4. Воспользовавшись уравнением (3.41), находим М т =  1,01 г /л .
3.5. Экономический коэффициент определяют аналогично описанному 

в примере 3.2; рт и Ks определяют построением графиков в координатах 
уравнений (3.56), (3.57), (3.66), (3.72), (3.77), (3.83), (3.84); pm =  0,86 4 _1;

гАС В
As=  12,5 г/л; К, =  0 ,5 7 ---------------- .

г глюкозы

Глава 4

4.1. В данном случае зависимость р от S описывается уравнением (4.57). 
Для нахождения параметров pm, Ks ,(M, и AT, )фф удобно воспользоваться 
уравнениями (4.59) для низких концентраций субстратов и (4.60) для высоких 
концентраций субстратов. Для этанола рт = 0 ,5 ч - 1 , /Г, ,фф =  2,6 мМ , АГ, .,ф,, =  
=  290, мМ; для уксусной кислоты рт = 0 ,3 6  ч \  / / , ,эфф=1,8 мМ , /чг.,фф =  220 мМ.

4.2. Для нахождения интересующих параметров экспериментальные данные 
необходимо представить в координатах уравнения (4.79) (при этом М т =  
=  y ,S 0 +  N 0). Эта процедура позволяет найти параметры р и Ф в зависимости 
от S0. Далее, используя уравнения (4.81) — (4.87), находят искомые параметры: 
рт = 1  ч -1 , K s =  2 r / n ,  А — 2 0  г/л .
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Глава 5

5.1. Представив экспериментальные данные в обратных координатах (1 /р , 
1/S0), определяем, что тип ингибирования для культур № 1 , № 2  и № 3  
соответственно - конкурентный, неконкурентный и бесконкурентный. Из экспе­
риментальных данных при Р =  0, находим:

рш= 1 ч ' 1; Л[,= 10м М  (культура № 1),
рт = 1 ,5 ч -1 ; К 5 = 1 0 м М  (культура № 2 ),
рм= 1 ,2 ч - 1 , As= 1 0 mM (культура № 3 ).

Константы ингибирования продуктом можно вычислить несколькими 
способами, например представлением экспериментальных данных в координа­
тах Диксона (1 /р , Р), откуда К \ =  К 2р =  к 1 =  5 мМ.

5.2. Прежде всего необходимо экспериментальные данные представить 
в координатах уравнения (5.119) с учетом того, что Mm=  KsS0 +  N 0, Эта 
процедура позволяет найти параметры р и Ф при различных начальных 
концентрациях S0.

Для определения рш и Ks полученные значения зависимости параметров
р для обеих культур от S0 необходимо представить в координатах уравнения
(2 .6 ), откуда

рт =  0,5 ч -1 ; K s =  5 r /л  (культура № 1),
рт =  0 ,4 ч -1 , А5 =  5 г /л  (культура № 2 ).

Для установления типа ингибирования экспериментальные данные необхо­
дим о представить в координатах уравнения (5.122). При этом  для культуры 
№ 1 наблюдается линейная зависимость, что говорит о конкурентном 
ингибировании продуктом, для культуры № 2  подобная линеаризация не 
наблюдается, что указывает на неконкурентный тип ингибирования продуктом. 

Константы ингибирования определяются с помощью представления экспе-
K s +  S0

риментальных данных в координатах Ф -  от S0 [уравнение (5.122)] для
К

К  +  S
культуры № 1  и Ф 0 от S0 (I +  S0/K s) [уравнение (5.123)] для культуры

№ 2. Из тангенса угла наклона соответствующих прямых находим
К }  = К ?  =  2  г /л .

5.3. Как и в предыдущем примере, экспериментальные данные необходимо  
представить в координатах уравнения (5.119) и определить р и Ф при 
различных начальных концентрациях S0. Анализ зависимости Ф от S0 для 
культуры № 1 показывает, что механизм роста этой культуры не осложнен 
какими-либо ингибирующими эффектами, а параметры Ks и рт определяется 
из уравнений (3.86) и (3.87).

Для культуры №  2 Ф с увеличением S0 падает от положительных значений 
до  отрицательных, а р проходит через максимум, что указывает на механизм  
роста этой культуры с ингибированным избытком субстрата. Параметры рш, 
Ks и К, определяются из уравнений (4.81) —  (4.87).

Для культуры № 3 Ф постоянно имеет положительное значение, а с увеличе­
нием S0 имеет тенденцию к слабому росту, при этом экспериментальные
данные линеаризуются в координатах уравнения (5.123), что указывает на
конкурентное ингибирование роста продуктом. Для определения экономических 
коэффициентов воспользуемся соотношениями

У  —N „ , у  М д - N 0
5 с  ’ Р  рг оо

Параметры р,„ и Ks находят из зависимости р от S0 с помощью уравнения
(2.6), а К, —  из уравнения (5.122).

Для культуры № 4  Ф с увеличением S0, так же как и в случае культуры
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№ 3, слабо возрастает, но экспериментальные данные не линеаризуются 
в координатах уравнения (5.123), что указывает на неконкурентный характер 
ингибирования роста продуктом. Параметры Y„ Yp, Ks и pm определяются 
так же, как и в случае культуры № 3 , а £ , —  из уравнения (5.123). Таким 
образом , рт = 1 ч -1 ; K s =  5 г/л; К, =  0,1 (неосложненный рост, культура № 1), 
|1га =  0,5 ч Кг =  3 г/л; Ys =  0,1; K t =  20 г /л  (ингибирование избытком субстрата, 
культура № 2), рт =  0,8 ч - 1 ; K s =  2 г/л; У, =  0,1; Ур =  0,05; Ki =  3 г /л  (конкурентное 
ингибирование продуктом, культура № 3 ), р„ =  0 ,4 ч -1 ; £ я =  5 г /л ;  Ts =  0,05;

=0,1; K t =  1 г /л  (неконкурентное ингибирование продуктом, культура № 4 ).

6.1. Экспериментальные данные необходимо представить в координатах 
1пМ, г. Из тангенса угла наклона прямой находят р., из пересечения этой 
прямой с прямой lnM  =  ln N 0 находят т:

6.2. И з зависимости т от S0 видно, что для культуры № 1 природа лаг-периода 
связана с конверсией пресубстрата, для культуры № 2 —  с адаптационными 
процессами в клетке, для культуры № 3 — с расходом ингибитора роста.

Для культуры № 1 к 0 определяется из уравнения (6.18), при этом Ks 
легко найти из зависимости ц от S0 :

Для культуры № 2  к 0 находится линеаризацией экспериментальных данных 
в координатах уравнения (6.60): 
к0 =  0,2 ч ' 1, при этом ra(S0 -» о о )=  1,79 ч.

Для культуры № 3 из уравнения (6.51) мож но вычислить только комплекс 
параметров:

7.1. Ys может быть найдено как тангенс угла зависимости М С1 от S 0 
(7.12) при одной и той же скорости разбавления, цт и Ks — линеаризацией 
экспериментальных данных в координатах уравнений (7.15) —  (7.16):

7.2. Представив экспериментальные данные в координатах 1/SCI от 1/7), 
можно увидеть, что они не линеаризуются в этих координатах. Это говорит 
о том, что механизм роста включает ингибирование избытком субстрата.

К, определяется из уравнения (7.42). При малых скоростях разбавления 
( <  0 ,1  ч ~ 1) можно пренебречь ингибированием избытком субстрата и найти 
рт и Ks с помощ ью уравнений (7.15) —  (7.16). Для нахождения К, наиболее 
простой способ заключается в использовании уравнения (7.33), при этом, 
как показывает анализ экспериментальных данных, Dc= 0,3 ч . Таким образом, 
рт =  0,5 ч ~ ’ ; K s =  2 г/л; £ , =  18 r /л; Ts =  0,2.

7.3. Так как стационарный уровень концентрации субстрата линейно 
зарисит от начальной его концентрации, вводимой в ферментер даже при 
больших скоростях разбавления, то это указывает, что механизм роста 
микробной популяции включает конкурентное ингибирование продуктом.

Для определения кинетических параметров необходим о данные по зави­
симости SCI от S0 при различных скоростях разбавления представить 
в координатах уравнения (7.71) и найти параметры а и tgcp. Далее из 
зависимостей 1/а от 1 /D  [уравнение (7.74)] и l/tg(p от 1 / D [уравнение (7.34)]

Глава 6

р = 0 ,5  ч *, т =  5 ч.

Глава 7

рт = 1  ч \  Ks =  5 г/л; Ks =  0,5.
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найти ц,„, K s и а. Экономические коэффициенты У, и Ур вычисляются из 
соотношения (7.60), и, наконец, K t определяется из уравнения (7.70).

Таким образом , цт = 1 ч - 1 ; Ks =  5 г/л; А ,= 2 г/л; У5 =  0,1; Ур= 0 ,2 .
Другой вариант нахождения кинетических параметров заключается в ис­

следовании зависимостей (7.76) —  (7.81) или (7 .82)— (7.87).
7.4. Так как стационарный уровень концентрации субстрата зависит от 

начальной его концентрации, вводимой в ферментер, и эта зависимость при 
больших скоростях разбавления отклоняется от линейной, то это означает, 
что механизм роста данной микробной популяции включает неконкурентное 
ингибирование продуктом.

Для оценки кинетических параметров воспользуемся уравнением (7.108), которое 
справедливо при низких скоростях разбавления. Оно может быть записано в виде

1 u_ 1 а
-тс +  -

SCt K s +  a S 0 D Ks+  a S 0 

При постоянном значении S0 это уравнение прямой с параметрами

a u_
и tgq> =

As +  otSo As +  a S 0

Если эти параметры определить при нескольких концентрациях S0, то 
получим следующие линейные зависимости:

1 Ks „ 1 K s a
-  =  — bS0; -—  —------1---- S0 .
a  a  tgcp pffl pm

Параметры этих двух прямых позволяют вычислить ц,„. K s и а. У, и Yp 
находим, как и в предыдущем примере, из соотношений (7.60), и, наконец, 
К, определяется из соотношения (7.70).

Таким образом , цт = 1 ч - 1 ; К ,= 4  г/л; К ,- 2  г/л; У ,=0,2; У,, =  0,4.
7.5. Для нахождения кинетических параметров необходимо при нескольких 

скоростях разбавления построить зависимости S,.T от S0 [уравнение (7.125)] 
и при каждом D  определить а и tgcp. Далее, построив зависимости l/tgcp 
от 1/Л  [уравнение (7.127)], вычислить а  и цт . Так как Y J Y p =  1, то КJ К -=  а 
и с помощ ью уравнения (7.128) можно найти K s и Kt . Таким образом, 
рт = 1  ч - 1 ; As= l  мМ; А, =  0,1 мМ .

Глава 8

8.1. Для диагностики режима протекания процесса роста культур № 1 
и № 2  нужно построить кинетические кривые роста и провести двойное

зеркальное отражение верхней половины кривой относительно точки

М „ - N„\ .. ,
-  , в результате получим, что рост культуры № 1 протекает в режиме

2
As » S 0/ a  культуры № 2  —  в режиме S0 » A s.

8.2. Культура № 1 —  неосложненный рост; 
культура № 2  ингибирование избытком субстрата; 
культуры № 3  и № 4  — ингибирование продуктом.

8.3. Представив экспериментальные данные по концентрации клеток, 
способных к делению в полулогарифмических координатах, из левой ветви 
кривой найдем цнабл, из правой 'к. Соответственно

йп = И„а«л +  Ь = 0 ,5 5 ч - \  А,=0,1 ч” 1.

Глава 9

9.1. Так как известны истинное значение концентрации кислорода в воздухе 
и генеральная дисперсия, то для расчета воспользуемся табл. 9.1 для
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нормального распределения. Из этой таблицы иодд =  2,6;

Р(ц — и0 дда  <  х  <  ц +  и 0 9 9 о ) =  0,99;

Р( 18,3 <  .V <  23,5) =  0,99.

Таким образом , с 99% -ной вероятностью результат единичного измерения 
попадает в интервал 18,3— 23,5% по объему.

9.2. Воспользовавшись формулами (9.7), (9.8), (9.21), находим:
* = 1 0 ;  Sx= 4,65; ,5*= 1,04; в’х =  46,5% ; и’х-= 10 ,4% .

9.3. В соответствии с законом сложения погрешностей

s r =  y s l + s )  =  5.

9.4 . Для у =  0,93 ит= 1,8; следовательно,

x ~ u 0,9 ics <  ц < х + ц 0 9 3 ст; 63,7 <  р С1)4 <  76,3;

22,75 <  рСо 2 <  27,25.

9.5. Так как неизвестна генеральная дисперсия, то для решения задачи 
необходимо воспользоваться распределением Стьюдента (см. табл. 9.2). Для 
7  =  0,95 и / = 1 9  / =  2,093.

Исходя из (9.20) имеем

Sx 4,65
Д =  / —^  =  2,093 - ^ =  =  2,177. 

у /п  ч / 2 0

Таким образом , абсолютная погрешность равна 2,177, относительная равна

А
-  100 =  21,77% . 
х

9.6. £ =  '°’н =  — = 0 ,2 . Из таблицы для £ =  0,2 и у =  0,95 находим л =100.
W  25%

9.7. Вызывает подозрение четвертый результат. Определим для него v по
уравнению (9.23): г =  1,795. При /7 =  6  Р >  0,1.

Таким образом , четвертый результат следует безусловно оставить, впрочем, 
как и все остальные.

9.8. Fr ф =  511,4 мл; 5 3гф =  7,89м л; 5 ^ гф =  3,53м л;

С =51 ,1% ; Sc =1 ,09% ; S- =0 ,49% .
'% оК4

В соответствии с (9.29)

^сн4 =  К . ф С с„4 -  511.4 • 0.511 мл = 261,3 (мл);

=  V S K .t С К  +  S L 4 ^  =  ч /3 ,5 3 2 • 0,5112 +  0.00492 • 511,42 =  3,09 мл.

Так как Рсщ вряд ли подчиняется нормальному распределению, для 
нахождения погрешности воспользуемся распределением Стьюдента (табл. 92). 
Для 7  =  0,95 и / = 4  / =  2,776, Д ^  =  2,776 • 3,09 мл =  8,56 мл.

9.9. Приведенные данные по4 кинетике роста бактерии описываются 
зависимостью 1п7) =  1п7) 0 +  р/. Определение всех интересующих величин можно 
сделать по формулам (9 .35)— (9.41) вручную или с использованием ЭВМ.

Преобразуем экспериментальные данные к виду

>(1п/)) ........ - 2 .0 0 2  - 1 ,7 7 2  -1 ,5 0 1  - 1 ,2 0 4  - 0 ,8 5 9  - 0 ,6 2 9  - 0 ,3 5 0
х (/)    0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,52, 5 3,0

и по указанным формулам определяем:

In 7)0 = -2 ,0 3 3 ;  ц =  0,562; S0 =  0,026; SlnCo =  0,18;

S M =  0,010; Д0.95 (In£>о) =  0,045; До,95(р )= 0 ,2 5 .
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