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г В в е д е н и е

М атем ати ка  зан и м ает важ н ое м есто в ф орм и рован и и  сп ец и ал и ста  
вы сш ей  квали ф и к ац и и  в области  вы ч и сли тельн ой  техн и ки  и 
и н ф орм ац и он н ы х  техн ологи й , сл у ж и т тео р ети ч еско й  осн овой  для 
усп еш н ого  усвоен и я б азо вы х  и сп ец и альн ы х  д и сц и п л и н , которы е 
вклю чен ы  в у ч еб н ы е план ы  специальностей «Информационные системы» и 
«Вычислительная техника и программное обеспечение».

Курс «Математический анализ» включает в себя следующие разделы: 
дифференциальное исчисление функции одной переменной, интегральное 
исчисление функции одной переменной, дифференциальное исчисление 
функции нескольких переменных, дифференциальные уравнения, кратные 
интегралы, ряды. Математический анализ является одной из важных частей 
математики и служит фундаментом математического образования специалиста.

Настоящее пособие по дисциплине «Математический анализ» составлено 
на основе типовой программы этого курса, отражает требования, 
предъявляемые к математическому образованию современного специалиста в 
области вы ч и сли тельн ой  тех н и ки  и и н ф о р м ац и о н н ы х  техн ологи й , и 
п ред н азначен о  дл я  студен тов  очной  и заочной  ф орм  обучения, в том  
числе обуч аю щ и хся  по д и стан ц и о н н о й  технологии .
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Учебная программа

1. Дифференциальное исчисление функции одной переменной и его 
приложения

Числовые множества. Определение и способы задания функции. Пределы 
числовых последовательностей и функций. Свойства пределов числовых 
последовательностей и функций. Раскрытие простейших неопределенностей. 
Замечательные пределы. Сравнение бесконечно малых и бесконечно больших. 
Эквивалентные функции.

Непрерывность элементарных функций. Разрывы функций. Теорема 
Вейерштрасса.

Производная, ее геометрический смысл. Правила дифференцирования. 
Дифференцируемость функции в точке. Дифференциал функции. Производная 
и дифференциал сложной функции. Производные высших порядков. 
Дифференциалы первого и высших порядков и их приложения. Теорема о 
дифференцируемых в интервале функций. Раскрытие неопределенностей по 
правилу Лопиталя. Формула Тейлора. Интервалы монотонности и выпуклости, 
вогнутости функций. Исследование функций и построение графиков.

2. Интегральное исчисление функции одной переменной
Неопределенный интеграл. Основные методы вычисления 

неопределенного интеграла. Интегрирование рациональных функций. 
Интегрирование основных классов элементарных функций. Определенный 
интеграл. Формула Ньютона-Лейбница. Определенный интеграл и методы его 
вычисления. Геометрические приложения определенного интеграла. 
Приложения определенного интеграла к решению задач механики и физики. 
Несобственные интегралы. Приложения несобственных интегралов.

3. Дифференциальное исчисление функции нескольких переменных
Понятие функции нескольких переменных. Предел и непрерывность 

функции нескольких переменных. Частные производные. Полный 
дифференциал. Дифференцирование сложных и неявных функций. Частные 
производные высших порядков. Теорема о смешанной производной. 
Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Производная по направлению. 
I радиент функции. Экстремум функции двух переменных. Применение 
функции многих переменных.

4. Обыкновенные дифференциальные уравнения
Основные цели. Задача Коши. Дифференциальные уравнения первого 

порядка. Задачи Коши. Дифференциальные уравнения высших порядков. 
Однородные уравнения. Линейные дифференциальные уравнения высших 
порядков. Структура общего решения. Метод Лагранжа. Линейные 
дифференциальные уравнения высших порядков с постоянными 
коэффициентами.
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5. Кратные интегралы и их приложения
Двойной и тройной интегралы. Вычисление кратных интегралов путем 

сведения к повторным интегралам. Геометрический смысл двойного интеграла. 
Механический смысл тройного интеграла.

Замена переменных в кратных интегралах. Двойной интеграл в полярных 
координатах. Переход к цилиндрическим и сферическим координатам в 
тройном интеграле. Геометрические и механические приложения кратных 
интегралов.

6. Ряды и их применение
Числовые ряды. Сходимость ряда. Критерий Коши. Признаки сходимости 

положительных числовых рядов. Знакопеременные ряды. Абсолютная и 
условная сходимость. Признак Лейбница.

Функциональные ряды. Область сходимости функционального ряда. 
Равномерная и правильная сходимость. Степенные ряды. Радиус и интервал 
сходимости степенных рядов. Теорема Абеля. Разложение функций в ряд 
Тейлора. Применение степенных рядов.
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1. Дифференциальное исчисление 
функции одной переменной и его приложения

1.1. Числовые множества и функции

1. Числовые множ ества
Определение. Множество, элементами которого являются числа, 

называется числовым.
Обозначения числовых множеств:

N -  множество натуральных чисел; N =  {1,2,3,..., п...}
Z -  множество целых чисел; Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Q -  множество рациональных чисел; Q = | —|, г д е  т  s Z , n e N  

Рациональное число является либо целым, либо представляется конечной или 

бесконечной периодической десятичной дробью. Например, 3/4=0,75; 

1/3=0,3333...

I -  множество иррациональных чисел
72 = 1,4142356...; гс=3,14159.... и т.д.

R -  множество действительных чисел. Совокупность рациональных и 
иррациональных чисел образует множество R действительных (вещественных) 
чисел. Между точками прямой и множеством действительных чисел существует 
взаимно- однозначное соответствие. То есть R = (- °°; + °°) - множество 
действительных чисел (числовая прямая).

Свойства действительных чисел:
1. Множество R упорядоченное.
Для любых различных а и b выполняется одно из соотношений: либо а < Ь, 

либо Ь<а
2. Множество R плотное.
Между двумя различными числами а и b содержится бесконечное 

множество действительных чисел х, т.е. а < х < b
3. Множество R непрерывное.
Если множество R разбить на два непустых класса А и В таких, что каждое 

действительное число содержится только в одном классе, тогда существует 
единственное число с, удовлетворяющее неравенству а < с<  b (Va е  А, V/; е 
В). Число с является либо наибольшим числом в классе А, либо наименьшим 
числом в классе В.

С -  множество комплексных чисел.
Между этими множествами существует соотношение: N с  Z с  Q с  R
Определение. Окрестностью точки дг0 на числовой прямой называется 

любой интервал (а; Ь), содержащий точку х0.

7



2. Функция. Способы задания. Свойства.
Пусть даны два числовых м нож ествах и Ү.
Определение. Функцией у  = f(x )  называется правило, по которому 

каждому значению переменной хе  X  ставится в соответствие определенное 
значение переменной y e  Y.

Функция /  отображает множество X  на множество Y. Множество X  
называют областью определения функции, множество У -  областью 
значений.

Существуют следующие способы задания функции:
1) табличный,
2) аналитический (с помощью формулы или набора формул),
3) графический,
4) словесный (с помощью одного или нескольких предложений).

Определение. Графиком функции y = f ( x )  называется множество точек 
плоскости с координатами (х ;у ), где у  = f{x ) ,  а х  принадлежит области 
определения функции.

Определение. Функция f ( x )  называется возрастающей (убывающей) в 
области X, если большему значению аргумента соответствует большее 
(меньшее) значение функции.

Определение. Функция у  = / ( дг) называется монотонной, если она только 
возрастающая или только убывающая.

Определение. Функция у  = / (jt) называется чётной если выполняется 
условие: f ( - x ) = f ( x )  и нечётной, если /( -х )  = - /(х )  •

График четной функции симметричен относительно оси Оу. График 
нечетной функции симметричен относительно начала координат.

Определение. Функция у  = f ( x )  называется ограниченной в области X ,  
если существует такое число А /> 0, что для всех хе X  выполняется неравенство 
| f ( x )  | < М. Г рафик ограниченной функции лежит между прямыми у  = -М  и у 
=Л/.

3. Обратная функция 
Теорема (о существовании обратной функции). Если функция у  = f ( x )  

монотонна, то на всей области её значений существует обратная функция 
у  = f  '( x ) ,  которая также будет монотонной, при этом характер монотонности 
не изменяется.

Чтобы найти обратную функцию у  = /"*(*)> достаточно из уравнения 
У = / ( * )  выразить х  через у  и поменять х  и у  местами.

Графики функций у  = / ( х ) и  х  = / " ‘(у)совпадаю т, а  графики функций 
у  = / (х) и у  = / “‘(х) симметричны относительно прямой у  = х  (биссектрисы 
первого и третьего координатных углов).



4. Слож ная функция
Пусть функция и=<р(х) отображает множество X  на множество U, а 

функция у  = / ( и )  отображает множество U в множество Ү, тогда у  = f(<p(x)) 
называется сложной функцией или суперпозицией функций (взятие функции 
от функции). Она определена на множестве X  и отображает его в множество У. 
Функция и -< р(х)  называется промежуточным аргументом.

Пример. Пусть /  (х) = 2х -  1, <р(х) = 2 х + 1. Составить сложную функцию

f(<P(x))
Решение. Находим f(<p(x)) = 2(2х + 1) -1 = 4х + 1

5. Элементарные функции
Элементарными функциями будем называть совокупность всех функций, 

которые можно получить из основных элементарных функций путем 
применения к ним арифметических операций (сложения, умножения, деления, 
вычитания), а также сложные функции, образуемые на их основе.

К основным элементарным функциям относятся: степенная, показательная, 
логарифмическая, тригонометрические и обратные тригонометрические 
функции.

Контрольные вопросы:
1. Как обозначается множество натуральных чисел?
2. Как обозначается множество целых чисел?
3. Как обозначается множество действительных чисел?
4. Перечислите свойства действительных чисел.
5. Что называется окрестностью точки?
6. Определение функции.
7. Что называется областью определения и областью значений функции?
8. Что называется графиком функции?
9. Способы задания функции.
Ю.Какая функция называется четной (нечетной)?
11.Какая функция называется возрастающей (убывающей)?
12.Какая функция называется ограниченной?
13.Какая функция называется непрерывной?
14.Какая функция называется монотонной?
15.Какая функция называется обратной? Как найти обратную функцию?
16.Какая функция называется сложной?
17.Перечислите основные элементарные функции.
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1.2. Предел и непрерывность функции

1. П онят ие предела
Если по некоторому закону каждому натуральному числу п поставлено в 

соответствие определенное число а„, то говорят, что задана числовая 
последовательность : а и сь, аз,..., а„,...

Другими словами, числовая последовательность - это функция 
натурального аргумента: а„ = / ( п ) . Числа а һ аз, а3,..., а„,... называются членами 
последовательности, а число а„ -  общим членом или п- членом данной 
последовательности. Последовательность задается формулой его общего члена.

Определение. Число А называется пределом последовательности  {«„}, 
если для любого наперед заданного положительного числа е найдется такой 
номер N  зависящий от £ ,  что для всех членов последовательности с номерами 
п > N  верно неравенство \ап -  Л| < £ ( і іт а „ = А ) .

Определение. Число А называется пределом функции fix )  при х, 
стремящемся к а, если для любого наперед заданного положительного числа £  
(как угодно малого) можно найти такое положительное число 8, что для всех 
значений х, входящих в область определения функции, отличных от а  и 
удовлетворяющих условию: I х  - а  I < 8, имеет место неравенство |/ ( х )  - А I < £ ,  
где £  - наперед заданное число, а 8 -  соответствующим образом подобрано.

Функция /  (х ) не обязательно должна быть определена в точке а, 
необходимо, чтобы в области ее существования были точки, как угодно близкие 
к а й  отличные от а.

Если х  < а и х—> а, то lim f(x )  называется левосторонним (левым ) 
пределом функции. а'°

Если х  > а и х —> а, то lim f(x )  называется правосторонним (правым) 
пределом функции. ,,+9

Для существования предела функции в точке необходимо и достаточно, 
чтобы lim f{x ) -  lim f(x).

x—*a-0 x—*a+0

2. Бесконечно малая величина
Определение. Функция fix )  называется бесконечно малой в точке х =а, 

если lim /(x )  = 0 .
х  -*а

Ни одно число, кроме нуля, не может быть отнесено к бесконечно малым 
величинам.

Свойства бесконечно малой величины:
1. Если функции /і(х) и /:(дг) бесконечно малы при х —>а, то сумма и разность 

этих функций также бесконечно малы при х—>а.
2. Если функция Дх) бесконечно мала при х —>а, а функция ф(х) ограничена, то 

их произведение fix ) ■ <р(х) есть функция бесконечно малая



3. Если функция f ix ) бесконечно мала при х— то и -fix) также бесконечно 
мала прих—»а.

4. Произведение постоянной величины на бесконечно малую есть также 
бесконечно малая величина.

5. Произведение переменной величины, стремящейся к пределу, на 
бесконечно малую есть величина бесконечно малая.

6. Произведение двух бесконечно малых величин есть величина бесконечно 
малая.

3. Бесконечно большая величина  
Определение. Функция / ( х )  называется бесконечно большой при х—>а,

если lim /(x)= °°
х-*а

Никакое постоянное очень большое число не является бесконечно 
большим.

Определение. Функция fix )  называется ограниченной при х—>а, если в 
некоторой окрестности точки х = а  эта функция ограничена.

Свойства бесконечно большой величины:
1. Бесконечно большая величина предела не имеет.
2. Величина, обратная бесконечно большой есть величина бесконечно малая,

т.е. если функция fix )  бесконечно большая при х —>а, то функция ——-
J  \-* /

бесконечно малая.
3. Величина, обратная бесконечно малой есть величина бесконечно большая,

т.е если функция f(x) бесконечно мала при х— то функция ——  бесконечно
J  V-*/

большая, причем в окрестности точки а функция fix )  в ноль не обращается.
4. Произведение двух бесконечно больших величин есть величина бесконечно 

большая.
5. Отношение бесконечно большой величины к бесконечно малой есть 

величина бесконечно большая, т.е. если \\m f(x )  = b (£>>0), а предел
х-*а

lim^>(x) = 0, то lim = °°.

6. Сумма двух бесконечно больших величин одинакового знака есть 
бесконечно большая величина того же знака.

7. Если к > 0 и lim / (х) = °° то lim kf (х) = °о.*-*а X—KI
Замечание. Отношение двух бесконечно малых величин (или двух 

бесконечно больших) может быть величиной или конечной, или бесконечно 
малой, или бесконечно большой величиной.

Вычисление предела отношения двух бесконечно малых или больших величин

часто называется также раскрытием “неопределенности” вида ^ j  или ' — j .
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4. Основные теоремы о пределах. Замечательные пределы
В приводимых теоремах будем считать, что при х—>а, функции Дх) и <р(х) 

имеют конечные пределы.
Теорема. Предел суммы ( разности) двух функций равен сумме ( разности) 

их пределов: lim(f(x)±ip(x)) = lim/(x)±lim(p(x)
х—*а х—*а х—*а

Теорема. Предел произведения двух функций равен произведению 
пределов этих функций: lim(/(x) • ̂ >(х)) = 1іт/(х)1ші^>(х) .

х—*а х—*а х—*а

Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак предела: 
lime • /(х )  = с ■ lim /(х )
х-*а х —*а

Теорема. Предел частного равен частному пределов, если предел 
знаменателя не равен нулю.

Теорема. Если функция имеет предел, то ее можно представить как сумму 
постоянной, равной ее пределу, и бесконечно малой величины.

Первый замечательный предел: Предел отношения синуса к его 
аргументу равен единице, когда аргумент стремится к нулю.

sinx 
lim = 1ДГ—»0

Второй замечательный предел:

' ~  °  натуральное число.lim (l+ —1 =е или lim (l +  x ) j:— е ~  2,72 .1 1 х—>0
В приложениях математического анализа большую роль играет 

показательная функция с основанием е. Функция у  = ех называется 
экспоненциальной.

4х -5.T + 3

5. Вычисление пределов
, 5 34 —  + —

х хПримеры: 1. Jim ^  ^  = у = И т — ^ -  = 2

X X2

Чтобы раскрыть неопределенность вида |̂ —J числитель и знаменатель дроби

делим на х , где 2-наивысшая степень многочленов. Далее применяем 
основные теоремы о пределах и свойства бесконечно малых величин.
2. . J 0 }  = ,im (* -  ЗК-v + 2) = Ит х + 2 _ ,

,_>2х - Зх + 2 VOj M2 (х - 2)(х-1) « 2х -1  
Числитель и знаменатель разложили на множители и сократили на (х-2). 

з lim V2Х  + 1 -3  ;' ()• |im (V2х +1 - 3)(л/2х +1 + 3)(л/х- 2  + V I) _
л-»4 „л /х - 2  -л /2  1 0 /  м4 (л /х - 2  - л/2)(л/х- 2  + л/2)(л/2х +1 + 3 ) '



4.1im- Зх arctg5x = v => 5.x = 
у —> 0 при х —

tgy
О

. 3 tgy= lim-о 5y*-*o arctg5x
Применяя свойства пределов и первый замечательный предел, получаем:

tgy 3.. sin у 1 3• = —ltm —-lim = —.
’cosy 5

5 3.M-5

Hm^SL = l l i m ^  = -  - lim-
v-»o 5у  5 -v-*° у 5 v->° у

с lim (3x + 5)fln(x + 5) -  In x] = In lim
J  . y_»oo

X + 5
= In lim'

X—*°°
1 + 5 V

= lne = ln e 15 =15

6. Непрерывность функции  
Определение 1. Функция у =f(x) называется непрерывной в точке а,

если она определена в точке а а её окрестности и существует предел f(x )  при 
х , стремящимся к а, совпадающий со значением функции в этой точке:

lim /(х )= /(а )
х—*а

Определение 2. Функция у =f(x) непрерывна в точке а, если бесконечно 
малому приращению аргумента в этой точке соответствует бесконечно малое 
приращение функции, lim Ду= 0.

Дх—>о

Лх = х -  а  -  приращение аргумента, Ду = / ( а )  - /(а )  — приращение функции.
Эти условия выполняются для элементарных функций (выражаемых одной

формулой) в точках, в которых они определены, то есть элементарные
функции непрерывны в области их определения.

Определение. Функция y= f(x)  называется непрерывной в интервале
(а,Ь), если она непрерывна в каждой точке этого интервала

Определение. Функция у=/(х) называется непрерывной на отрезке [а,Ь\,
если она непрерывна в интервале {а,Ь) и в точке х  = а непрерывна справа
(lim /(x)=/(a)), а в точке а  = b непрерывна слева (lim f ix )  
х—тО r  г Л—4-0

При исследовании функции на непрерывность в точке обычно применяют 
признак: lim /(а )  = lim /(а )  = f(a ). Если хотя бы одно из равенств нарушается

х—*а-0 х—*а+0

или функция в точке а  = а не существует, то функция не будет непрерывной.

7. Точки разрыва функции и и х  классификация
Определение. Точки, в которых нарушается условие непрерывности 

функции, называются точками разрыва.
Определение. Разрыв функции у  = fix )  в точке а  = а называется 

разрывом первого рода, если односторонние пределы справа и слева
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г существуют, но не равны между собой, то есть если lim /(x )  =А ; lim /(x)=S , А 
i  В, то точках = а

является точкой разрыва I рода.
Определение. Скачком функции называется абсолютная величина

Разрыв функции I рода.
Определение. Если хотя бы один из односторонних пределов не 

существует или равен бесконечности, то говорят, что в точке х=а функция 
имеет разрыв второго рода.

Зх
Пример. Установить является ли функция у =  -непрерывной или

разрывной при значениях аргументах = -2 и х = 3.
Решение. Определим односторонние пределы функции при х—»-2.

Зх
- = +“», так как знаменатель стремится к нулю, оставаясьlim*->-2-0 X + 2

отрицательным

lim Зх так как знаменатель стремится к нулю, оставаясь*-2>0 х + 2
положительным. Таким образом, при х = -2 данная функция имеет разрыв 
второго рода.
При х =3 функция непрерывна, т.к. выполняются все условия непрерывности

.. Зх Зх Зх 9lim  = lim = ------ =—.
*->з-ох +  2 .«3*0 х  +  2 х  +  2 х  =  3 5

8. Свойства непрерывных на отрезке функций  
Теорема Вейерштрасса. Если функция y= f  (х) непрерывна на 

отрезке [а, Ь], то она достигает на нем своего наибольшего и наименьшего 
значений.

Геометрический смысл данной теоремы:
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Достижение непрерывной функцией своего 
наибольшего и наименьшего значений.

Следствие. Если функция непрерывна на отрезке, то она ограничена на 
этом отрезке.

Теорема. Если функция у=Ддс) непрерывна на отрезке [а, Ь] и 
принимает на его концах значения разных знаков, то в интервале (а, Ь) 
найдется хотя бы одна такая точка х  = с, в которой функция обратится в нуль: 
/ ( с )  = 0.

Контрольные вопросы:
1. Определение числовой последовательности.
2. Что называется пределом числовой последовательности ?
3. Сформулируйте определение предела функции.
4. Геометрический смысл предела.
5. Какая функция называется бесконечно малой ?
6. Свойства бесконечно малой величины.
7. Какая функция называется бесконечно большой ?
8. Свойства бесконечно большой величины.
9. Назовите основные свойства пределов функций.
10.Напишите формулы первого и второго замечательных пределов.
11 .Определение непрерывности функции в точке, на интервале и на отрезке.
12. Определение левостороннего и правостороннего предела функции.
13. Какие точки называются точками разрывом первого рода, второго рода?
14.Свойства непрерывных на отрезке функций.
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1.3. Производная функции

1. Определение производной, её различны е интерпретации  
Определение. Производной функцииу=Дл) в точке ,х0 называется предел 

отношения приращения функции к приращению аргумента, когда приращение 
аргумента стремится к нулю.

Нахождение производной функции называется дифференцированием этой

функции. Производная функции имеет несколько обозначений: у', f '( x ) ,  — .
dx

Физический смысл производной. Если функция у  = fix )  описывает какой- 
либо физический процесс, то производная у ' есть скорость протекания этого 
процесса. В этом смысле говорят, что производная определяет скорость 
изменения функции.

Механический смысл производной. Скорость прямолинейного движения 
материальной точки в момент времени t есть производная пути S по времени /.

Геометрический смысл производной. Производная /  '(х) в точке х равна 
угловому коэффициенту касательной к графику функции у  = /  (л) в точке, 
абсцисса которой равна х.

Экономический смысл производной. Производная от объема выпущенной 
продукции по времени есть производительность труда; производная от 
стоимости по количества купленного товара есть цена товара и т.д.

Если М(.г0 , Уо ) - точка касания к графику функции, то угловой 
коэффициент касательной есть k = tga = f \ x  0). Пользуясь уравнением прямой, 
проходящей через заданную точку в заданном направлении у  - у 0 = к (х - х0 ), 
можно записать уравнение касательной: у  - у 0 = = f ' ( x  0) (х - х0)

у -  lim
'  Ах—*0 Ах—>0 Д  у

2. Уравнение касательной и нормали к кривой

7 л:
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Прямая, перпендикулярная касательной в точке касания, называется

1 1
нормалью к кривой. Тогда угловой коэффициент нормали /c„op„. = - -  -

Поэтому уравнение нормали имеет вид: у  - у о -
/ ' ( *  о)

( х - х 0).

3. Правила дифференцирования. Таблица производных 

Правила дифференцирования
1. у = С и, у '  = С  и ' , где С =const, и=и(х) - функция.
2. у=(и ± v); у ' = u ± v ' , где и=и(х), v=v(x) -  функции.
3. y=u v; у ' = и'v + v'u, где и=и(х), v=v(x) -  функции.

4. у=
V V"

Таблица производных
1. (С)'= О, (С- const)
2. (х аУ = п х аЛ

y '= uv где и-и(х), v=v(x) -  функции.

2VT

х ’ =\

3. (</)'= с? 1па 

( е х) '= е х

4. (logux)' =
х In а

(In ху= 1

5. (sin х)' = cos х
6. (cos a)' = -sin x

7. ( tg x ) '= -  1
cos" л: 

18. (ctg *)' = - -
si

9. (arcsinx)' =

10. (arcos X ) '  =

11. (arctg x)' = -

xlT-

Vl-X2

12. (arcctg x)' = -
1+x2

4. Производная слож ной и обратной функций
Теорема. Если y=f(u) и и=<р(х) -  дифференцируемые функции от своих 

аргументов, то производная сложной функции существует и равна 
производной данной функции по промежуточному аргументу, умноженной на 
производную самого промежуточного аргумента по независимой переменной х, 
т.е. y ' = f \ u) . u '

Теорема. Для дифференцируемой функции с производной, не равной 
нулю, производная обратной функции равна обратной величине производной

данной функции, т.е. х ’ =
У,  '

17
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5. Производная неявно заданной функции
Если функция задана уравнением у = / ( л ) ,  разрешенным относительно

у , то говорят, что функция задана в явном виде (явная функция).
Под неявным заданием функции понимают задание функции в виде уравнения
F( х\ у  )=0, но неразрешенного относительно у (например,
Зу -  In у + 2х + cos v —1 = 0 или V  -  6х + Т у —9 = 0).

Если неявная функция задана уравнением Ғ(лг;у)=0, то для нахождения
производной от у по Л' нет необходимости разрешать уравнение относительно
у : достаточно продифференцировать это уравнение по х, рассматривая при
этом у как функцию х; полученное затем уравнение разрешить относительно 

/
У ■

Пример.
Найти производную, функции у , заданную уравнением х 3 + у 3 -  Злу = 0. 
Решение:
Функция у задана неявно. Дифференцируем по х  равенство 

л3 + у 3 -  Злу = 0. Из полученного соотношения Зл2+3-3у2 у '- 3 ( 1 у  + л у') = 0
у - х 2

следует, что у 2у '- х у '  = у - х 2, т.е. у ’ - —з-----•
у — х

6. Производная параметрически заданной функции
Пусть зависимость между аргументом х  и функцией у задана

х  = л(0
, . ,  где t - вспомогательная

у = у(0
переменная, называемая параметром.

/, _ у,
Производная параметрически заданной функции: Ух ~ ~

xi
Формула позволяет находить производную у'х от функции заданной 

параметрически, не находя непосредственной зависимости у от х.
(x = t 3,

Пример 1 , Найти Ух .
[у = I .

Решение:
7 , 2 / 2  

Находим х ' = З г , у ' = 2/. Следовательно, у'х = = — •

В этом можно убедиться, найдя непосредственно зависимость у от х.

Действительно: t = \[x. Тогда у = \[х2. Отсюда у ' = -Д =  = ■
3У л 3/

параметрически в виде двух уравнений

7. Логарифмическое дифференцирование



В некоторых случаях для нахождения производной необходимо заданную 
функцию сначала прологарифмировать. А затем результат 
продифференцировать. Такую операцию называют логарифмическим
дифференцированием.

(х 2 +  •<?'
Пример. Найти производную функции у = ---------(7+5?--------- '

Решение:
Можно найти /  с помощью правил и формул дифференцирования. Однако 

такой способ слишком громоздкий. Применим логарифмическое
дифференцирование. Логарифмируем функцию:

In у  = ln(x2 +10) + -1п(х - 1) + х -  31п(дс + 5)
4

Дифференцируем это равенство по х :
1 , 1 „ 3 1 , ,  1— у = —  2 х  + ----------- t-1- З ---------.
у х  +10 4 jc — 1 дс + 5

В ы р а ж а е м /: /  = > Һ ^ + ^  + 1- ^

, _ (х2 +I0) j] (x -l)3 -ех ( 2х | 3 { {___3 _ \
V U  + 5)-' U 2+10 4(х-1) дг + 5 /

Пример. Найти производную степенно-показательной функции 

y  =  ( s i n 2 j c / +l.

Решение: Применяем логарифмическое дифференцирование

lny = (x2 + l)ln sin 2 x  — у  = 2х ■ In sin 2.v + (л2 +1) . ■ ■ cos 2х ■ 2,
' —  sin2aУ

у  = 2x(sin2x)J:+| lnsin2A: + 2(x2 -і-ОСзіпг.т)'' co s2x

Контрольные вопросы:
1. Что называется приращением аргумента и приращением функции?
2. Определение производной функции.
3. Каков геометрический, физический, механический и экономический смысл 

производной?
4. Таблица производных.
5. Основные правила дифференцирования функции.
6. Сформулируйте основные правила дифференцирования сложной и обратной 

функций.
7. Записать уравнение касательной.
В. Что называется нормалью к кривой?
9. Записать уравнение нормали.
10. Как найти производную от неявно заданной функции?
11. Как найти производную от параметрически заданной функции?
12. Какую операцию называют логарифмическим дифференцированием?
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1.4. Дифференциал функции.
Основные теоремы дифференциального исчисления

1. П онят ие дифференциала функции
Пусть функция у  =  / (а) имеет в точке х  отличную от нуля производную

Д  у  f
lim — = f '(x )  # 0. Тогда, по теореме о связи функции, её предела и бесконечно

малой функции, можно записать, —  = f \x ) + a ,  где а  —>0 при А х —>0, или
Дд:

Ay = f \ x )  ■ Ах + а  ■ Ах
f \ x )  ■ Ах называют главной частью приращения функции Ау.

Определение. Дифференциалом функции называется главная, линейная 
относительно Ах часть приращения функции, равная произведению 
производной на приращение независимой переменной

dy = f \ x ) A x  (1)
Так как dx  — Ах, то формулу (1) можно записать в виде

dy = f \ x ) d x  (2)
Дифференциал функции равен произведению производной этой функции, 

умноженной на дифференциал независимой переменной.
dy ,

Из формулы (2) следует равенство = /  (х).

2. Геометрический смысл дифференциала функции
Дифференциал функции есть приращение ординаты касательной, 

проведенной к графику функции y=flx) в данной точке, когда х  получает 
приращение Л г.

Возьмем на графике функции y=f(x) 
произвольную точку М(х,у). Дадим 
аргументу х приращение А х. Тогда 
функция y=fix) получит приращение 
Ду = /(дг + Дг) -  f ( x ) . Проведем
касательную к кривой y=f(x) в точке Л/, 
которая образует угол а с положительным 
направлением оси Ох, т.е. f \ x )  = tg a  . Из 
прямоугольного треугольника MKN 
KN = MN ■ tga  — Axtga  = f '(x )A х , т.е. dy = 
KN.
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3. Применение дифференциала в приближ ённых вычислениях
Как уже известно, приращение 4у = /(.* ) —/(■*о) функции y  = f ( x )  в 

точке .to можно представить в виде Лу = f \ x 0) • Ах + а  ■ Ах, или Аv = dy + а  - А х .

При достаточно малых значениях Ах = х - х 0
Ay = dy или / ( * ) - / ( * „ )  = / '( . t0) - (x - . t0), откуда

/ ( л )  =  / ( х 0 ) + / ' ( т 0 ) ( д: - л 0 )  ( 3 )

Эта формула применяется в приближенных вычислениях.

Пример. Найти приближенно у[У7.

Решение: Введем в «игру» функцию у  — уГх , Тогда математическая модель 
данной задачи звучит следующим образом: найти приближенно значение 

функции у  = т[х при х  = 17.
Для решения применим формулу (3), взяв Хо = 0, так как известно точное 

значение функции в этой точке: у 0 = /(1 б )  = Vl6 =  2. Продифференцируем
1

функцию и найдем значение производной при дг0 = 16: У ~  >

Уо = ^  = 0,003125. тогда Vl7 = 2 + 0 ,003125-(17- 1б)= 2,003125.

4. Теоремы Ролля, Коши, Лагранжа
Теорема Ролля. Если функция / ( т )  непрерывна на отрезке 

дифференцируема на интервале (ci',b) и на концах отрезка принимает 
одинаковые значения f ( a )  = f(b ), то найдется хотя бы одна точка с е  (а\Ь) в 
которой производная f \ x )  обращается в нуль, т. е. f \ c ) = 0

Геометрически теорема Ролля означает, что на графике функции у = f(x )  
найдется хотя бы одна точка, в которой касательная к графику параллельна оси
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Теорема Коши. Если функция f { x )  и (р(х) непрерывны на отрезке

[а;Ь], дифференцируемы на интервале причем (р \х)Ф  0 для х е ( а \Ь ) ,
то найдется хотя бы одна точка с& (а\Ь )  такая, что выполняется равенство
f i b ) - Д а )  Г  {с)
<p(b)-<p{a) tp'(c)

Теорема Лагранжа. Если функция f ( x )  непрерывна на отрезке [а\Ь], 
дифференцируема на интервале (сс,Ь) , то найдется хотя бы одна точка 
с е  (а:Ь) такая, что выполняется равенство

f(b )-f(a ) - f ( c )  Ь-а). (4)
Формулу (4) называют формулой Лагранжа или формулой о конечном 

приращении: приращение дифференцируемой функции на отрезке [а\Ь] равно 
приращению аргумента, умноженному на значение производной функции в 
некоторой внутренней точке этого отрезка.

Геометрический смысл теоремы Лагранжа: отношение
( f ( b ) - f ( a ) ) l ( b - a )  есть угловой коэффициент секущей АВ, а величина f \ c )  - 

угловой коэффициент касательной к кривой в точке с абсциссой х  = с, т.е на 
графике функции у = / ( т )  найдется точка С (с ;/(с ))  в которой касательная к 
графику функции параллельна секущей АВ.

Следствие 1. Если производная функции равна нулю на некотором 
промежутке, то функция постоянна на этом промежутке.

Следствие 2. Если две функции имеют равные производные на некотором 
промежутке, то они отличаются друг от друга на постоянное слагаемое.

5. Правила Лопит аля раскрытия неопределенностей

Рассмотрим способ раскрытия неопределенностей вида и |̂ —j .

который основан на применении производных.

Теорема. (Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей вида ( - ] ) .
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Предел отношения двух бесконечно малых равен пределу отношения их 
производных, если последний существует.

lim / «  = ,im Z M
*-«о (р(х) С-Mb (р (с)

Если производные f'(.x )  и <р'(х) удовлетворяют тем же условиям, что и 
функции f (x )  и <р(х), теорему можно применить ещё раз:

lim = lim Х І£І s  lim  ̂ и т. д.

Пример. Найти lim

<р(х) <р’(х ) <р\х)

х - \

>->! ДГІПЛ

Решение: lim-—-  = f—1 = lim——^ 7- = lim-——
*->• .V111X {Oj  -'-1 (.vln.x) —1 ІПЛЧ-1

Теорема. (Правило Лопиталя раскрытия неопределенности j  ).

Пусть функции f( x )  и <р(х) непрерывны и дифференцируемы в

окрестности точки -Т() (кроме, может быть, точки хп), в этой окрестности
f ' ( x )

lim f( x )  = lim <p(x) = o°,(p\x) *  0. Если существует предел lim —, то.T->.v0 T-».v0 -t_>T0 <p (x)

<p( X) '-'о <pix)
Раскрытие неопределенностей различны х видов.

Правило Лопиталя применяется для раскрытия неопределенностей вида

— I, которые называют основными. Неопределенности видаО
(О-оо), (oo--oo)i  ̂ (оо°̂  (о0) сводятся к двум основным видам путем 
тождественных преобразований.
Для нахождения предела вида lim /(х)*4*’ удобно сначала прологарифмировать

АГ-Мо
выражение Л = f ( x ) * x).

Контрольные вопросы:
1. Что называется дифференциалом функции?
2. Каков геометрический смысл дифференциала?
3. Какая формула применяется в приближенных вычислениях?
4. Записать формулу нахождения дифференциала сложной функции.
5. Сформулируйте теорему Ролля, Коши, Лагранжа.
6. Каков геометрический смысл теоремы Ролля?
7. Каков геометрический смысл теоремы Лагранжа?

8. Как по правилу Лопиталя раскрыть неопределенность ви д аГ ^ , [ —■

23



г

1.5. Производные и дифференциалы высших порядков

1. Производные высш их порядков функции, заданной в явном виде
Производная у  = /  (х) функции у = / (л) , как правило, также является 

функцией от х  и в определенных случаях называется производной первого 
порядка.

Если функция f \ x )  дифференцируема, то ее производная называется

производной второго порядка и обозначается у" [или / ' (л), —г-,— .
 ̂ dx~ dxydxj clx)

Итак, у ’  = (у ')'.
Производная от производной второго порядка, если она существует, 

называется производной третьего порядка у  = (у  ) .
Определение. Производной п-го порядка (или п-й производной) 

называется производная от производной (п-1) порядка:
у<»>

Производные порядка выше первого называются производными высших 
порядков.

Начиная с производной четвертого порядка, производные обозначаются 
римскими цифрами или арабскими числами в скобках ( yv или / 5‘- производная 
пятого порядка).

2. М еханический смысл производной второго порядка
Пусть материальная точка М движется прямолинейно по закону S = f ( t ) . 

Производная S' равна скорости точки в данный момент времени: S' = V .
Пусть в момент времени t  скорость точки равна V, а в момент t + At - 

скорость равна V + &V, т.е. за промежуток времени At  скорость изменилась на
AVвеличину A V . Отношение —  выражает среднее ускорение движения точки за
At

время A t .
Предел этого отношения при At —> 0 называется ускорением точки М  в

, . 1/' данный момент времени t : lim-—  = а , V —а.д/-л At
Но V = S '. Поэтому S" = а.
Вторая производная от  пути по времени есть величина ускорения  

прямолинейного движ ения точки, т.е. S , = а.
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3. Производные высш их порядков неявно заданной функции
Пусть функция у  = / ( л )  задана неявно в виде уравнения Ғ (* ;у  )=0.
Продифференцировав это уравнение по х  и разрешив полученное 

уравнение относительно у ' , найдем производную первого порядка (первую 
производную). Продифференцировав по х  первую производную, получим 
вторую производную от неявной функции. В нее войдут х, у и У . Подставляя

/ f t

уже найденное значение У в выражение второй производной, выразим у  
через х и  у .

Аналогично поступаем для нахождения производной третьего порядка.
Пример. Дана функция у , заданная в неявном виде уравнением 

х 3 + у3-3ху  = 0. Найти у  .
Решение-. 1. Дифференцируем заданное уравнение по х , учитывая, что у 

зависит отдг: Зх2 + 3у2у '- 3 ( у  + ху')= 0;

2. Находим у ' :  Зу'(у2 - х ) = 3 у - 3 х 2 =>у  = V, ;
У  - х

4. Производные высш их порядков от  функций, заданных параметрически

3. Дифференцируем у '  по х: у  =
(y’- 2 x j y l - х ) - ( у - х г\2 у у '- \ )  _

(у 2- 4

{у2- 4

Пусть функция у  = / ( * )  задана параметрическими уравнениями

Первая производная у'х находится по формуле Ух
•*/

Найдем вторую производную от функции, заданной параметрически. 
Из определения второй производной и равенства (1) следует, что

(1)

(2)
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Тогда по формуле (2) у', = = sin '
х, (cos/), -s in /

5. Д иф ф еренциалы высш их порядков
Пусть y  — f  (х) дифференцируемая функция, а её аргумент х  — 

независимая переменная. Тогда её первый дифференциал dy = f \ x ) d x  .
Определение. Дифференциал от дифференциала функции у  = f ( x )  

называется её вторым дифференциалом (или дифференциалом второго 
порядка) и обозначается d 2y или d 2f( x ) :  d 2y = d (d y).

Найдем выражение второго дифференциала функции y  = f ( x ) Так как 
dx -  Ах не зависит от х, то при дифференцировании считаем d x  постоянным: 
d 2y = d(dy) = d (f'(x )d x )  = ( f '( x )d x ) '■ dx = f ’(x)dx■ dx = f ( x ) ( d x f , т.е.

d 1y = f \ x ) d x -  

Здесь через d x 2 обозначается (dx)~ .

Пример. Найти d 1 у , если у  = е Ъх.

Решение. Так как у '  =  Ъеи ,у ’  = 9е,х , то имеем d 2y = 9ey'd x2. 
Определение. Дифференциалом и-го порядка называется дифференциал 

от дифференциала (п- 1)-го порядка: d "y  = d ( d nAy) = f {”)(x)(dx)1' или

d ny  = f (" \x )d x"
Из определения дифференциалов высших порядков следует другое 

обозначение производных высших порядков:

р - \ х ) = £ Ж
dx"

Контрольные вопросы:
1. Как найти производные высших порядков функции, заданной в явном виде?
2. Механический смысл производной второго порядка.
3. Как найти производные высших порядков неявно заданной функции?
4. Производные высших порядков от функций, заданных параметрически.
5. Как находятся дифференциалы высших порядков?
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1. Возрастание и убывание функции. Экстремум функции
Теорема {дост ат очное условие возрастания функции)._Функция у  = / ( х )  

будет возрастающей на (а,Ь), если f ' ( x )  > 0 для всех х  е  (а.Ь).
Теорема (достаточное условие убывания функции)._Функция у  = f i x )  

будет убывающей на (а.Ь), если f \ x ) <  0 для всех х  е  (а.Ь).
Определение. Точка х 0 называется точкой максимума функции у  = / ( * ) ,  

если в некоторой окрестности точки x0 выполняется неравенство: /  СО > f i x ) .
Определение. Точка х 0 называется точкой минимума функции у  = f( x ) ,  

если в некоторой окрестности точки ха выполняется неравенство: /С О  < f i x ) .
Определение. Экстремумом функции называется максимум или минимум 

функции.
Экстремум функции часто называют локальным экстремумом, 

подчеркивая тот факт, что понятие экстремума связано лишь с достаточно 
малой окрестностью точки х0. Значит, функция может иметь экстремум только 
в тех точках, которые лежат внутри области определения функции.

Теорема (необходимое условие экстремума). Для того, чтобы функция 
f i x )  в точке дг0 имела экстремум, необходимо, чтобы / С О  = 0 или не 
существовата.

Определение. Точка лг0, в которой первая производная равна нулю или не 
существует, называется критической точкой первого рода или стационарной 
точкой.

Таким образом, касательная к графику функции у  = f i x )  в критической 
точке х0 параллельна оси O.V ( f ' ( x j= 0 )  или оси ординат i f 'ix ,)= °° ) , либо в 
этой точке нет определенной касательной.

Если в точке х0 достигается экстремум, то эта точка критическая, но не 
каждая критическая точка является точкой экстремума. То есть в критических 
точках функция может иметь экстремум.

Теорема (первое достаточное условие экстремума). Функция у  = fix )  в 
точке дг0 будет иметь максимум, если при переходе через критическую точку дг0 
производная/'(х) меняет знак с “+” на и функция будет иметь минимум, 
если при переходе через критическую точку х 0 f ' i x )  меняет знак с на “+” . 
Если /  (х) не меняет знак, то экстремума нет.

1.6. Приложения производных первого и высших порядков
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Теорема (второе достаточное условие экстремума). Функция у  = / ( х )  в 
точке х0 будет иметь максимум, если f ' i x j  = 0 и / '( * .) <  О и минимум, если
/ '( - О = о  и / г о > о .

Схема исследования функции на экстремум с помощью первого 
достаточного условия:

1. Находим область определения функции
2. Находим производную у'= f ' ( x )
3. Находим критические точки, в которых производная у '=0 или не

существует
4. Разбиваем область определения функции критическими точками на 

интервалы; определяем знаки производной у ' слева и справа от каждой 
критической точки; делаем вывод о наличии экстремумов.

5. Вычисляем экстремальные значения функции.
Пример. Найти экстремум функции^ = х 3 -Зх 
Решение. 1-й способ:

1. Область определения функции: (-°°;+°°);
2. У  = Здг-З;
3. У  =  0 <=> Здг-З =  0, откуда Х\ =  -1 , х 2 =1 -  критические точки первого рода.
4.

-1 (-1:1) 1 Он-00)
+ 0 - 0 +

У возрастает Ушах = 2 убывает У min = -2 возрастает

2-й способ:
1 .у  = 3х2-3;
2. З х '-З  = 0, откуда xi = -1 , х2 =1 - критические точки первого рода;
З..у " = 6 х ;
4 .у  "(-1) = -  6 < 0 , значит в точке х = -1  будет максимум >’„шх = 2 ;

5 .у  "(1) = 6 > 0, в точке х = 1 будет минимум y mi„ = - 2 .

2. Н аибольшее и наименьшее значение функции на отрезке 
Определение. Наибольшим значением функции называется самое 

большее, а наименьшим значением - самое меньшее из всех ее значений.
Функция может иметь только одно наибольшее и только одно наименьшее 

значение.
Пусть функция у  = / ( х )  непрерывна на [a,b]. Тогда она может достигать 

наименьшее или наибольшее значение либо на концах [а,б], либо в точках 
экстремума.

Для отыскания наибольшего или наименьшего значения на отрезке 
пользуются следующей схемой:

1. Находят первую производную / ' ( х ) ;
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2. Находят критические точки функции, в которых / '( * ) =  0 или не 
существует;

3. Находят значения функции f ( x )  в критических точках и на концах 
отрезка;

4. Сравнивая полученные значения, выбирают из них наибольшее и 
наименьшее значения функции.

Замечание. Если в некотором интервале (конечном или бесконечном) 
функция непрерывна и имеет только один экстремум и если это максимум 
(минимум), то наибольшее (наименьшее) значение совпадает с максимумом 
(минимумом) этой функции.

3. Выпуклость функции. Точки перегиба
Определение. Если в некотором интервале любая касательная, 

проведенная к кривой в любой ее точке, лежит выше кривой, то кривая 
называется выпуклой вверх (выпуклой), а если касательная лежит ниже 
кривой, то кривая называется выпуклой вниз (вогнутой).

Определение. Точка на кривой называется точкой перегиба, если при 
переходе через неё кривая меняет свою выпуклость на вогнутость или 
наоборот.

В точке перегиба касательная пересекает график.
Теорема. Если вторая производная f \ x  ) < 0 ( f ' ( x  ) > 0) для всех х е  [а.Ь) 

, то график функции y  = f ( x )  на этом интервале будет выпуклым (вогнутым).
Теорема (необходимое условие точки перегиба). Если х0 -  абцисса точки 

перегиба, то либо f ’( x j=  0, либо / ' ( ; x j  не существует.
Теорема (достаточное условие точки перегиба). Если вторая производная 

/  (х  ) при переходе через точку х0 меняет свой знак, то точка (дс0, у а) есть точка 
перегиба графика функции.

Определение. Точка х 0, в которых / '(* „ )  = 0 или не существует, 
называется критической точкой второго рода.

Пример. Найти точку перегиба и интервалы выпуклости и вогнутости 
кривой у  = * 3- 12х2+.т-1

Решение.
1 • Ооласть определения функции: (
2 . /  = Здг-24х  + 3; у"= 6х -  24;
3 .у  = 0 <=> бдг -  24 = 0, откуда х  = 4 -  критическая точка второго рода.

( -  °°;4) 4 (4;+оэ)
у " - 0 +

. У выпуклая Тт.п = -125 вогнутая

Ответ: Координаты точки перегиба (4;-125)
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4. Асимпт от ы графика функции  
Определение. Асимптотой графика функции называется такая прямая, к 

которой неограниченно приближается точка кривой при неограниченном 
удалении точки от начала координат.

Кривая может приближаться к своей асимптоте, оставаясь с одной стороны 
от асимптоты или пересекая её бесчисленное множество раз.

1. Вертикальная асимптота. Если при х=а  график функции имеет 
бесконечный разрыв, т.е. хотя бы один из пределов фу нкции слева или справа 
от этой точки равен бесконечности, т.е. lim f  (х) = ~  или lim f ( x )  = ~ ,  то

л-эа-0 л-»а+0

прямая х  = а является вертикальной асимптотой.
2. Наклонная асимптота. Наклонная асимптота имеет уравнение y=kx+b,

f ix )где параметры к и Ь определяются формулами: к = lim— — , Ь = Н т [ /(х) -  кх].

Если к = 0, то из уравнения наклонной асимптоты получаем горизонтальную 
асимптоту у  = Ь. То есть, если существует конечный предел lim f ( x )  = b ,

то прямая у  -  b есть горизонтальная асимптота.

5. Общая схема исследования функции
Для полного исследования функции и построения её графика, можно к 

рассмотренным выше этапам добавить дополнительные элементы. Таким 
образом, предлагается следующий алгоритм действий:

1. Найти область определения функции;
2. Определить (если существуют) точки разрыва функции и её 

односторонние пределы в этих точках;
3. Исследовать функцию на четность;
4. Найти интервалы монотонности функции и экстремумы;
5. Найти интервалы выпуклости и вогнутости функции, точки перегиба;
6. Найти асимптоты;
7. Найти точки пересечения графика функции с осями координат и, если 

нужно, дополнительные точки для построения графика;
8. Построить график функции.

Контрольные вопросы;
1. Достаточные условия возрастания и убывания функций.
2. Какие точки кривой называются критическими точками первого рода?
3. Какая точка называется точкой минимума функции?
4. Какая точка называется точкой максимума?
5. Что называется экстремумом функции?
6. Как найти наибольшее и наименьшее значение функции на отрезке?
7. Какие точки кривой называются критическими точками второго рода?
8. Как найти точки перегиба графика функции?



9. Необходимое и достаточное условие перегиба.
10. Что называется асимптотой графика функции? Виды асимптот.
11. Общая схема исследования функции.

2. Интегральное исчисление функции одной переменной

2.1. Неопределенный интеграл

1. Неопределенный интеграл и его свойства 
Операция интегрирования является обратной для операции 

дифференцирования. Основная задача дифференциального исчисления -  
нахождение производной данной функции. Интегральное исчисление решает 
обратную задачу -  находит функцию по её производной.

Определение. Функция Ғ(х) называется первообразной для ф у н к ц и и /(х) 
на некотором промежутке, если для всех х  принадлежащих этому промежутку 
выполняется равенство F*(x) = f ix ) .

Теорема. Если функция F(x) является первообразной для функции /  (т) 
на некотором промежутке, то множество всех первообразных для функции f ( x )  
на этом промежутке имеет вид: F(x) + С, где С - постоянная.

Действительно, (Fix) + C)'=flx).
Определение. Совокупность всех первообразных F(х) + С для функции /  

(х) на некотором промежутке называется неопределенным интегралом от 
функции/(х) на этом промежутке и обозначается символом 

J f(x )d x , то есть |  f(x )d x  = Ғ(х)+С  , 

где J -  знак интеграла, / ( . т ) -  подынтегральная функция, 

f ( x ) d x -  подынтегральное выражение, х -  переменная интегрирования. 
Определение. Операция нахождения неопределенного интеграла от 

данной функции называется операцией интегрирования.
Для проведения интегрирования надо знать основные свойства 

неопределенного интеграла и таблицу основных интегралов.

Основные свойства неопределенного интеграла:
1 ■ d\f(x)dx = f(x )d x  и i\f(x )d x ) '= f(x ) \

2 .\d F (x )=  F(x) + C\

3. J (/(.v) ± g(x))dx = J f(x )d x  ± J g(x)dx,

4 -§kf(x)dx  = / с | / (x)dx, к -  постоянная;

31



г 5. Если | f ( x )d x  = F(x)+C , то j f  (кх + b)dx = — F(ax + b)+ С

2. Таблица основных интегралов

1. J х"dx  =
а + 1

+ С а * - 1 ;

2.J— = 1п|т| + С;

3 . J e xd x = e x + С ; 

4 .fs in xd x  = - c o s x + C ;

7-J ■ г?— = -c tg x  + С ;
sin ' X

dx
= arcsin^ + C;

9. f , г = arcsin—+C = -arccos—+ C; 
1 °  о

10.J 

1 1 /

dx
x' + a 

dx

■six2 + a

1 x■■ —arctg — + С = 
a a

1 л „—arcctg—ҺС; 
a a

- In be + V P + й  + C;

12- b = — In
x ' - а '  la

x - a
x  + a

+ C;

X

13. f a ’dx = ---- 1- C ,  0 < a * l ;
In a

5. Jcos.vctc = sin ,v + C;

4
dx

= tgx+ C ;

Замечание: Интегрирование - очень сложная операция, но имеющая очень 
широкое применение. Поэтому имеются справочники, содержащие по несколько 
тысяч интегралов от часто встречающихся функций.

3. Основные методы интегрирования
Основными методами интегрирования являются непосредственное 

интегрирование, замена переменной и интегрирование по частям.
а) Непосредственное интегрирование - это вычисление интегралов, 

основанное на применении таблицы основных интегралов, основных свойств 
неопределенного интеграла, а также простейших тождественных преобразовании 
подинтегральной функции.

Пример. Найти J^12.r2 -  5-Ут + -^ \d x

Решение:

j f l2 * 2 - 5 12дг2 - 5 т 2 +7дГ2 dx = 12 J x 2dx -  5 J t  2dx + 7 J x '2dx = 
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I

= 12 — -5-Tj- + 7 —  + С = 4x3- — x -J x -  — + C .
3 3 -1  3 x

2
б) Замена переменной интегрирования (метод подстановки).
Теорема. Пусть функция х  = <p(t) определена и дифференцируема на 

некотором промежутке Т  и пусть X  множество значений этой функции на котором 
определена функция / ( х ) .  Тогда, если на множестве X  функция / ( х) имеет 
первообразную, то на множестве Т справедлива формула

^ f( x )d x  = jf(<p(t))<p'(t)dt , где t = (p ~ \x ) .  (1)

Формула (1) называется формулой интегрирования заменой переменной. 
На практике функцию x  = (p(t) следует выбирать так, чтобы можно было 
неопределенный интеграл, стоящий справа, вычислить методом непосредственного 
интегрирования.

Общего правила выбора замены переменной для интегрирования любой 
функции не существует.

Очень часто при вычислении интегралов пользуются приемом "подведения" 
под знак дифференциала. По определению дифференциала функции 
<p'(x)dx = d(<p(x)). Переход от левой части этого равенства к правой называют 
"подведением" множителя <р'(х) под знак дифференциала.

Пример. 2л dx= \ d(x + | * = 1п(х2+1)+С 
J X + l  1 т +1

в) Интегрирование по частям основано на следующей теореме.
Теорема. Если функции и=и(х) и v = v(x) определены и дифференцируемы на

некотором промежутке и на этом промежутке существует интеграл J vd u , то на 

нем существует интеграл J u d v , причем

J udv -  «V - 1 \ d u . (2)
Формула (2) называется формулой интегрирования по частям.
Замечание: Интеграл J  vdu должен быть либо табличным, либо более простым 

по сравнению с заданным интегралом J udv .

Типы интегралов, вычисляемые методом интегрирования по частям.
1. Интеграчы вида: jP,l(x)ek'dx, j  Рп(.х)sin kxdx, J P (x)coskxdx, где P„(x ) -

многочлен степени я, к - некоторое число. Для нахождения этих интегралов 
полагают и = Рп (*)

2. Интеграчы вида: J Р„ (х) In xdx, J  Р„ (х) arcsin xdx, J P„ (x) arccos xdx ,

J „(x)arctgxdx, j  P„(x)arcctgxdx . Через и обозначают функцию, являющуюся 

множителем при многочлене Д ,(х).

Пример: Найти интеграл J(2x + 5)lnx<£t
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Решение: |( 2 .х +  5)1п .тйСт =
и =  In х, du =  2 dx

dv = 2x + 5, v =  .x2 +5.v
(.x2 + 5 .т)іп .т-|(.х2 +5x)dx

-  (x2 + 5.x)ln.x— jx3 H— x 2 +C  
V '  3 2

4. Интегрирование рациональны х функций
Определение. Рациональной функцией (рациональной дробью) называется

Р(.т)
функция вида R(x) = —— , где Р(л) и Q(x) - многочлены.

Q(x)
Определение. Рациональная дробь называется правильной, если степень 

многочлена Р(а) ниже степени многочлена Q(.x) и неправильной, если степень 
числителя выше или равна степени знаменателя,.

Замечание: Рациональные функции всегда интегрируются в элементарных 
функциях.

Интеграл от дробной рациональной функции где Р(х) и Q(x)
1 Q(x)

многочлены , можно выразить через элементарные функции путем разложения на 
слагаемые.

Неправильную  рациональную дробь можно делением числителя на 
знаменатель представить в виде суммы многочлена и правильной рациональной 
дроби, у которой степень числителя ниже степени знаменателя.

Правильную  рациональную дробь можно разложить на простейшие, всегда 
интегрируемые слагаемые дроби следующих двух видов:

Д Mx + N
( x - a f ’ (х̂  + рх + а)’ ’

где т и п-целые положительные числа, ~ — Ч < 0 , т.е. квадратный трехчлен 

Л'2 + рх + q не имеет действительных корней.
При интегрировании простейших дробей второго типа в знаменателе выделяют 

полный квадрат х 2 + px+q = (x + -^ f + q - ~ ,  а затем используют подстановку

Пример. Найти интеграл: J 

Решение:
Разложим подынтегральную правильную рациональную дробь на 

элементарные слагаемые дроби методом неопределенных коэффициентов- 
Согласно указанного метода:



а) разложим знаменатель на простейшие действительные множители: х3 +
4х2 + 4х = х  ( г  + Ах + 4) = х(х + 2)1;

б) напишем схему разложения подынтегральной дроби на элементарные
Зх2 +8 А В С

слагаемые дроби —-гт = —+ —  гг;
х(х+2)- х х+ 2  (х+2)'

в) освободимся от знаменателей, умножая обе части равенства на х(х+2)':
Зх2 +8 = А ( х  + 2)2 + Вх(х + 2) + Сх = (А + В)х2 + (4А + 2В + С)х + 4А;

г) составим систему уравнений, приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях х  в обеих частях полученного равенства: ,4+5=3, 4.4+2б+С=0, 4/1=8;

д) решим эту систему: А =2, 5 = 1 ,  С  = -10
е) подставим найденные значения постоянных А, В, С в схему разложения 

Зх2 + 8 _ 2 1 10
x(x + 2 f х х + 2  (х + 2)2

ж) подставив под знак интеграла полученную сумму элементарных дробей 
и, проинтегрировав каждое слагаемое отдельно, найдем

г dx г dxг (3x2 +8)rfx г 2 1 10 г ах  , „ г/Н -----И-— = 1 -  +    dx = 2\ —  + 1 10 (х + 2) d(x + 2)--
' х  + 4х + 4х J х х + 2 (х +  2) ' х  ' х + 2  2

= 2 ln|xj +  1п|х + 2| +  ——^  +  С.

5. Интегрирование т ригонометрических функций
I. Интегралы типа J sin'1 xdx, J cos" x d x .
Для нахождения таких интегралов используются следующие приемы:
1) четные степени синуса или косинуса понижают вдвое по формулам:

sin2x = ^ ( l-c o s 2 x ) ; ; cos2x = j ( l  + cos2x) ;

2) если степени синуса или косинуса нечетные, то отделив от нее одну степень 
в качестве множителя, заменяют косинус или синус, соответственно, новой 
переменной.

Пример. Найти интеграл Jsin 23.«&

Решение. Согласно приема 1 имеем

Jsin 3xdx = — f(l-cos6x)£4x = — (dx—- fcos6xdx =—— ^-sin6x + C 
2 2J 2J 2 12

Пример. Найти интеграл: j s in 5 xdx

 ̂Решение. Согласно приема 2 отделяем от нечетной степени один множитель: 
sin х -  sin х- sin x  и применяем метод замены переменной

J sin5 x d x  = J (l -  cos2 x f  sin xdx = |_  J rfJ = J ( l - z 2)2<fe = - J ( l - 2 z 2 +  Z4)<fc =

2z3 z5 2 1
г + ~ ;------ ^  + С = - c o s x  + —cos3x — cos5 x+ C

3 5 3 5
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II. Интегралы типа Jsin'" .сcos" x d x . где т  и п- целые положительные числа. 
Для нахождения интегралов вида II применяют приемы 1 или 2 в зависимости от
четности показателей степени.

Пример, js in 'x c o s 5 xdx = J*(l — cos2 x)cos5 xsinxdx =
cos x  = z 

- sin xdx = d:

= f ( l - z 1)zidz = - ( z 5dz + f z dz = “ Z6 + —z8 + C  = - —cos6 x + —cos8x + C 
J J J 6 8 6 8

III. Интегралы типа j tg " x d x , J ctg"xdx .

Интегралы вида III можно найти путем замены tgx или, соответственно, ctgx 
новой переменной.

Пример: Найти интеграл jVg’xdx
Решение'.

\tgx = z, х  = arctgz
\tg  xdx = dx = - 1

-dz
l + z

- I ^  = J z —
l + z

r2

=̂T"H1+z2)+c=
1 2 1,— tn v--- 1 ,„2 ,= —fg In 1 + rg x  + C = — tg x + ln co sx + C .

IV. Интегралы типа J sinaxcosfcuic , |  sinaxsm bxdx , j  cos ax cos bxdx. 
Интегралы типа IV можно найти путем разложения на слагаемые по формулам:

sinax cosfct = —[sin(a + b)x + sin(a -  b)x]

cosax  cosbx = —[cos(a + b)x+cos(a -6)x]

sinax sin bx = —[cos(a -  b)x -  cos(a + b)x\

Пример: Найти интеграл jsin3xcos5xzfar 

Решение'.
Разлагаем подынтегральную функцию на слагаемые, пользуясь соответствующей 
формулой, затем интегрируем:

Jsin3xcos5x*& = — j[sin8x+sin(-2x)]d!x = —  Jsin 8 ja l(8 x )-—Jsin2x</(2x) =

= -^cos2 x - - L cos8x + C 
4 16

Контрольные вопросы:
1. Какая операция называется операцией интегрирования?
2. Что называется неопределенным интегралом?
3. Запишите свойства неопределенного интеграла.
4. Таблица основных интегралов.
5. Перечислите основные методы интегрирования.



6. Запишите формулу интегрирования по частям.
7. Запишите формулу интегрирования заменой переменной.
8. Как найти интегралы вида: J PJxie^dx, J рп(л)sinkxdx, |p„(.v)costoiv?

9. Как найти интегралы вида: j e "  sin bxdx, f e “' cos bxdx ?
10. Какая рациональная дробь называется правильной?
11. Какая рациональная дробь называется неправильной?
12. Приемы интегрирования рационшіьных функций.
13. Какие подстановки применяются при интегрировании тригонометрических 

выражений ?
2.2. Определенный интеграл

1. П онят ие определенного интеграла
Пусть функция у  = f  (х) определена на отрезке [а, Ь]. Выполним следующие 

действия:
1. разделим этот отрезок произвольно на п частичных отрезков длиною 

Дхі.Дхэ Д*э, ....Дт„;
2. выберем в каждом частичном отрезке по одной произвольной точке с , ;
3. вычислим значения ф ункции/(х) в выбранных точках и умножим значение /  

(с,) на длину частичного отрезка Ах,;
4. составим сумму всех таких произведений:

/ ( с ,)  Дх, + / (с 2)Дх2 + ...+ /(с„)Д *„ = £ /(с ,)Д х ,
1=1

>га сумма называется интегральной суммой функции f i x )  на отрезке [а, Ь].
Рассмотрим предел интегральной суммы при неограниченном увеличении п 

и при стремлении к нулю наибольшей из длин частичных отрезков. Если этот 
предел существует и не зависит ни от способа разбиения [а, Ь] на частичные 
отрезки, ни от выбора точек в них, то он называется определенным интегралом 
от функции / (х) на отрезке [а, Ь].

Определение. Определенным интегралом функции fix )  на [а, Ь] называется
II Ь

и обозначается символом J / М ^ ,  где а и b -  нижний и верхний
а

пределы интегрирования.
Вычисляется определенный интеграл по формуле Ньютона-Лейбница:

ь
J f ix )d x  = Ғ (х )[ = Fib) -  Fia)
a

Теорема Коши. Если функция f i x )  непрерывна на [а, Ь], то определенный 

интеграл J f(x)dx  существует.
а
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2. Геометрический и физический смысл определенного интеграла  
Геометрический смысл определенного интеграла: определенный интеграл от 

неотрицательной функции численно равен площади криволинейной трапеции, 
ограниченной прямыми х =а, х  = Ь, осью Ох и графиком функции у  = /(х ):

ь
S =  \ f { x )d x  , где f ix)  >0

а

Физический смысл определенного интеграла: работа переменной силы, 
величина которой есть непрерывная на отрезке [а , Ь] функция Ғ=/ (г), равна 
определенному интегралу о т /(х )  на отрезке [я, Ь\:

А = \ f ( x )d x
а

3. Основные свойства определенного интеграла
1. Постоянный множитель можно вынести за знак определенного интеграла:

Ь Ь

\k f(x )d x = k \f{ x )d x

2. Интеграл от суммы функций равен сумме интегралов
ь ь ь
}[/(* )+  g(x)]dx = J f(x)dx + J g(x)dx
a a n

3. Интеграл с одинаковыми пределами равен нулю

]f(x)dx=  О
а

4. При перестановке пределов изменяется знак интеграла

\ f{ x )d x  = .  j f ( x ) d x
а Ь

5. Отрезок интегрирования можно разбивать на части

j  f { x )d x = j  f (x )dx  + j  f{x)dx
a a c

4. Геометрические прилож ения определенного интеграла

1. Вычисление площади
а) Площадь криволинейной трапеции вычисляется по формуле

b

S = | / (x)dx , где /  (дг) > 0.
а

б) Площадь области, ограниченной прямыми х  -  а, х  = b (а < Ь), кривыми
ь

у  = /( х )  -  сверху и у = g(x)  -  снизу, равна S =
О

Площадь области, ограниченной линией, заданной в полярных координатах

уравнением г = Қір), равна S = -  \ rd<p, где ^-полярный угол, г - полярный
v\

радиус переменной точки линии.
г) Площадь области, ограниченной линией, заданной в параметрическом виде

[ х = fit)  0
<Х , где t e  [or, В\, вычисляется по формуле S= f  y ( t )  ■ х  ( t ) d t ,
[У =  y ( t )

д) Площадь поверхности, полученной от вращения вокруг оси Ох кривой у
= /(х )  > 0 , заданной на [а\Ь\, вычисляется с помощью интеграла

S = 2 л \  f(x )y j \+ (f '(x ))1dx
а

2.Вычисление длины дуги
Определение. Под длиной дуги понимается предел, к которому стремится 

длина ломаной линии, вписанной в эту дугу, когда число звеньев ломаной 
неограниченно возрастает, а длина наибольшего звена ее стремится к нулю.

а) Если кривая у  = /  (х) на отрезке [а, Ь] гладкая, т.е. производная
У = /'( х )  - непрерывная функция, то длина дуги этой кривой находится по

ь __________
формуле L= JVl + f / ’W )’dx

а

б) Длина кривой, заданной в полярных координатах равна
р _____

L = |л /г2 + r 2dip; а < с р < р
а

в) Длина кривой, заданной параметрически
» ___________

L = J \  (х'(! ))2 + (y(t dt
а

Пример. Вычислить длину циклоиды х = a(f-sin0, у = a(l-cos/), 0 < / < 2к.

Решение. Так как —  = a ( l - c o s /) ,  —  = asm t, то 
dt dt

u  -  it"f ;----------------------2 К _________________
L = j Va2(l-c o sr)2 +a2s'm2tdt = a f ^ ( l-c o s f )2 +sin2rrfr =

0 о
2! I------------------------------ It _____________ 2/r ________

= a J л/l — 2cosf + cos2r + sin2 tdt = a f -J2- Icostdt = a [^2(1-c o s t)dt =
0 J 0

-4a(cosrr-cos0) = 8a~ a j^ 2 -  2- sin — dt = 2a Jsin^  

3. Вычисление объема

dt = 2a(-2cos—) 
2 2
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а) Объем тела, полученного от вращения вокруг оси О.т криволинейной 
трапеции, ограниченной прямыми х  = а, х  = Ь. осью Ох и графиком функции у

ь
= /(х ) , вычисляется по формуле У = я § / " (x)rfx.

в) Объем тела, полученного от вращения вокруг оси Оу криволинейной 
трапеции, ограниченной прямыми у  = с, у  = d, осью Оу и графиком функции х

d
= g(y) вычисляется по формуле V -  л j  8 (>’KV.

4. Ф изические прилож ения определенного интеграла

1. Путь, пройденный телом
Пусть v(t) -  скорость движения материальной точки по некоторой прямой. 

Тогда путь s, пройденный этой точкой за промежуток времени [/ь ь] определяется

по формуле

2. Работа переменной силы
Работа, совершаемая переменной силой F = /(x ) ,  направленной вдоль оси Ох,

вычисляется по формуле А -  J / M  d x .

3. Вычисление силы давления жидкости на пластинку.
Согласно закону Паскаля сила давления жидкости на элемент площади dS на 

глубине Һ равна dF  = pghdS , где р  - плотность жидкости, g =9,81 - ускорение

свободного падения. Тогда сила давления жидкости на пластину площадью S равна

= J pghdS .

4. Вычисление статических моментов
Определение. Статический момент системы материальных точек Pi (4l>

Уі), Р2(Х2, уг),..., Р„(х„, у„) с массами ш,. т 2,..., т„ относительно оси Ох (оси Оу) 
равен сумме произведений масс этих точек на их ординаты (абсциссы), т.е.

М ! = X Уіті ( м у = Х т т , )
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Если массы распределены непрерывны вдоль некоторой кривой, то операция 
суммирования переходит в операцию интегрирования,

а) Статический момент кривой равен:
ь ь

М  ,х = j  pvdl = f  p y j l  + (ухУ dx относительно оси Ох
а а
b Ь ____________

М у =  | pxdl =  | pxyfl +  ( у , Г  dx относительно оси Оу
а а

Статические моменты кривой позволяют легко установить положение ее центра 
масс.

б) Статические моменты плоской фигуры, ограниченной прямыми 
х = а, х = b (а < Ь), кривыми у = /(х )  -  сверху и у = g(x) -  снизу, равны:

ь ь
М х = - } р | / 2( х ) - « 2(х)] dx , М у = J M / ( x ) - * ( x ) ]  dx

2  a a

5. Координаты центра тяжести
Координаты центра тяжести плоской линии, заданной уравнением 

у = /(х )  на отрезке [а, Ь]:

.  -  У х   у  ,  t L _____
У с Ь

$ p y l l  +  (y'x) 2dx  \ р ^  +  ( у 'хУ dx

Координаты центра тяжести плоской фигуры:
Л /.. м . м ,

у с =  ' „ с  p S
} / > [ / ( * ) - s M f c  Р ] [ f ( x ) - g x } u
а а

6. Вычисление моментов инерции 
Момент инерции плоской кривой:

1х = \ р у Ы 1 + (у'У (1х, ! х = \  p y 4 { + (y 'Y d x
а о

Момент инерции плоской фигуры:

\ x ^ \ p - U t  (4) + / ,  (X)]2 [ / 2 (х) -  / ,  (х)]Л
а

Ь

!у = \ р х ги 2( х ) - f 2(x)\dx

Контрольные вопросы:
• то называется определенным интефалом? 

з' [ исать Формулу Ньютона- Лейбница.
еометрический смысл определенного интеграла?■ I 1VI
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4. Механический смысл определенного интеграла?
5. Как вычисляется площадь фигуры?
6. Как найти работу переменной силы?
7. Записать формулу длины дуги.
8. Как определяется путь, пройденный телом?
9. Записать формулу обьема тела вращения вокруг оси Ох и оси Оу. 
Ю.Записать формулу вычисления статических моментов.
11.Как вычисляются координаты центра тяжести?

3. Дифференциальное исчисление функции нескольких переменных

3.1. Функция нескольких переменных

1. Основные понят ия
Определение. Функцией п переменных у  = /( х ,,х 2,...,х„) называется 

правило, по которому каждому набору значений переменных х,,х2,...,х„ ставится в 
соответствие определенное значение переменной у.

В дальнейшем будем рассматривать в основном функцию двух переменных.
Определение. Функцией двух переменных z = /  (х,у) называется правило, 

по которому каждому набору значений переменных х и у  ставится в соответствие 
определенное значение переменной z .

Определение. Г рафиком функции z = /  (х,у), определенной в области D, 
называется множество точек M{x,y,z) трехмерного пространства таких, что 
= /  (4,у) для всех (x,v)e D. Графиком функции двух переменных является 
поверхность в трехмерном пространстве.

2. Частное и полное приращение функции двух переменных
Рассмотрим функцию двух переменных г = /(х ,у ).
Если переменной х дадим приращение Лх, оставляя при этом переменную У 

неизменной, то разность /  (х+Лх,у) -  /  (х,у) называется частным п р и р а щ е н и е» *  

функции z по переменной х и обозначается через А.х г:
A XZ = /  (х+Дх,у) - / ( х ,у )

Аналогично частным приращением функции z по переменной у  н а з ы в а е т с я  

величина
AyZ = /  (х,у+Ау) - / (х, у).



Если переменная х  получает приращение Ах, а переменная у  получает 
приращение Ау, то величина Дz = /  (л+Дл.у+Ду) -  /  (.v,v) называется полным 
приращением функции г = f(x ,y).

Определение. Функция г = f ix ',у) называется непрерывной в точке Рп(а,Ь), 
если она определена в этой точке и если lim f i x , у) = /  (a,b)

у—*Ь

Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области, называется 
непрерывной в этой области. Точки, в которых нарушены условия непрерывности 
функции, называются точками разрыва.

3. Частные производные
Определение. Частной производной функции нескольких переменных по 

одной из переменных называется предел отношения соответствующего частного 
приращения функции к приращению рассматриваемого аргумента при стремлении 
последнего к нулю (если этот предел существует).

Эх дл-»о А х  оу  Ду->0 Ау

Частная производная по х  от функции z — f  (х,у) обозначается одним из 
dz

символов: — , г х, f  х(х,у).

dz
Аналогично обозначается частная производная по у: —  , z , ,  f \  (х,у).

Пример. Найти частную производную функции z = х 2 + 2 х г у  -  у 4 по х.

Решение: — = 3х2 +4.ху 
дх

Пример. Найти частную производную функции z = 1п(.т2 -  у) по аргументу х.

Решение: —  =
дх х 2 -  у

Пример. Найти значения частных производных первого порядка функции 
г = л + 5 y : .r +  c o s^  +  3 вточкеЧ  (0; 1).

Решение: 1. zx = Зх2 + 5у2 -  sin т , г'  = М ух ;
2. в точке A z'(0;l)= 5; z' (0;l)= О

Так как частные производные в свою очередь могут быть функциями, то их 
можно повторно дифференцировать. При этом получаем частные производные 

лее высоких порядков. В частности, производные второго порядка:
г ' = ( z ' ) ' ,  г ' = ( г ' ) ' ,  г '  = ( г ' ) ' ,  г '  = ( г ' ) ' .

I смешанными.Производные г ' ,  г' , называются i

4. Полный дифференциал функции двух переменных

43



Определение. Полным дифференциалом функции z = /  (а,у) называется 
сумма произведений частных производных на соответствующие приращения 
переменных:

dz = Zx Ах + z'y Ay
Дифференциалы независимых переменных совпадают с их приращениями, то 

есть dx=Ах и dy=Ay. Поэтому формулу полного дифференциала можно записать в 
виде:

dz = z'x dx + Z v dy
Теорема (о достаточных условиях существования полного дифференциала). 

Если функция Z = /  ( а ,у )  имеет в точке /^(До, Уо) непрерывные частные 
производные, то она имеет в этой точке полный дифференциал.

Определение. Если функция z  = /  (а ,у )  имеет полный дифференциал в точке 
Л>(Ао> Уо). то она называется дифференцируемой в этой точке.

Аналогично определяется и вычисляется полный дифференциал функции 
любого числа переменных.

5. Дифференцирование слож ной и неявной функции
Определение. Если z = /  (а,у) -  функция двух переменных а  и у, каждая из 

которых, в свою очередь, является функцией независимой переменной г, то есть а = 
(р (t) и у = g(t), тогда z = f  [<Р (0. ,?(?)] - сложная функция от независимой 
переменной t.

Если функция (р (Г) и g(t) дифференцируемы в точке t, а функция г = /  (а,у)
дифференцируема в точке (а ,  у), то сложная функция z = /  [<р (t), g(f)] также
дифференцируема в точке Г и ее производная находится по формуле

/ / / / /
z, = zx ■ х, + zy • у,

Определение. Если для каждого значения а  из некоторого промежутка 
существует одно определенное значение у, причем эти значения удовлетворяют 
уравнению F(x, у) = 0, то у  называется функцией от а , заданной в неявном виде 
или неявной функцией от а .

d \ Ғ ’
Производная неявной функцией находится по формуле: —  = — т .

dx Fv
Контрольные вопросы:

1. Что называется функцией двух переменных?
2. Что представляет собой график функцией двух переменных?
3. Что называется областью существования (определения) функции ДВУХ 

переменных?
4. Сформулируйте определение непрерывности функции двух переменных в точке 

и в области.
5. Что называется частным приращением функции двух переменных?
6 . Что называется полным приращением функции двух переменных?
7. Дайте определение частной производной функции двух переменных.



8 . Укажите геометрический смысл частных производных функции двух 
переменных.

9. Что называется частным дифференциалом функции двух переменных и каков 
геометрический смысл?

Ю.Что называется полным дифференциалом функции двух переменных?
11. Сформулируйте правило дифференцирования сложной функции.
12. Что называется полной производной и как она находится?
13. Сформулируйте правило дифференцирования неявной функции одной 

независимой переменной.
14. Как определяются частные производные второго порядка?

3.2. Применение функции многих переменных

1. Необходимое и достаточное условия экстремума 
Определение. Точка М 0( ^ ; у 0) называется точкой э к с т р е м у м а  (максимума 

или минимума) функции z = /(•*; у ), если в некоторой окрестности точки 
М0{х0;у0) выполняется условие/(.т0.У о )- / ( Х'У) или /(•*<>>Уо)-  /С *'?), 
соотвеоственно.

Теорема (н ео б х о д и м о е  у с л о в и е  эк ст р ем ум а ). Если в точке Л40(д^,у0) 
дифференцируемая функция z = /  (х,у) имеет экстремум, то ее частные

производные в этой точке равны н улю :/ ,  (х0,у о) = О , /,. (х0,у0) = 0 .
Определение. Точки, в которых частные производные равны нулю, 

называются стационарными точками функции Z = f(x ,y ).
Точками экстремума непрерывной функции двух переменных могут быть и 

точки, в которых функция не дифференцируема. Так, например, функция

z = -Jx + у - . имеет, очевидно, в начале координат минимум, равный нулю, но в 
этой точке функция не дифференцируема; график этой функции есть круглый 
конус с вершиной в начале координат и осью, совпадающей с осью O z .

Определение. Точки, в которых частные производные равны нулю или не 
существуют называются критическими точками функции Z = f ( x , y ) .

Таким образом, экстремумы функции могут быть только в критических 
точках.
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Теорема (достаточное условие экстремума). Пусть в критической точке 
М0(х0;у0),  и некоторой ее окрестности функция z = f  (х,у) имеет непрерывные 
частные производные до второго порядка включительно. Вычислим

A = g  ВС =АС-ЕГ , где A = f ' ( x 0;y0), B = f ' { x 0;y0\  С  = / ' ( . ^ ; у 0), х0 ,у0.

координаты критической точки. Тогда:
а) если Д > 0, то в данной критической точке М0(д^,;у0) функция имеет 

экстремум: при А < 0 (или С < 0) М0(л0;у0) -  точка максимума, а при А > 0  (или 
С > 0) -  точка минимума;

б) если Д< 0, то в точке М 0(х0;у0) нет экстремума;
в) если Д = 0, то требуется дальнейшее исследование.

2. Нахож дение экстремума функции двух переменных
Исследование на экстремум функции двух переменных производится по 

следующей схеме:
/ /

1. Находят частные производные первого порядка f ,  (х, у) и f y (х, у ) .
2. Находят критические точки, в которых производные равны нулю (решив

/ /
систему уравнений f„ (х, у ) = 0 , /,, (х, у) = 0 ) или не существуют.

3. Находят частные производные второго порядка.
4. Вычисляют значения частных производных второго порядка в критических 

точках.
5. Находят значение определителя Д =АС-В~.
6 . Определяют знаки определителя Д в критических точках, принимают решение 

о характере экстремумов (если они существуют) и находят их значения.
Пример. Найти экстремумы функции г = 3 х + 3 у - х  - х у —у 2- 6 .
Решение:

1 . z'x = 3 -  2х -  у, z v = 3 -  х -  2 у .

[ 3 - 2 х - у = 0  |2х + у = 3

2 ' { з - , - 2 , . о Ч <  + 2 ,  = 3 Э  '
Получили одну стационарную точку (1; 1).

3 • / '  (х, У) = - 2 , / '  (х, у) = - 1; / '  (х, у) = - 2

4. А = / : (1:1) = -2; В = /'(1Ц) = —1; C = / '( l ; l ) = - 2

5. А = А С - В 2 = (-2 )  (-2 )-(-1 )-  = 4 -1  = 3
6 . Так как Д = 3 > 0  и Л = - 2 < 0 ,т о в  точке (1;1) функция принимает 

максимум: za„ = 3-1 + 3 1  — I2 —11 — I2 + 6  = 3 + 3 — I — 1 —1 + 6 = 9 .
Пример. При каких размерах открытая прямоугольная емкость объемом 4 

кубических метров имеет наименьшую поверхность?
Решение: Обозначим размеры основания емкости через х и у, высоты через I 

Тогда объем V = xyz, а площадь поверхности S =  ху + 2xz + 2yz- Выразим и а



V 2V 2V
первого равенства z = — и подставим во второе. Получим, что о = ху н + —— -

функция двух переменных. Исследуем ее на экстремум и получим оптимальные 
размеры емкости: а  = у =  \/2V  = 2 м, z = 0,5^2V  = 1 м.

Контрольные вопросы:
1. Какие точки называются стационарными точками функции г = / ( а ;  у) ?
2. Какие точки называются критическими точками функции г =  / ( а ;  у )  ?

3. Сформулируйте необходимые условия существования экстремума функции двух 
переменных.

4. Сформулируйте достаточные условия существования экстремума функции двух 
переменных.

4. Обыкновенные дифференциальные уравнения

4.1. Дифференциальные уравнения первого порядка

1. Основные понятия.
Определение. Дифференциальными уравнениями называются уравнения, 

в которых неизвестными являются функции одной или нескольких переменных, и в 
уравнения входят обязательно производные этих функций. Если неизвестной 
является функция одной переменной, то дифференциальное уравнение называется 
обыкновенным. Если неизвестная - функция нескольких переменных, то 
Уравнение называется уравнением в частных производных.

Мы будем рассматривать лишь обыкновенные дифференциальные уравнения. 
Начнем с дифференциальных уравнений первого порядка. Это уравнения, в 

которые входит лишь первая производная неизвестной функции. Это уравнение 
может быть записано в виде

Здесь - Я х .у У )  = 0 . (1)
х  '  независимая переменная, у  - её неизвестная функция,

у '  ~  и У ^
dx '  пРоизв°Дная функции у, F  - заданная функция трех переменных х.у .у .

Приведем примеры дифференциальных уравнений первого порядка:
g  -v ~ А = 0; Asiny' -  lny = 0; Acosy + (у' -  y2)siav = 0.

незаи некотоРЬІХ случаях уравнение ( 1 ) определяет переменную у  как функцию 
исимых переменных а и у:
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г /  = f(x,y). (2)
Тогда дифференциальное уравнение (2) равносильно дифференциальному 
уравнению (1) и называется раірешенным относительно производной.

Определение. Решением уравнения (1) называется любая функция у= (р (д), 
определенная на некотором промежутке (jci, х2), что при подстановке её вместо у в 
уравнение ( 1 ) получается верное равенство на всем промежутке ( л 'ь  л ч ) .

Решений дифференциального уравнения может быть бесчисленное 
множество.

Определение. Совокупность всех решений дифференциального уравнения 
называется его общим решением. Оно включает произвольную постоянную и 
может быть записано в общем виде как у  = <р{х,С).

Придавая произвольной постоянной С  определенные числовые значения, 
будем получать частные решения.

Задача по отысканию частного решения называется задачей Коши: найти 
такое решение дифференциального уравнения, которое удовлетворяет условию

у(дс0) = у0. (3)
Условие (3) называется начальным условием.

2. Уравнения с разделяющ имися переменными  
Определение. Если в уравнении (2) /  (х,у) = /i(x)/2(y), то такое уравнение

называется уравнением с разделяющимися переменными. Запишем его в виде:

X  = / ,(* ) / ,  (у) (4)
ах

Предполагая, что / 2(у) Ф 0, преобразуем уравнение (3):

- ̂  -  fAx)dx  (5 )

Уравнение (5) называют уравнением с разделенными переменными. В обеих 
частях полученного уравнения стоят дифференциалы некоторых функций 
аргумента х  (так как у  есть функция от х). Из равенства дифференциалов этих 
функций следует, что сами функции отличаются одна от другой на константу. Для 
нахождения общего решения дифференциального уравнения надо 
проинтегрировать обе части уравнения (5).

3. Л инейны е дифференциальные уравнения
Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка называется 

линейным, если оно содержит искомую функцию у  и ее производную у ’ в первой 
степени и не содержит произведениеуу'.
Общий вид такого уравнения:

y '+ P (x )y  = Q(x) (6)

Если в (6 ) правая часть Q(x) = 0, то уравнение называется линейным 
однородным, в противном случае -  неоднородным.
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Для решения (6) заменим искомую функцию у  произведением двух других 
функций, то есть введем подстановку

у  = и(х) ■ v(x) (7)
Дифференцируя (7), получим:

y ' = u'v + uv' (8 )
Подставив (7) и (8 ) в (6 ), получим:
и V + uv' + Р(х) ■ и ■ v = Q (x) или і'[«' + Р(х) • и] + uv = Q(x) (9)
Так как искомая функция у  представлена в виде произведения двух других 

неизвестных функций, то одну из них можно выбрать произвольно. Выберем 
функцию и(х) так, чтоб выражение в квадратных скобках было равно нулю. Для 
этого надо найти хотя бы одно частное решение уравнения

-  + Р (х )-и =  0 , (10)
dx

которое является уравнением с разделяющимися переменными. Разделим
du _  du п, , ,переменные —  = -Р (х ) и => —  = ~P(x)dx и проинтегрируем 
dx и

In f  —\ P ( x ) d x  / і і ч
и = - 1 P(x)dx , откуда получаем и = е (11)

Подставив (11) в (9) с учетом (10), получим е ' ■ v = Q{x) , откуда

dv = Q(x)e^ PU)dx dx\ o = J  Q(x)e^ P(r)‘lx + c.  (12)
Подставив ( 1 2 ) и ( 1 1 ) в (7), получим общее решение уравнения (6).

- \P lx )tLx
у - е ‘ (13)

Пример. Решить уравнение у ' + — = у 2 In х
х

Решение. Положим у  = «-о, тогда у  = u'v + uv’ и уравнение примет вид:
/  /  I I I )  /  U /  , / 1 л \UV + UV+ —  = 1пл; или v(u +—) + uv = In л: (14)

X х
Выберем функцию и так, чтобы выполнялось равенство

и ' + - = 0  (15)
х

Из уравнения (15) получаем частное решение и = — и подставляем его в уравнение
х

(14). Получим уравнение
, 1 2 1 v  = — v l n x

с разделяющимися переменными. Находим его общее решение:
d v  , dx dv—  = lnx— ; —
v x v

■ = lnx— ; —  = In.rd(ln.v)

Интегрируя последнее уравнение, получим
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1 (In .г)
—  =  + С , откуда

v 2
2v

(1пл) +2 С 
2

Следовательно, y  = u v  =  —   —  - общее решение заданного уравнения.
х(\п х + 2 С)

Контрольные вопросы:
1. Какие уравнения называются дифференциальными ?
2. Что является решением дифференциального уравнения ?
3. Как решаются уравнения с разделенными переменными ?
4. Какая функция называется однородной ?
5. Какие уравнения называются однородными 1-го порядка ?
6 . Какая замена переменных применяется при решении однородных уравнений?
7. Какие уравнения называются линейными ?
8 . Какие уравнения называются линейными однородными?

4.2. Дифференциальные уравнения высших порядков

1. Основные понят ия  
Определение. Дифференциальным уравнением и-го порядка называется 

уравнение, в которых наивысший порядок производных, входящих в уравнения, 
равен п. В общем случае оно имеет вид

ғ ( х ,  у, у', у*,..., у(,|,)=О 
Определение. Уравнение вида

yM = f(x ,y ,y ' у (" " °)
называется уравнением дифференциальным уравнением п -го  порядка, 
разрешенным относительно старшей производной.

Общее решение уравнения п -го  порядка зависит от п произвольных 
постоянных: у  = /(л ,С ,,С 2 ,...,С„). Для получения частного решения задают 

начальные условия: у{х0)= у 0, у’(х0)=у'0 ,..., у(',' ' )(л0) = Уо"1).

2. Л инейны е дифференциальные уравнения 2-го порядка 
Определение. Уравнение вида

y’ + p{x)y+ q{x)y= f{x), (1)

где у  -  искомая функция, а р(х), q(x) и fix )  -  непрерывные функции на некотором 
интервале (а,Ь), называется линейным дифференциальным уравнением 2-го 
порядка
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Если /(х )  = 0, то уравнение (1) называется линейным однородным 
уравнением, в противном случае -  неоднородным.

Рассмотрим важный частный случай линейных дифференциальных уравнений 
2 -го порядка, а именно когда функция р(х) и q(x) являются постоянными 
величинами. Такие уравнения называются линейными уравнениями с 
постоянными коэффициентами.

3. Л инейное однородное уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами.
y ’ + p y '  + qy = 0  (2)

Для нахождения общего решения уравнения (2) составляется уравнение
k 2 + p k  + q = 0 , (3)

которое называется характеристическим.
Характеристическое уравнение (3) является квадратным уравнением и, 

следовательно, имеет два корня к\ и к2. В зависимости от их значений получается 
три вида решений:

1 ) если корни характеристического уравнения вещественные и различные 
(fcj ф кг ), то общее решение уравнения (2 ) имеет вид

y  = Ctek‘x + C2eh x;
2 ) если корни характеристического уравнения вещественные и равные 

(*, =к2 = к), то общее решение имеет вид
у = (С1+С2х)екх;

3) если корни характеристического уравнения комплексные 
(£, ~ а + 0i,k2 = a -j3 i) ,  то общее решение имеет вид

у = еах (С, cos Дх + С , sin /Зх)
Пример. Найти общее решение уравнение у ’ + у ’ -  2у = О
Решение: Характеристическое уравнение имеет вид к 2+ к - 2  = 0 ; его корни 

КЧ = 1,кг = - 2  вещественные и разные. Общее решение уравнения имеет вид 
У -С {ех +С2е~2*

Пример. Найти общее решение уравнения у " - 2 у '+ у  = 0  .
Решение: Характеристическое уравнение имеет вид к 2 -2 к  + 1 = 0 ; его корни 

kt = к2 = 1  вещественные и равные. Общее решение уравнения имеет вид 
У = (С1+Сгх У

Пример. Найти общее решение уравнения у '-4 у '+ 1 3 у = 0  .
Решение: Характеристическое уравнение имеет вид к 2 -4 £  + 13 = 0 ; его корни 

*і = 2 + 3i,k2 = 2 - 3 і комплексные.
Общее решения уравнения имеет вид у = е2х(С, cos3х + С 2 sin За)

4. Л инейны е неоднородные дифференциальные уравнения  
второго порядка с постоянными коэффициентами.

y '+ p y '+ q y  = f { х) (4)
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Общее решение такого уравнения представляет собой сумму общего решения 
соответствующего однородного уравнения и частного решения неоднородного 
уравнения.

у = Ү + у  (5)
Для нахождения частного решения можно применить метод вариации 

произвольных постоянных. Однако если в правой части уравнения (5) стоит 
многочлен, либо показательная функция, либо тригонометрическая функция sinjix 
или cosflx, либо линейная комбинация перечисленных функций, то частное 
решение может найдено методом неопределенных коэффициентов, не содержащий 
процесса интегрирования.

Рассмотрим различные виды правых частей уравнения (5).
1) Правая часть имеет вид

А х ) = Ф )
где Р„ (х) = а0х" + а,х"~1 н----г апАх  + ап - многочлен степени п.
Тогда частное решение у  можно искать в виде

y  = R„{x)xr
где R„(x) - многочлен той же степени, что и Р„(х), а г - число корней 
характеристического уравнения, равных нулю.

Пример. Найти общее решение уравнения у , - 2 у '+ у  = х + 1 
Решенье: Общее решение соответствующего однородного уравнения имеет вид 

Y = (С, + Сгх)ех (см. выше). Так как правая часть уравнения -многочлен первой 
степени и ни один из корней характеристического уравнения к 2 -  2к + 1  = 0  не равен 
нулю ( kt = к2 = 1 ), то частное решение ищем в виде

у  = Ах + В
где А и В неизвестные коэффициенты. Дифференцируя дважды у  = Ах + В и 
подставляя у , у ' , и у '  в данное уравнение, найдем

-2 А  + Ах+В = х + \
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  в обеих частях равенства: 
Л = 1, -2 А + В  = \ находим: А = 1, В = Ъ.
Итак, частное решение данного уравнения имеет вид у  = х + 3, а его общее решение

у  = (С, +С2х)е ' + х  + 3
2) Правая часть имеет вид

/ ( л ) = Д ( л > “
Тогда частное решение у  следует искать в виде

y  = R„(x)xre‘*,
где г -  число корней характеристического уравнения, равных а.

Пример. Найти общее решение уравнения у " -4 у '+ 3 у  = хе*.
Решение: Характеристическое уравнение к1 -4 к  + 3 = 0 имеет кори1*

к{ = 1, к2 =Ъ. Значит Y = Схех + С2е1х. В правой части этого уравнения "

произведение многочлена первой степени на показательную функцию е т при а
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=1. Так как среди корней характеристического уравнения имеется только один ко- 
корень/t,- а - 1 , то г =1. В данном случае Р„(х)=х-многочлен первой степени. 
Поэтому частное решение данного уравнения ищем в виде 

у  = (Ах + В)хех - (Лх2 + Вх]ех.
Дифференцируя и подставляя в уравнение, получаем

- 4 А х  + 2 А -  В = х
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  в обеих частях равенства:

~4A = l, 2 А -2 В  =0, находим: А = —- ,  В = —. Подставляя найденные значения А
4  4

и В в выражение для у ,  получаем частное решение данного уравнения

у  = ^ ( * 2 +ХУ  . Тогда общее решение имеет вид

у  = С,ех +С2е3х- - ( х 2 - х ) е х

3) Правая часть имеет вид f ( x )  = acos /Зх+bsm fix 
где а,Ь и В -  известные числа. Тогда частное решение у  надо искать в виде 
у  = (Acos/& + В sinрх)х ' , где А и В -  неизвестные коэффициенты, а г - число корней 
характеристического уравнения, равных ф.

Пример. Найти общее решение уравнения у  + >* = sin дг
Решение: Характеристическая уравнение /с2 + 1 = 0 имеет корни = і,  к 2 -  - І .

Поэтому К = С, cos х+ С , sin т. В правой части равенства -  тригонометрическая 
функция sin х, т.е. а = 0, b = 1, /3 = 1. Так как г(3 = / -  корень характеристического 
уравнения, то г = 1  и частное решение надо искать в виде

у  =(A cosjt + fisin jt)x  
Дифференцируя и подставляя в уравнение, получаем

2 (-  A sinx + Bcosx) = sin х,

откуда А = -^-, в  = 0. Таким образом, частное решение ,у = —̂ ax o sx  Общее 

решение уравнения

у  = С, cosjt + С, sin л ——л cos х.
1 2 2 

Контрольные вопросы:
*' Какие уравнения называются линейными уравнениями 2 -го порядка?
• Какие уравнения называются линейными однородными уравнениями 2 -го 
порядка?
Как составляется характеристическое уравнение ?

• Какой вид имеет общее решение линейного однородного уравнения 2 -го 
порядка с постоянными коэффициентами ?

• акие уравнения называются линейными неоднородными?
■ ^ акую структуру имеет общее решение линейного неоднородного уравнения 

■го порядка с постоянными коэффициентами?
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7. Как зависит частная составляющая общего решения от вида правой части 
неоднородного уравнения ?

5. Кратные интегралы и их приложения

5.1. Кратные интегралы

1. Двойной интеграл
Пусть в замкнутой области D плоскости Оху задана непрерывная функция

z = /(x ;y ) .
1. Разобьём область D  на п «элементарных областей» D, (і' = 1,л), площади 

которых обозначим через AS,, а диаметры (наибольшее расстояние между двумя

2. В каждой области D, выберем произвольную точку М,- (х„у,) и умножим 
значение/(х,-,у,) функции в этой точке на Д5,

3. Составим сумму всех таких произведений:

/(x,;y,)AS, + f(x 2-,y2)AS2 + ...+  /(a„;y„)AS„ = ^ / ( x ^ y J A S ,  (1)
1=1

Эта сумма называется интегральной суммой функции /  (х, у)  в области D.
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4. Рассмотрим предел интегральной суммы (1) при неограниченном 
увеличении числа малых площадок (когда п стремится к бесконечности таким 
образом, что шах с/, —> 0 ).

Определение. Если существует конечный предел интегральных сумм, 
который не зависит ни от способа разбиения области D  на части, ни от выбора 
точек в них, то он называется двойным интегралом от функции z = /(* ; у) по 
области D:

\\ f { x \y )d S  = J im  £ / ( .* , . ,у,.)Д5,. (2)
D (maxrf, -»0) ,=*

В этом случае функция f i x ,  у) называется интегрируемой в области D.
Так как предел интегральных сумм не зависит от способа разбиения области, 

то мы можем разбивать область D на площадки прямыми, параллельными 
координатным осям.

\
{ й

/
ч

АX, X

Тогда \ j f (x ;y )d x d y =  Hm £ / ( * , . ,  у,. )Дх,.Ду( ,
О (max(/,-+0)

где D -  область интегрирования; х н у -  переменные интегрирования; dxdy - 
элемент площади в декартовых координатах, равный площади прямоугольника со 
сторонами dx и dy.

Теорема (достаточное условие интегрируемости функции). Если функция 
1 ~ fix', у) непрерывна в замкнутой области D, то она интегрируема в этой области.

2. Основные свойства двойного интеграла
Е IIе /  (х, y)dxdy =с ■ \ \  f i x ,  y )dxdy , с -  const. 

t
2 - ] \ lM x ,y )± f2(x,y)]dxdy = | | / , (т ;у )dxdy ± \ \ f 2(x,у )dxdy.

° ° D
* Если область D  разбить линией на две области D t и D 2 такие, что D \\JD 2 =  D,

а пересечение D, и D2 состоит лишь из линии, их разделяю щ ей, то  

J J /U , y)dxdy  =Jj f { x ,  y)dxdy  + JJ f i x ,  y )dxdy .
D D, D,

4- Если в области D  функции f i x , у )  и <pix,y) удовлетворяю т неравенству

f ( x , y ) >  (pix, у ) , той  я / ( *  , у)dxdy  > |J  (pix, y ) d x d y .
D D

5- Если в области D имеет место неравенство f i x , у )  > 0 , т о и  | | / ( т ,  y)dxdy > 0 .
D
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' І 6. j f d S = S .
D

7. Если функция /(х ,у )  непрерывна в замкнутой области Д  площадь которой 

равна S, то >nS < JJ f(x\y)dxdy < M S , где m и M  -  соответственно наименьшее и
D

наибольшее значения подынтегральной функции в области А
8 . Теорема о среднем значении. Если функция /(х ,у )  непрерывна в замкнутой 

области А  площадь которой S, то в этой области существует такая точка 
Р(хо.уо), что \ \ /(-г ,y)dxdy = / ( х 0, у0) • S .

D

Величину / ( х 0, у0) = — JT /(x ;y)dxdy называют средним значением функции /(х ,у )
s  D

в области А

6. Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах
Определение. Область D  называется правильной в направлении оси Ох (Оу), 

если прямая, параллельная Ох (Оу) и проходящая через внутреннюю точку 
области, пересекает ее границу только в двух точках.

Пусть правильная в направлении оси Оу область ограничена прямыми х = а и 
х  = b (а < Ь), кривыми у = до(х) и у = <pi(x), причем (р\ < (р, для всех х е  [а\Ь].
Тогда вычисление двойного интеграла сводится к последовательному вычислению 
двух определенных интегралов

\\f{x ,y )d xd y  = jd x  j f( x ,y )d y  (3 )
D a « ( t )

Формула (3) представляет собой способ вычисления двойного интеграла в 
декартовых координатах.

Правую часть формулы (3) называют двукратным  (или повторным) 
интегралом от функции /(х ,у )  по области D.

<р2(х)

При этом jf(x ;y)dy  называют внутренним интегралом.

Для вычисления двукратного интеграла сначала находят внутренний интеграл, 
считая х постоянным, затем внешний интеграл, т.е. результат первого 
интегрирования интегрируют по х  в пределах от а до Ь.

Если правильная в направлении оси Ох область D ограничена прямыми У 
= c n y  = d (c < d ) ,  кривыми х = <Р\(у) и х = (рг(у), причем (р\< (р> для всех у е  [c;d],

d VlM
то аналогично получим: J j /(х , y)dxdy = J  dy I  f( x ,y )d x .

О с « (у )

Здесь, при вычислении внутреннего интеграла, считаем у постоянным. 
Замечание. Границы внешнего интеграла в двукратном интеграле всегда 

постоянны, а внутренние, как правило, переменные.
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Пример. Вычислить интеграл j j(x  + 2v)dxdy, где область D ограничена
D

линиями у  = х ', у  = 2х.
Решение.
1. Найдем границы интегрирования. Для этого:

а ) найдем сначала точки пересечения кривых, ограничивающих область D:
„2у  — х

=> х 2 =2х => х, = 0 , х г - 2 .  Таким образом, определили границы
[у = 2х
интегрирования по переменной х: а = 0 , b = 2  ;

б) определим нижнюю и верхнюю границы п от, найдя ординаты точек кривых при 
любом значении х е  (0;2). Очевидно, что х1 < 2х, то есть (р\(х) = дг, <Pi(x) = 2х.

г гх 2 г  2 X
2. I f (-г + 2y)dxdy = jd x j(2 x+ y)d y  = jV/r■ j 2xy + —  J2/  =

D 0  v!  О V  2 J

= l ] x 2dx = l , 2 = 2 8 = 9i
о 3 3

4. Прилож ения двойного интеграла
1. Геометрический смысл двойного интеграла: величина двойного интеграла 

от неотрицательной функции равна объёму цилиндрического тела, ограниченного 
снизу областью D, сверху- поверхностью z = f ( x , y ) ,  а с боков цилиндрической 
поверхностью, образующая которой параллельна оси Oz, а направляющей является 
граница области D.

V = \\f(x ,y )d x d y
D

2. Физический смысл двойного интеграла: двойной интеграл от функции р  
(лүу) численно равен массе плоской пластинки, если подынтегральную функцию р 
(ту) считать плотностью этой пластинки в точке (дг,у)

т - 1 |  р(х; y)dxdy
D

3. Площадь плоской фигуры
Если положить в формуле объёма цилиндрического тела /(д:,у) = 1 , то тело 

«превратится» в прямой цилиндр с высотой Н =1.Объём такого цилиндра, как 
известно, численно равен площади 5  основания D :

S = \\dxdy
D

4. Статические моменты фигуры D относительно осей Од: и Оу могут быть 
вычислены по формулам:

М, = jjy-p(x;y)dxdy  и М у = J jV  p{x\y)dxdy
_  D D

5- Координаты центра тяжести плоской фигуры по формулам:
М , М,.

*с = —  И Ус = ---
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у 6. Моменты инерции плоской фигуры относительно осей Ох и Оу :

ix = Я  У2’ y)dxdy / у = fjV  • р(х; y)dxdy
о D

5. Тройной интеграл, его вычисление и прилож ения
Пусть в замкнутой области V пространства Oxyz задана непрерывная функция 

>1 = f ( x , y , z ) . Аналогично понятию двойного интеграла введем тройной 
интеграл от функции и =  f ( x , y ,  z) по области V как предел интегральных сумм:

/ { { / ( * .у , ; У у = J i m  £/(*„> > ,.*,)Av, или
^  (тах</,->0) <-1

Я j n , y .  z)dxdydz = п lim £ / ( . * , ,  у ,, z,)Дт,Ду,Дг,П-Уоо
(тах*/,-»0) 1

Вычисление тройного интеграла производится через трехкратный интеграл:
* (М*) Гг(*.у)

J\ ) f{ x ,y ,z )d x d y d z = \d x  jd y  j f ( x ,y , z ) d z ,
V а я (х) V\(x-y)

где х  — а, х  — Ь, у = (pix) и у  = <р,(х) -  границы области D на плоскости Оху, в 
которую проектируется область V; Z = y/X (х, у )  и z = ip2 (х, у )  - уравнения 
поверхностей, ограничивающих область V снизу и сверху, соответственно.

Тройные интегралы применяются для нахождения различных геометрических 
и физических величин аналогично двойному интегралу.

1. Объем тела Е = jjjdxdydz
V

2. Масса тела т = ЯК- y\z)dxdydz
V

3. Статические моменты тела относительно координатных плоскостей Оху,
Oxz, Oyz

M „=\\\zp(x-,y\z)dxdydz, М к = jjjyp(x;y;z)dxdydz, M r  = fffxp(x;y-,z)dxdydz
v  V v

4. Координаты центра тяжести

_ М п  , = М ^
с » У с  >т т т

5. Моменты инерции относительно осей координат

l x = { { J V  + z2)p{x:y\z)dxdydz, l y = J J j V  + z 2)p(x;y;z]dxdydz,
V у

Л- = J J j V  + y 2 )p{x; y; z)dxdydz
V

2. Центробежные моменты инерции
= \\\xyp{x-,у ;z)dxdydz, / „  = fjjyzp (x;y;z)dxdydz.

/,. = jjjxzp(x;y;z}dxdydz
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Контрольные вопросы:
1. Что называется двойным интегралом ?
2. Каков геометрический смысл двойного интеграла ?
3. Каково достаточное условие интегрируемости функции ?
4. Перечислите свойства двойного интеграла.
5. Что называется двукратным интегралом ?

Как вычисляется двойной интеграл в декартовых координатах 
Как вычисляется двойной интеграл в полярных координатах ? 
Как вычисляется объем цилиндрического тела ?
Как вычисляется масса плоской пластины ?

10. Как вычисляются статистические моменты плоской фигуры ?
11. Как вычисляются моменты инерции ?
12. Как вычисляются координаты центра тяжести ?

5.2. Кратные интегралы в криволинейных координатах

1. Вычисление двойного интеграла в полярны х координатах
В полярной системе координат положение точки Р на плоскости определяется 

ее расстоянием г (длина радиуса-вектора точки) от начала координат (называемого 
полюсом) и углом ч> между радиусом-вектором точки и полярной осью. Причем 
угол (р равен углу, на который надо повернуть полярную ось против часовой 
стрелки до совмещения с радиусом-вектором точки.

Если полюс поместить в начале декартовой системы координат, а полярную 
°сь совместить с осью О.т, то переход от декартовых координат к полярным 
осуществляется по формулам: х  = г cos <р, у  = rsm(p dxdy = rdrd (р. Тогда получаем:

JJ/Ot, y)dxdy=jjf(rcos<p,rsin<p) r drd(p,
1_£____________cf______________________

где D . область в полярной системе координат, соответствующая области D  в 
Декартовых координатах.

Для вычисления двойного интеграла в полярных координатах применяют то 
же правило сведения его к двукратному интегралу.

Замечание: переход к полярным координатам полезен, когда подынтегральная 
Функция имеет вид f i x 2 + у 2); область D  есть круг, кольцо или часть таковых. 

Пример. Вычислить Ц-^9-  jt! -  у 2dxdy, где область D- круг х + у 2 5  9 

Решение:
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■

t 1 Перейдём к полярным координатам:

у 1 dxdy = J J ^9 -  (гcos <ру -  (rsin <р)2 ■ rdrd(р = f jг - -J 9 -г 1 drd<p.
Г> O ' D-
Область D' в полярной системе координат определяется неравенствами 

0<<р<2тг, 0 < г < З .Т о гд а

л 2л к
Решение: v  = jfjd xd yd z = j j j  г2 sin BdrdcpdB = |s in  6W6* j d tp j r 'd r  =

v V* 0 0 0
«  n  3  o 3

= = —  J s i n ^ 0 -2 ;r = :̂ p - ( - c o s / r  + cosO) =
2 /ztf 4

2k  3■  - n  j  __________ I 2л - 3 ^  I 2/T

j j  г • y/9 -  r2 dr dip -  J  dipj  r • V9- r 2dr = —  J (9 -  r 2 ) 2 • </(9 -  r 2) = —
n o o  ^ o o  2 - q

( 9 - r 2) | - 2  
  2

-і|(0 -27)< /<р  = 9<г>
|2/r

18/r

2. Вычисление тройного интеграла в цилиндрических координатах
В цилиндрической системе координат положение точки М  в пространстве 

определяется полярными координатами (г,(р) ее проекции на плоскость Оху и 
апликатой (г). I

Связь между декартовыми и цилиндрическими координатами точки М 
осуществляется по формулам: x  = rcos<p, у  = г sin <р, z - Z -  Элемент объема в 
цилиндрических координатах равен dv=rdrdcpdz. Тогда тройной интеграл от 
функции и =  / (х, у , г) по области V будет иметь вид

J J j7 ( r c o s  <р, г sin q>, z)rdrdipdz,
V*

где V  - область в полярной системе координат, соответствующая области V в 
декартовых координатах.

3. Вычисление тройного интеграла в сферических координатах
В сферической системе координат положение точки М  в пространстве 

определяется ее расстоянием г  от начала координат (длина радиуса-вектора 
точки), углом в  между радиусом-вектором точки и осью Oz и углом <р между 
проекцией радиуса-вектора точки на плоскость Оху и осью Ох.

Связь между декартовыми и сферическими координатами точки М I 
осуществляется по формулам: х  = rsinffcostp, у  =  rsin  #sin (p. z  = r cos#. Элемент 
объема в сферических координатах равен dv = г 2 sin Ө drd<pdO. Тогда тройной 
интеграл от функции и  =  / (х, у , z) по области V будет иметь вид

\ \ \ f ( r  sin Ө cos $о, r sin Ө sin (р, r cos Ө) r 2 sjn Bdrd/pdB
V'

Замечание: переход к сферическим координатам полезен, когда 
подынтегральная функция имеет вид / ( х 2 + у2 + г2); область V  есть шар с центро»1 

в начале координат или шаровое кольцо.
Пример. Вычислить объем шара радиуса R.

Контрольные вопросы:
1. Какие координаты называются полярными ?
2. Как вычисляется двойной интеграл в полярных координатах ?
3. Какие координаты называются цилиндрическими ?
4. Как вычисляется тройной интеграл в цилиндрических координатах?
5. Какие координаты называются сферическими ?
6 . Как вычисляется тройной интеграл в сферических координатах ?
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6. Ряды и их применение

6.1. Числовые ряды

1. Основные понятия. Сходимость числового ряда  
Определение. Числовым рядом называется бесконечная последовательность

чисел к, ,/«2 ,и 3 ,...,ип..., соединенных знаком сложения: И, +  и 2 + и ъ + ...

“ - + “ Л+1 + ...=  Х Мл

ряда.
Числа м1 ,и 3,м3,...,мп...называется членами  ряд а а и п общим членом

0 6 щ„» ч„е„ ряда « . Ф > ™ “ * "  Г Мо =
аналитическое выражение этой функции, * 
значения 1,2,3..., можно найти сколько угодно членов ряда.

Ряд считается заданным, если известен его общий' ч_ частичной
Определение. Сумма первых п членов ряда называется

с у м м о й  ряда и обозначается S„ ■ S„= ui + и 2 + из + --- + 1<л-> ■
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Определение. Если бесконечная последовательность частичных сумм ряда 
5 1 ,5 2 ,5 3,...,S„,S„+i...- имеет конечный предел, то есть limSn = S. то ряд

называется сходящимся.
Число 5 называется суммой сходящегося ряда.
Определение. Если частичная сумма S„ не имеет конечного предела при 

п —» °° , то ряд называется расходящимся. В этом случае не имеет смысла 
говорить о его сумме.

Определение. Если ряд сходится и его сумма равна S , то разность 
S ~ S „  называется п- jи остатком ряда и обозначается R,,.

Остаток R „=  и„+1 +  ил+, + и п+} + .. .-  также является числовым рядом.

2. Необходимый признак сходимости числового ряда
Теорема ( необходимый признак сходимости ).

Если ряд н, + и2 +м 3 и , сходится, то его общий член 11,,

стремится к нулю при л —э°°, то есть и п = 0  .Если же lim ип Ф О, то ряд

расходится.
Пример. Проверить, выполняется ли необходимое условие сходимости

1 1 1 1  1для ряда 1 + — + — + — + —+ 
к 2 3 4 5 л
Решение'.

1іши„ =  Jtfn— = 0 .  Необходимое условие сходимости выполняется. Однако

можно показать, что данный ряд, называемый гармоническим, расходится.
Ниже будут рассмотрены дополнительные (достаточные) условия сходимости 

рядов.

3. Основные свойства сходящ ихся рядов
Свойство 1. Если ряд +м2+н3 +..д<„ + ... сходится и имеет сумму S,

то его можно почленно умножить на одно и тоже число С (С * 0 ) .  При этом
полученный ряд Си, +Си2 +Си. + ... + Сип +... гоже сходится и имеет сумму CS.

Свойство 2. Сходящиеся ряды можно почленно складывать и вычитать. 
Если ряд и, + и 2+н3 +..щ„ + ... сходится и имеет сумму А, а ряд
v, + v2 +v3 +... + v„ +... сходится и имеет сумму В, то ряд
(л, +v,)+(m 2 + v2)+...(«„ + v„)+... сходится и имеет сумму А+В, а ряд
(и, —v,) + ( «2 - V 2)+... + (ua - v , ,) + ... сходится и имеет сумму А-В.

Свойство 3. Если ряд сходится, то сходится ряд, полученный из 
данного путем приписывания или отбрасывания любого конечного числа 
членов.



4. Дост ат очные признаки сходимости 
Признак сравнения 1.
Пусть даны два ряда с положительными членами:

и, +м 2 + н 3 + ..л„ + ..., ( 1 )
v, +v2+Vy +... + vn + ..., (2)

причем каждый член первого ряда не превосходит соответствующего члена 
другого заведомо сходящегося ряда. Тогда:

1 ) если сходится ряд (2 ), то сходится и ряд ( 1 );
2 ) если расходится ряд ( 1 ), то расходится и ряд (2 ).
Признак сравнения 2
Если при п —>°о существует конечный, отличный от нуля, предел

ип _
отношения общих членов рядов ( 1 ) и (2 ), то есть lim— - к  * 0 , тол-»- Vn

рассматриваемые ряды либо оба сходятся, либо оба расходятся.
Для сравнения используются ряды:

1 ) геометрический: ^ a q n~x = a + aq + ...+ aqn~x + ... ( а ^ 0 ), который при

!</| < 1 ряд сходится, а при |<?| > 1 расходится.

V 1 1 1 1 1 1 1
2 ) обобщенный гармонический ряд: _  + + ‘7Г + ТТ + " ,Т  + " ->

„=1 п 2 3 4 j  п
который сходится при ог> 1, расходится при а < \ .

Признак сходимости Даламбера.
Если в ряде с положительными членами u l + u 2 + u i + ... ип + « „ +1 + .. . .  

отношение (и+1 )-го члена к л-му при п — имеет конечный предел q, то есть

lim _
„ -2  и ~ Ч ,  то при:

а) q < 1 -  ряд сходится;
б) q> 1 -  расходится;
в) q = 1 -  может сходиться, то есть надо применить другие признаки 

сходимости.

Пример. Исследовать на сходимость ряд — .
" я !

Решение:
1и

«! ’ U'*x (п + 1)!
. Применяем признак Даламбера:

п -lim  1 1 ,• п\ .. 1-2-3 - п .. 1 „“ „ 7---- 7 7 : — = lim-; г = lim-------------- т------г = lim------= 0
■*“ (0 + 1)! п\ "-*-(/1 + 1)! 1-2-3---л-(л + і) "-•“ л + І

Так как q <1, то по признаку Даламбера исследуемый ряд сходится.
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Радикальный признак сходимости Коши. Пусть -ряд с
/1=1

положительными членами и существует конечный предел lim^/й~  = q . Тогда при:

а) q < 1 -  ряд сходится;
б) q> I -  расходится;
в) q = 1 -  может сходиться, то есть надо применить другие признаки 

сходимости.
Интегральный признак сходимости Коши. Если функция /  (х) на 

промежутке [l,+°°) является непрерывной, положительной и монотонно 
убывающей, то числовой ряд и, + и2 +и} +... + ип + ..., где « „= /(/? ), сходится,

если сходится несобственный интеграл J  f[x)dx, и расходится если этот
I

несобственный интеграл расходится. \
Определение. Если среди членов данного ряда имеются как 

положительные, так и отрицательные, то такой ряд называется 
знакопеременным.

Определение. Знакопеременный ряд называется знакочередующимся, 
если любые два члена рядом стоящие имеют противоположные знаки. 
Знакочередующийся ряд можно записать так:

и, и 2 +и} - и 4 + ... + ( - і ) 'І_Ім„ + ...,
Для знакочередующихся рядов справедлив признак сходимости Лейбница.

Признак Лейбница. Если члены знакочередующегося ряда монотонно 
убывают по абсолютной величине и предел общего члена м„ равен нулю при 
п —> ° ° , то ряд сходится и его сумма по абсолютной величине не 
превосходит абсолютной величины первого члена.

Пример. Доказать сходимость ряда
, 1 1 1  / .V-1 1
1 _ т + т _ 7 + - + (-1 ) —+•••2 3 4 п

Решение:
Данный ряд удовлетворяет условиям признака Лейбница: члены ряда по

абсолютной величине монотонно убывают, так как 1 > і > - > —... и
2 3 4

lim и* = 1пп~ = 0 • Следовательно, по признаку Лейбница, этот ряд сходится.

Следствие. Погрешность при приближенном вычислении суммы сходящегося 
знакочередующегося ряда, удовлетворяющего условиям признака Лейбница, по 
абсолютной величине не превышает абсолютной величины первого 
отброшенного члена.

Пусть дан ряд с членами произвольного знака.
//, +и2 + и} (3)

Составим новый ряд из абсолютных величин членов ряда:
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Ы  + |“ 2І+ |“ э |+ -  + к |  + -  (4 )
Определение. Ряд (3) называется абсолютно сходящимся, если сходится

ряд (4).
Определение. Ряд (3) называется условно сходящимся, если он сходится,

но ряд (4) расходится.

Контрольные вопросы:
1. Что называется числовым рядом, обшим членом ряда?
2. Что называется п-й частичной суммой ряда, суммой ряда?
3. Какой ряд называется сходящимся, расходящимся?
4. В чем состоит необходимый признак сходимости ряда?
5. Сформулируйте достаточные признаки сходимости, основанные на 

сравнении рядов с положительными членами.
6 . Сформулируйте признак Даламбера о сходимости ряда с положительными 

членами.
7. В чем состоит интегральный признак Коши о сходимости ряда с 

положительными членами?
8 . Какой ряд называется знакочередующимся? Признак Лейбница о 

сходимости знакочередующегося ряда.
9. Сформулируйте правило оценки остатка сходящегося знакочередующегося 

ряда.
10. Какой ряд называется условно сходящимся? Абсолютно сходящимся?

6.2. Функциональные ряды

1. Степенной ряд. Теорема Абеля.
Пусть дана последовательность функций, имеющих общую область 

определения.
Определение. Функциональным рядом называется ряд, членами которого 

являются функции:

и1(х)+ и2{х)+и,{х)+... + ип{х)+... = '£и„(х) ( 1 )
/7=1

Функциональный ряд при одних значениях аргумента х  может оказаться 
Годящимся числовым рядом, а при других значениях х- расходящимся. Если 
Функциональный ряд сходится при х  = х 0 , то говорят, что ряд сходится в 
точке х0.

Определение. Областью сходимости ряда (1) называется совокупность 
всех значений аргумента х, при которых этот ряд сходится.

Определение. Степенным рядом называется функциональный ряд, члены 
к°торого являются степенными функциями аргумента х, т.е. ряд вида:
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q] ao + a \ (х-дс0)+ а 2(дг-дг0)2 + ...+a„(x (2 )

где -«о данное число, a0,a t ,a2,a3. . . -  известные числовые коэффициенты.

В частности, если х 0 = 0, то получаем степенной ряд:

а0 + а,х + а 2х 2 + а}х 3 +... + а„х" +... = ^  апх" (3)
/1=1

Очевидно, степенной ряд (3) всегда сходится при х = 0.
Определение области сходимости степенного ряда базируется на теореме 

Абеля.

Теорема Абеля. Если степенной ряд сходится при X = х 0 (л0 *  0), то он 
сходится абсолютно при любом значении х, удовлетворяющем неравенству

Н < Ы -

Следствие. Если степенной ряд расходится при х  = Х0 , то он расходится 

при любом значении х, удовлетворяющем неравенству |дс|>|дг0|.

2. Интервал и радиус сходимости степенного ряда.
Из теоремы Абеля следует, что если х  0 *  0 есть точка сходимости степенного 
ряда, то интервал (-|*0 1, |х0 1) состоит из точек сходимости данного ряда.

Таким образом, степенной ряд или может сходиться при любых значениях х, 
или существует точка х 0 (|х0|= R) такая, что в интервале (- R, R) ряд сходится, а 
вне этого интервала - расходится. Тогда интерват {-R,R) называется интервалом 
сходимости ряда.

Число R  называют радиусом сходимости степенного ряда.
Чтобы найти область сходимости степенного ряда, надо сначшіа 

определить интервал сходимости (- R. R) и затем выяснить вопрос о 
сходимости ряда на концах интервала т.е. при х  = -R и при х  = R.

На практике радиус сходимости степенного ряда отыскивают с помощью 
признака Даламбера. Применим признак Даламбера к ряду, составленному из 
абсолютных величин членов степенного ряда.

• Н = Я ■ |4  гДе lim‘ = Я ■ 
а„

Ряд сходится абсолютно при всех тех значениях х, которые удовлетворяют 
неравенству.

1 1 1

1ІШ
л „/1+1аи-| * = lim11—* се

/̂1+1
а" х"

или |* |< — ,или — < * < — или ~ R < x < R ,  
Ч Ч Ч

где радиус сходимости R = — = lim
q »■

X х~
Пример. Найти радиус сходимости ряда 1+— -  н----------

3 -2  32 -3
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R - - =  l im

Решение:

= lim 3 (Л + І) = lim 3 (l + - )  = 3
3» . n n

3. Ряды Тейлора и Маклорена
Если функция fix )  непрерывна в некотором интервале, содержащем точку 

х = а, и в этом интервале имеет непрерывные производные от первого до я-го 
порядка включительно, то она может быть представлена в виде суммы многочлена 
я-й степени и остаточного члена R„(x) по формуле Тейлора:

fix) =fia) + ^ ( *  -  а) + (х -  а)2 + (х -  а)3 +... + ̂ - ( х  -  а)" + Я, (х),
1! 2! 3! п\

где Л„(*) = т —
(п + 1)!

с -  некоторое значение между а и х, то есть х  < с < а  (или а < с < х).
Если функция fix )  имеет в некотором интервале, содержащем точку х = а, 

производные любого порядка и если для некоторого значения х  остаточный член 
R„(x) в формуле Тейлора стремится к нулю при и—>°°, то получим ряд  Тейлора:

f( x )  = f (a )  + ̂ - ( x - a ) + ^ - ( x - a ) 2 + . . . + ^ ( д :-а)"+ ...
1! 2 ! п\

В частном случае, при а = 0 получаем ряд М аклорена

/ м = / ( 0  ) + m , + m ^ + ...+ m , + „.
I! 2 ! п\

4. Разлож ение в степенной ряд ф ункции ех, cos х , s in x , 1п(1+х) ,(1+х)т
Пример. Разложить в степенной ряд функцию Д а) =  ех 
Решение:
Последовательно дифференцируя функцию Д а ) , будем  иметь: 

f \ x )  = ex-J '\x )  = ex-,...fn\ x )  = ex...
Вычислим значения самой функции и ее производны х при х  =  0:

/ ( 0 ) = е° = 1; / ' ( 0 ) = е° = 1; . . . ; /<л,(0 ) = е° = 1;...
Подставив найденные значения производны х в правую часть ряда М аклорена, 
получим следую щ ий ряд:

х . 1  1 , 1 з 1 »е = 1 + — х+ — X' + — х  +... + — х  +...
1! 2 ! 3! я!

Аналогично получим разложения в ряд по степеням х  некоторых функций:

r n c v - i  х 2 х 4 • х3 х5C ° S A = 1  + ---------  S U U = X ------- + ------- --
2! 4! 3! 5!

3 5 2 3 и
arctgx = x  - —  + — + ■ • ■ ln(l + x) = x ——  + —— ... + (-l)"+l *•••■

3 5 2 3 я
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m m ( m - l )  2 -  l)...(ifi -  л + 1) „ ,(l + .v) = 1 + — .v + —  - .Г + ...  + —■------- — ------------—x  + ..., где - 1  < x<  1
1! 2! л!

Последний ряд называется биноминальным. Если т  есть число целое и 
положительное, то правая часть обрывается на (т+ 1  )-м члене, так как все 
последующие члены в этом случае равны нулю (получаем бином Ньютона).

Контрольные вопросы:
1. Какой ряд называется функциональным?
2. Что называется областью сходимости функционального ряда?
3. Какой ряд называется степенным?
4. Сформулируйте теорему Абеля о сходимости степенного ряда.
5. Как найти интервал (область) сходимости степенного ряда?
6 . Какой степенной ряд называется рядом Тейлора данной функции?
7. Как определяются коэффициенты ряда Тейлора?
8 . Напишите формулу остаточного члена ряда Тейлора.
9. Приведите необходимый и достаточный признаки разложения функции в ряд 

Тейлора.
10. Какой степенной ряд называется рядом Маклорена ?
11. Как вычисляются коэффициенты ряда Маклорена данной функции?
12. Напишите разложения в степенной ряд функций sinx, cos*, е*, ln(l+jc), 

arctgx, (l + х )т.

Материалы для самостоятельной работы 

ИДЗ №1 Дифференциальное исчисление

Контрольные задания.
№1. Найти производные, пользуясь правилами и формулами 

дифференцирования.

1.1. а) у  = (Зх-4*/х+2)2, б) y =**+1,gx,
V 1+9х2

в) у = cos3T-esmj:, г) y =  \na rc tg2 x .

1 Э «Л 3 *23 / 2~ , \ 2  gz\ arcsin3jr1.2. а) у = (3х -2V.X -1) , о) у =------- 5- ,
1 - 8дг

в) у = 2>х-tg2x, г) y = cosln5j.

1 .3 .а )у = (* 2-Л + 5 л /Г ) \ б ) у = ^ 2 1 ,
х х +е

в) у = е1р - In2л:, г) у = cosVx2 +3 .
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1.4. а )у  = (4х2 - - ^ + 4 ) \  
Jx

, ч sin 2х
б) у  =----— ,cos 5*

в) у= 2‘'/* 3 х , г) у  = arcsin In 4*.

1.5. a) y = (x5 -V ? + 1)5, «ч V 1-4х2б) у = ---------- ,Г +tgx
в) у = е"1' -sin4x, г) у = sinln5x.

1.6. а) у = (6х2 -V x+5)2,
cos3x

б) У= г—.---- ,
Ь х -+ 4

в) у = З'8' • arcsin(x2), г) y = lnsin6x.

1.7. а) y = (x + V x+ 7)\
,. 4х2 +7
б , у - ^ г , -

в) у = sin3xe"‘' ' , г) у = In arcctg Зх.

1 .8 . а) у = (Зх4 -  2>/х^ - 1)4,
Зх

б) У = ----- г ,
1 - х '

в) у = 53' • tg lx , г) y = coslnl5x.

1.9. а) у = (2х2 — l-T+ \fxy i ,
X

, ч arccos 4х
б) У= 4Х, , ’х +2е

в) у - е хях 1п5.х, г) у = cosvx3 +3.

1.10. а) у = (х2 + -т=+ 24)3, 
Jx

, ч sin4x 
б) у = — — , cos Зх

в) у  = 78'  tg5x, г) у = arccos 1п9х.

1.11.а) у = 3(x5- V I  + 13)\
гч ч/і + 4х2
б) у - -----------.7 + ctgx

в) у = 6с"8' • sin 2 х , г) у = sin In т/Sx .

1.12. а) у = - 2(x2- V I  + 5)2,
sinl3x

б) У= г—,------»
л/Зх +14

в) у = 4'" • arccos(2x!), г) y = lnVsin6x .

1.13. a) y = -7(5x-V J + 2 ) \ О
VI- х 1

В) у = fg3xc"r<, г) у = J\narctg5x .

1.14. а) у = -23(х, +^хГ + 1)2,
arcsin 8х 
і - І 2х2

в) y = 2ax ctg\2x. г) у = cosVln5x .

1.15. а) у = 3(х2- - L  + VI)2, 
*

arcsin 7х
6  ) у  = —— — ’х - е

в) у = с"»2* ■ 1п 12лг, г) у = cos-\/x3 +13

1.16. а) у = 5(х2 — ^=.+14)’, 
■Jx

... sinx
б) у =----— ,cosSx

в) у = 2 ' • tg4x , г) у = arcsin In т/4х

117. а) у = (л _ 7 ^ 7  + 1)5, ^  л/3 + 4х2 
б) У= 5 +tgx
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в) у = е"'<хsin4T, г) у  =  sin In 5т .

1.18.а) у  = (16т2 + \Гх - 1 ) - , cos3t
6 ) У  =  I---г----- .

V5t - 4
в) y  = T sx- arcsin(4j2) , г) у = ҺшПл/бт •

1.19. а) у  = 3(т4 - 4 \ [ х  + 15)5, 4т+ 7 cos Зт
б) у = — Г ,

V 1 + т ‘
в) y = 4cos5Te'“T, г) >■ = In arctg 8т .

1 .2 0 . а) у = 5(т3 - 8 ^ / ? - 9 ) \ , ч arcsin 5т
б) у = - — — ,

1 + т-
в) У = 23* c tg l3 x , г) у =  с<кл/1п7т .

№  2. Методами дифференциального исчисления найти:
1 ) экстремумы функции и интервалы монотонности;
2 ) наибольшее и наименьшее значения на отрезке [а; р].
3) точки перегиба графика функции и интервалы выпуклости и

2 .1 .д' = 2т3-9т2+12т-5, о=-1; (3=3.
т 2 + 1 2.2. у  =-------, а=1; 0=3.

т
2.3. у=т3-йт2+йг+/, о= -1:0=2.

2.4. >-=— , 
т -1

а= 2:0=5.

2.5. у=х3-Зх2-9х-10, а=2; /1=4.
о £ *2 _ 3 2.6. у  = ----- о=2; /?=4.

т  + 2
2.7. у=х1+Зх2-9х-10, а= -1:0=2.

7 8 *2 -8  2.8. , о=4; ^=8.
т - 3

2.9.т=т'+6т-’+9хг+2, о=0; /?=4.
V-- _1_о

2.10. у  = х  , а=0; /і=4.
т  + 4

2.11. у=2х3-Злг-12х+5. а=-2;0=3.

2.12. у = * ' + 4 , о= 2; /9=5.
л:

2 .13 .у = -2т3+йт2-/2т, а=-5;0=О.

2.14. у -  * , о= 2; /9=3.
6(т +1)

З.ІЗ./уз-т^+Зт^+Яг, о= 0; 0=3.

2.16. >• = — а= -2; 0=3.
т + 5

2Л7.  у=х3-6х3+9х+1. а= -2:0=0.

2.18. у = х * ~ 1. 
2т

а= -2 :0=-1.
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2.l9.>=-2tJ+ix2+/Zv-3. а= -5; Р=0.

2 .2 0 . у = ̂ — а=1;Р=3- х - 1

№3. В задачах 3.1-3.10 дана функция z = f(x,y). Найти ее частные
производные 2 -ого порядка.

3.1. z = cos(.ry + 2 y3); 3.2. z = In(x2y + 2 у 2);

3.3. z = arcctg—;
X

3.4. z = sin(-v/x + .t2y);

3.5. z = arcctgx/ у; 3.6. z = x v;

3.7. г = е2ду;
2 .ry2 + 13.8. z = arctg—-------

?

3.9. z = sin2(x2y + ./y); 3.10. z = cos2 ( x j y  + x 3 y);

В задачах 3.11-3.20 дана функция г =/(дг,у). Показать, что эта функция 
удовлетворяет указанному соотношению.
3.11. г = _ !_ е-ГЛ4.Ь) =

Гх дх ду2'

зл , , £ г  = , ЭЗг 
дх2 ' ду2

w-(S
3.14. У Эдг г Э»г

/ - « V  Эх2 Эу2

=  0
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3.15. z = xe*

3.16. z =  yex +xey

3.17. z = x \

3.18. z -  1п(х +  е~’ )

3.19. z - * V
x + y

3.20. z = ln(x2 + y 2)

2 ә2г -  3 2z ■> d'z nx - —r  + 2 .w—— + y"—r  = 0 
dx dxdy dy'

— + ^  = x 
dx'' dy3 X dxdy

d3Z ^ d3Z 
1 y dx-dy

Ә'г , чЭгy —— = 0  + \nx)—
dxdy dx

dzd2z dz * d z
dxdxdy dy dxdy 

d2z x  3 2z -dz  
Xd S + y d ^  = 2 dx

^ + §  = 0
Зл" 3y

№4. В задачах 4.1-4.10 найти производную функцию u=f(x,y,z) в точке М по 
направлению к точке N.

4.1. и = х у - - ,
z

4.2. u = J x 2 + у 2 - z ,

4.3. и =  x2y-yjxy + z2

4.4. и =х3 +\Jy2 + Z 2,

4.5. и = х2 +  1п(2у +  г),

4.6. и = 4xyz +  2 1п(лг2 - 5 ) ,

4.7. и = 1п(лг + у 2)-2 .гул /г ,

4.8. и = -Jx2 + у2 -1п(1 + .т2 +

4.9. и = х-Уу + arctgxz,

4.10. u = x2y - ^ x y  + z2,

Л/ (—4,3,—1), N (  1,0,2)

м  (3,4,1), ЛГ(0,1,2)

Af (1,0,—1), N(  2,3,4)

Af (-1,1,2), ЛГ(1,2,1)

М  (1,0,2), Щ  1,4,2)

М  (3,0,1), N (  2,2,4).

М (1,-1,4), ЛЧ 3,0,4).

, Л/(1,0,—1), iv ( i,i ,- i) .

М (1,4,3), iV(i.U).

М (1,5-2) W (2,2,-l)

В задачах 4.11-4.20 найти градиент функции v =  g(x,y,z) в точке N.

4.11. v =  1п(1 + х 2 -  у 2 +  2z), N(  1,0,2)

4.12. v = arctg(x-2y) + z2, N(0,1,2)

4.13. v = ln(x2 -  2 у  +  z), N(2,3,4)

4.14. v = In x + yarctgz, N (  1,2,1)

4.15. v = x jy + e z2. /V(l,4,2)
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4.16. v = 4xyz + 2 ln(.r -  5),

4.17. v = ln(x2 + y : ) -2 x y V z ,

N (  2,2,4).

77(3,0,4).

4.18. v = yjx2 + y2 -  ln(l + x2 + z2), 7/(1,1,-1).

4.19. v = x fy  + arctgxz, 71(1,1,1).

4.20. v = x2y - J x y  + z2, N(2,2,-1)

№5. В задачах 5.1-5.10 исследовать на экстремум функцию z = f (x ,y ) .

5.1. z =  x 3y 2( l - x - y ) .

5.3. z =  x2 + 3 у 2 - х  +  1 8 у - 4

5.5. z =  x 2 +  ху +  у 2 - 2 х - 2 у

5.7. z =  2 x y - 3 x 2 - 2 у 2 +  1

5.9. z =  x 2 + 4 v 2 - 3 x v - 4 x  +  6 v  +  2

5.2. z =  х 2 +ху+  у 2 - 2 х - 3 у

5.4. z = х 2 +  2 х у -3 у 2 +1

5.6. z =  х3 +  8у3 - 6лу + 1

5.8. z =  2 + 6x - x 2 - х у - у 2 

5.10 z =  х у - х 2- у 2 - 9 х  +  6у + 5

В задачах 5.11-5.20 найти наименьшее и наибольшее значение функции 
(х,у) в области D, офаниченной заданными линиями.

5.11. Z = x 2 +2  х у - у 1 - 4 х  +  1, D : x  =  3 ,у  =  0. х - у + 1 = 0

5.12. г =  х 3 +  у 3 - З х у , D : х  =  0 ,х  =  2, у  =  -1 , у  =  2

5.13 Z = х 2 -  2у2 +  4ху -  6 х  +  2, £>: х  =  0, у  =  0. х  + у  =  3

5.14. z =  х2 +  у 2 — ху + х +  5, D : x  =  - 3 ,х  =  1, у  =  - 2 ,  у  =  3

5.15. Z =  6ху —х 2 - 3 у 2 - 4 х  +  1, £): х  =  0, у  =  0. х +  у  =  4

5.16. Z =  3x2 + 3 y 2 - 2 х - 2 у  +  2, £> :х  =  0 ,у  =  0. х + у  =  1
5.17. г =  2 х 3 - х у 2 + у 2 - 1 , D : х =  0, х =  1, у  =  0, у  =  6
5.18. Z = x y - y 2 +Х + У , £>:х =  0, у  =  0. х + у + 6 = 0
5.19. Z =  2x3 + 4х2 + у 2 -  2ху - 1 , £> : х  =  0, у  =  4. у  =  х 2 (х  >  0)
5.20. 2 =  X 2 -  2ху +  у  +  3, ч II о ч II т

ИДЗ №2 Интегральное исчисление

Контрольные задания

•N*1- Найти неопределенные интефалы. В пунктах а) и б) 
интегрирования проверить дифференцированием.

z = /

результаты
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, ^t2x+e°*1.20. а ) !— , dr;

в)і-

■Jl-x2
dx

(x1 - xXx‘ -ДГ + 1)
-dx-.

6)J(2r + l)sin2 dx

З.г + 2
г ) І

л/ 4 + 2*-
dr

№ 2  В ы ч и с л и т ь  о п р е д е л е н н ы е  и н т е г р а л ы .

1
6)1 ln(3r + I )dr

0

1
6)f.tln(l +x)dx

о

6)JV4 + .r2dr

. r SIM
2 .1 . a)J----------dx

о 2 + sinx

. .  fCOSAr-Sinjr 
2.2. a)J-^-—;— — dx

о (l + sin* ) 

dx2.3. a)S C°SX
о 2 + cos*
£
2

2.4. sin4jccos4.ttZxо
£

2.5. a)} sin6 xdx
0
я
3

2 .6 . a)lrg4xdx
Я

7
я

2.7. a)Isin2.rcos4.rdr

2.8. e )J -
o 1 + cosr + sin.r

2.9. 0) I -  C0S— dx 
о 2 + 3cosr

6) J(.r +1)2 InCr + l)dt0
e

6)JV*ln2 xdx1
l

6)j xarctgxdx о
я

6) i(Ax + 7) cos2 xdx о
2

-dx 6)](x-\)\nxdx\

6)] arctg(2x -  3)dx

2 .Ю. a)] —  ,
о (1 +sinjr + cos.ic)'
я

2.11. я)Jsin4 xcos1 xdx
0
я
7

2 .12 . a)Jcos3;csm2.rdr

■dx 6)J(.r + 2)cos—dx
0 2

6 ) f e d r
1 dx

2.13. a ) j
dv

o3 + 2cos*

6 ) j( ;t-2 )e 2'd rо
" x6)i xcco—dx 
о 2
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2.14. a ) \ ^ - r
cos xclx

о sin2* - 5 sin * + 6
TC_
4

2.15 a) I sin4 xdxо
к
2

2.16. a)Jsm 4xsin2x<£t

,  .?  smx
2.17. n)J-------------dx

о 3 -  2 sin x

2.18. a)Jcos6xd!x

2.19. a) J sin5 xcos2 xclx

2.20. a )J sin 4— dx
о 2

6)iJl+x2dxо

1
6)1 a rc tg jx d x

о
2

o)J(jc — 2) sin 2xdx 
о

, 4‘rln (x+ 1)
o)J-------

0 (x  +  l f

3
6)j x' In xdx

1
1

6)1 arctg(3x  - 1  )dx о

6 ) \ l& d x
л/7+Т

№3. Вычислить двойной интеграл.

3.1. J J ( 1 2 x2y2 + 16x3y3)rfx dy;
D

D :x  = l, y = x 2, y = - J x

3.3. | |( 3 6 л 2у2-9 6 x 3y 3)dx dy;
D

D ;x = l, у = J x , у = - x 3

3.5. JJ(27x2y2 + 48x3y3)dx dy;
D

D ;x = 1, y = x 2, y = - J x  

3-7. J J(18x2y2 + 32x3y 3)dx dy;
D

D :x = 1, y = x3, у = —Jx  

3-9. J J (4дгу 4- 3jc2> 2 )rfx dy;
D

D :x = 1, y = x 2, у = —Jx

3-П. J J(8xy+ 9x2y2)<& dy;

3.2. J J (9x2y 2 + 48x3y3 )dx dy;
D

D \ x  =  1, у = J x ,  v = - x 2

3.4. JJ(18x2y 2 + 3 2 x 3y 3)<ix dy;
D

D :x  =  1, y = x3, y - - J x

3.6. J J(18x2y2+ 3 2x 3y 3)dx dy;
D

D ;x =  1, у -  J x ,  у = - x 2;

3.8. j  J (27x2y 2 + 48x3y 3)dx dy;
D

D :x  = 1, у  = Vx, у = - x 3

3.10. J J(12xy+ 9x2y 2)dv dy;
D

D ; x =  1, y  = J x ,  y  = - x 2

3.12. J j  (24 xy + 1 8x2 у 2 )dx dy;

D ;x = 1, v = «fx, y =  - x D :x  = l, y = x  , у
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3.13. JJ(12.xy + 27.v2y 2)dx dy.

D : x =  1, y  =  y

3.15. J J ( i v + 9 2y 2)dx dy;;

y = x 3, y  = - V ID : x  =

3.17. /J (2 4 A y -4 8 ^ 3y 3)dx rfy;

» : .v  =  l, У =  * 2, y  =  _ V I

3.19. JJ(4 x y + 1 6 .v 3y 3

D :x  = l, y = ( /I , j  = -я

3.14. J  J(8.yv+I8.v2y 2)d.v c/v;
D

D : x  =  1, y = V I, y  = - x 2 

3.16. J J ( — xy + 9x2y 2)dx dy;
о ^

D\x; = 1, у = VI. У = —x3
3.18. ||(6дг>’+ 24лг3у 3)<йг dy;

D

D : x  =  1, у =  V I. у =  - x 2

3.20. J J"(4xv + 16.v3у 3 )d.v dy,
D

D : x  =  1, у = x 3, у =  - V I

№ 4. Найти о б щ ее  реш ение (общ ий интеграл) дифференциального уравнения 
первого порядка.

4.1. ху' +  у =  х+1

4.2. { x -x y 2)dx+ (ух2 +  уУу = 0

4.3. (l + у 2 )dx+ (l + 2x)ydy = 0

4.4. ( x - y 2x)dx+(yx2 + y ) d y  =  0

4.5. y '+ y  = e*

4.6. 2xy' + 2y = l + y 2

4.7. x>{l + y 2) - ( l  +  x 2) y '= 0
4.8. (у + xy)dx+(.x  -  xy)dy = 0

4.9. Vl + x2dy +  4(vy2 +  x)dx = 0

4 .10 .yy '-l + x =  0

4.11. (x+ y)y ' = x - y

4.12. (2x-y)dx+{x+y)dy=0

4.13. у  — — = e*
x

4.14. (x2+ y2)dx +xydy=  0

4.15. (x2+ xy)dx+ (x2 -  xy)dy = 0

4.16. y ' + xy = - x 3

4.17. y'+ e’y = e 2x
4.18. (x+2y)dx-xdy= 0

4.19. xd y -yd x= y jx2 + y 2dx

4.20. x 2y ' = y(x+y)

№ 5. Найти ч а ст н о е  р еш ен и е  дифференциального уравнения второго п 
удовлетворяю щ ее д а н н ы м  начальным условиям.
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5.1. / - 5 /  = 10x + 3, /О )  = 2, y'(0) = 4
5.2. / - /  = - 2.v, }{0) = 0, / ( 0 )  = 2

5.3. y ' - y  = 8ex, y(0) = - l ,  / ( 0 )  = 2

5.4. y ' - 2 y '  = 4ex, y(0) = l, / ( l )  = - l

5.5. y"+ 4y = 2 x+ 1, /О )  = 1, / 0  = 1
5.6. / + 5 / - 6 y  = sinx, /О )  = 0, / ( 0 )  = 0
5.7. / - 3 /  + 2y = x - l ,  y(0) = 1, / ( 0) = -2
5.8. y "-5 y '+ 6 y  = e~2x, y(0)=1, / ( 0 )  = - l
5.9. / - 5 /  = x - l ,  y(0) = 2, / ( 0 )  = 1

5.10. y '+ 6 y ' +  9y =  2xex, y(0) = - l ,  / ( 0 )  = 1
5.11. y '- 2 y '+  v = 8e \  y (o )= l, / ( l ) = 3
5.12. y r+ y '—2y = c o sx -3 s in x , y(0) = l, / 0  = 3

5.13. /  + 2 / + y  = ( l 2 x - 1 0 > '\  y (0 )= l, y '(0 )= 2

5.14. / - 4 /  = ( 3 x - l>  r, y(0) = 0, / ( 0) = 4

5.15. y ’ -2 y '+ 5 y  -  xe2x, y(0) = l, / ( 0 )  = 0
5.16. / + 1 6 /  = 7cosx, / 0 ) =  1, / ( 0 )  = 4

5.17. / + 4 /  = 6x 2 +1, y(0) = 2, / ( 0 )  = 3

5.18. y ’ +2y’+5y = xe-x, y(0) = U / ( 0 = 1

5.19. / + 4 / + 5 y  = 2 x V ,  y{0) = 0, / 0  = 0
5.20. у  + y '- 2 y  = c o sx -3 s in x , y(0) = l, / ( o ) = 2

Примеры решения индивидуальных домашних заданий



' І ИДЗ №1 Дифференциальное исчисление

№  1. Найти производные:

а) ;г = 3(х3+81/х-9)4, б ) у  =
arcsin 2дг

в) v = 2 ' '  ■ rg3x, 
Решение:

1 - £ ____

г) у = cos Vln 7jc .

а) /  = [ 3(x3+ 8 V r-9 )4 ] = 12(x3+ 8V x-9)’Зд:2 +  81 х

=  12(х3 +8V3c —9У| 3.x2 +8 j.v  3 j =  12(х3+ 8 ^ х -9 У Зх2 +

б) /  =
, _ ( arcsin2.V  ̂ _  (arcsin2х) (l - д г) - arcsin2л:■ (| - лгг)

I 1 - т  
1

    (l -  .г2)— arcsin 2х -(—2х)
_  V* ~  (2дт)2 _  1 -  дг2 + 2x-Jl-4x2 arcsin 2х

( l- т 2)2 (і - дг2)7 і - 4 дг2

в) У = (г5') ■ tgЗх + 25' (fg3x) = 25r In2• 5• г,?3дт + 25' — '----- 3= 5-25' 1п 2#3х+
cos' Зд:

г) у' = (sin Vln Зх) = cos vln3.r • (л/іпЗд) = cosVln3x— * (іпЗх) =

3-2
cos' З.г

2Vln3x

= cos Vln Зд * • —  • (З.г) = cos Vln Зд:-----г_ -  . ----------------- ,
2л/1пЗт Здг 2лДпЗх Здг 2xVln3x

1  ̂_  cos Vln Зд

дг - 3
JV® 2. Дана функция у  = ----- —. Методами дифференциального исчисления найти:

1 ) экстремумы функции и интервалы монотонности;
2) наибольшее и наименьшее значения на отрезке [0; 1,5];
3) точки перегиба графика функции и интервалы выпуклости и вогнутости 
Решение: 1. а) Найдем область X  определения функции: (-°°;2)и(2;+°°);

2 — 2) —(.х2 — ЗІ _v2 — 4jxt н- 3
б) находим производную: у  -  --—  \2------ - = — ----------- ;

(х -2 )  ( х -2 )
х 2 — 4х + 3

в) найдем критические точки: у  = 0 <=> —— = 0 => дг2 -4 х  + 3 = 0
(т - 2 ) 2

т, = 1, т 2 = 3 -  критические точки;
г) разобиваем критическими точками область определения на интервалы, 

определяем знаки производной в этих интервалах и делаем выводы о характере 
монотонности функции и экстремумах:

1 (1; 2 ) (2; з) (3:
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возрастает [ максимум | убывает | убывает | минимум | возрастает

У,„„ (0 = 2, УПШ1(3) = 6 ;
2. а) Найдем значение функции на концах отрезка [0; 1,5]:

v(0)= —  = 1.5, 
-2

у(1,5)= 1 ,5 -3  -0,75 = 1,5;
1,5-2 -0 5

б) сравниваем значения функции на концах отрезка и в критичческой точке 
х, = 1, находящейся внутри отрезка и делаем вывод: утш6 = 2 , утим = 1,5.

3. а) находим производную 2 -го порядка:

х -4 х  + 3 _(2х-4Хх-2)2-(х2-4х + з)2(х-2)_ 2
( х - 2 )4 ( х - 2 )3I (л: 2)2

Так как у ’ * 0, то критических точек 2-го рода нет;
б) найдем знаки у ’ в области определения и сделаем выводы о характере 

выпуклости графика функции:

X ( -~ ;  2 ) (2 ; +<*>)
/г

У - +

У выпуклый вогнутый
Точек перегиба нет.

№ 3. Дана функция z = е ' cos(x, у). Найти ее частные производные 2-го порядка.
Решение: а) Находим сначала производные первого порядка:

= (е х cos( х  + у ) ) ' = (е 1) ' * cos( х + у) + е х * (cos( х + у ) ) ' =
-  е * cos( х + у) + е 1 * ( -  sin( х + у) * (х + у ) ' ) = е ’ cos( х + у) -  е х * sin( х + у) =
= e'(cos( х +  у) — sin( х +  у)),

г * = (е Л * cos( х + у)Уу = е х * ( -  sin( х + у)) * (х + у ) ' = —е х sin( х + у ) .
б) Теперь находим производные второго порядка:

za (zx)' = е '(cos( х + у) -  sin( х + у)) + e '(-s in ( х + у) — cos( х + у)) =
~ е (cos( х + у) _ sjn( х + -у) _ sjn( х + -у) _ cos( х + у)) — - 2 е ' sin( х + у),

z*y = = «'(-sinC х+  у) -  cos( х + у)),
// #
« = (^у = - e  v sin( д: + у ) - е х cos( х+  у) = - e T(sin( х+  у) + cos( х + v)),

zyy -  (z'y )_, = - е х cos( х + у)

■ 4- Дана функция и = х 2 - 4 у 2 + 2 z2 -  8 . Найти в точке М(2 , 1 ,2 ):
производную по направлению по направлению вектора / = 2 / + 2 j  + 3к ;

2) gradu.
Решение: 1 ) Производная по направлению вычисляется по формуле 

и, = и'х cos а  + и \ cos [3 + и', cos у
а) Най,дем частные производные заданной функции:



»' = (.r - 4 v 2 + 2г2 - 8)' = 2.v, и '= - 8у, и'.=4у.

В точке М имеем и' = 4, иу = - 8, и. = 8 .

б) Найдем направляющие косинусы вектора I = lxi + ly j+ lzk при 1Х = 2 ,1У =2, /; =3:

cosa =
^ + І І  + у 2. VT7

2 а  2 3
C O S f)= —i = ,  co s ү  = —= .

^  л/І7 л/І7

Тогда И/ — 4 * у— —8 * .— + 8 * ,— — , ~ 3,88;
л/17 л/і7 V17 V17

2) Градиент функции вычисляется по формуле gradu =u'J + и' j + u . k . Подставляя
полученные значения частных производных, получаем

gradu = 4/ -  8 у + 8к

№ 5.1. Исследовать на экстремум функцию z = х ’ - бху + у3 .

Решение: 1. Находим частные производные: ^ -  = 3х2 -6 у , ф- = - 6х + Зу2
од: ov

2. Решаем систему уравнений ! = » • Здг -  6у = О т.е. < , и
[ - 6х + 3у = О

получаем две критические точки Mi (0 ,0 ) и М2 (2 ,2 ).
3. Проверим эти точки на выполнение достаточных условий существования 

экстремума. Для этого найдем частные производные второго порядка:
д2г ,  Э2г ,  Э2г ,
ә ? =6дг’ а а Т -6 - V

В точке Mi имеем Д = 

1 2 - 6В точке М-> Д =
-6 12

точкой минимума и z ,

0 - 6  
6 0

= -36 < 0, а значит экстремума в этой точке нет.

д2х= 108 > 0 и —V = 12 > 0, следовательно , точка Mi является
dx'

: 2 3 - 6 - 2 - 2  +  2 3 = - 8 .

№  5.2. Найти наибольшее и наименьшее значение функции z  = 2.x:3 - бху + Зу“ в 

области D, заданной неравенствами ~^х2 < у < 2, х > 0 .

Решение: 1. Представим область определения функции. Указанная область D 

ограничена другой параболы у = -х 2 и отрезками прямых х  = 0, у = 2 . Прямая у

и парабола у = ~х2 пересекаются при х  = -2 и х  = 2. Заданная область 

заштрихована на рисунке.

=2



2. Найдем критические точки, лежащие внутри области D. Для этого найдем 
частные производные z\ = 6х2 -6 у , z'y = -6 х  + 6у и приравниваем их к нулю.

Решив систему уравнений |  ^ . g q ’ П0ЛУЧИМ Две критические точки М (0,0)

и N(1,1). Точка М(0,0) принадлежит границе области D, а точка N (1,1) находится 
внутри области D. Определим z(N) = z ( l ,l)  = 2 - 6  + 3 = -1 .

3. Исследуем функцию на границе области.

На дуге ОА имеем у = ^х 2, 0<  х < 2. Подставим в заданную функцию у - - х2 и

з 1 2
получим функцию одной переменной z = 2x - 6 х —х~ +

Найдем критические точки этой функции, лежащие внутри отрезка [0,2] и 
вычислим значения функции в них и на концах отрезка. Производная zx— Зх -Зх" 
равна нулю при ад =0 и х2 =1. Внутри отрезка [0,2] находится лишь одна

критическая точка х=1. На дуге О А ей соответствует точка P (l.- j) . Найдем

г(Р) = z^ l , I  j = _ i ,  z(0)=z(0,0) = 0, z(A)=z(2,2) = 4.

На отрезке ОВ имеем х = 0, 0< у< 2 , г = 3у2. Производная г' =0 при у  = 0. 
Критических точек внутри отрезка [0,2] нет. Значения функции на концах отрезка 
Равны z(0) = z(0,0) = 0, z(B) = г(0,2) = 12.

На отрезке АВ имеем у  = 2, z = 2х3 - 12а  + 12, 0<  а  < 2. Ее производная 
’ = 6а" -12 равна нулю при а, = -л/2 и х2 = V2 . Внутри отрезка [0;2] лежит лишь 
критическая точка x = 4 l ,  на отрезке АВ ей соответствует точка Q( -І2 ;2). Найдем 
значение функции в этой точке: z(G) = г(л/2 ,2 ) = 12  — 8>/2 .

4- Из полученных чисел: -1; 4; 0; 12; 12-8л/2 наибольшим является

число 12, а наименьшим -  число (-1).
Следовательно, данная функция в области D принимает наибольшее значение 

г -12 в точке В(0,2), а наименьшее значение z = -1 в точке N (1,1).

ИДЗ №2 Интегральное исчисление
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1

№ 1. Найти неопределенные интегралы. В пунктах а) и б) результаты 
интегрирования проверить дифференцированием.

6)J(2x+l)sin2 dx.І х  + е ^  ' ,■ a) I  —=—dt;

в)і-

V l - x 2
dx

(x -x)(x- -ЛГ+1)
-dx-. г)І , 3x+2 ^

УІ4 + 2Х-Л
Решение:

a) = \l-e '= t,-e 'd x  = dt\ = - \ ~  = - j t  >dt = ~  = - ^ { l - e ' f  +C

6 )
J (5л: — 2) lim it —

и = Іплг ,du =

VT

dx

2 2 '

3

5дг

5xdv = (5x-2)dx,v = - -----2 A
2

- 2x lnx--------l-2x + C
4

19-4ДГ

B) г(1 9 -4 л>  
J 2.v2 + лг-З

19-4.1 В
2x2 +Д —3 (2дг + ЗХлг -1) 2х+Ъ x - l  

x = - —̂ A  = -\0.x = l=>B = 3

> 19 -  4дг = Л(х -1 ) + fi(2t + 3) =

= f I +— )dx = -5 1п(2дг + 3)x + 3 ln().v -1 + С
■Ч2лг + 3 x - \ )

Г) j
dx

4 - 5 s in x
x . 2 u  2dutg — = M,sinx = ----- - ,x  = 2arctgu,tlx = ----- ;
2 1 +  и ' 1 +  и' = \

2 du
10« . 

(1 +  U - X 4 - ;  ғ )

= f - ^  = fJ 2иг -Чі/+7Л J
du

2 « - - 5 «  +  2) J ( 2 « -1 ) (« - 2 )

I A В
(2« -  1X« -  2) 2 и -1  и - 2

1 . 2 „ „ 1и = —=> A =—,u = 2=> В = — 
2 3 3

2

3 2«
— -— jt/и =-1пІ2н - l | + -ln|« -  2І + С = -ln  

- 1  3 u -2 J  3 1 1 3 1 1 3

1 + и 2

1 = Л (и -2) + В(2и - 1) =

+ С2t t f - l + —- In ( « - - 2
2 3 2

№ 2. Вычислить определенные интефалы.

a)Jsin 4.r&
о
Решение:

о дг + 1

a) J sin4 xdx =
о

2 1 -  cos 2д
s i r r  Д = ------------- ^  | ( 1 - соб2д)2</д = — J(l - 2 соб2д + со82 2x)dx =
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г

-  — I cos 2xdx + — J (l -  cos 4x)dx = — д
1 4 1 4 1 4 1

— X — sin2x +  —X ----- sm4x
4 0 8 о 8 о 32

I 7t 1 . Л  I . \ I t  1 . 1 . „  r t  1 К  3 /t
------------sin----------- sinOH---------------- віплч-----sinO = -----------1-----= ------
4 4 8 2 8 8 4 32 32 16 8 32 32

,ii
6) =  

о X +  l

= —In2 2 
2

= J 1п(х + і)(/(іп(л + 1)): In2 (x + l) : —ІП2 2 -  —ІП2 1 =
2 2

№ 3. Вычислить двойной интеграл
jj(4 x y  + l6x3y 3)dxdy; D :x  = l, y = x 3, y = -Vx
D

Решение:
1. Найдем границы интегрирования. Для нахождения границ по переменной х

\  у  = х г
определим точки пересечения кривых, решив систему \ => х, = 0 . х, = I .

[У = - у  х

На отрезке [0;l] х ! > - \ [ х , так что у = х3 - верхняя граница интегрирования по у , а 
У = -'1х - нижняя.

1 * 1 /
2. ^ {4 x y + \b x 5y*)dxdy = ^dx J (4лгу -Һ16л:3 v3 jtiv = J(2xy2 +4д:3у4]| dx = =

0 -Ifx -V7x

1 (2x3 + 4x7) 2 x 3 + 4 x 3 их =

8 ‘
х4 + X8 2 х 3 4 х 3

“
- І  + І

3 3
2 + 2  8 2  2 4 4

3 3 j 0
Найти общее решение (общий интефал) дифференциального уравнения

первого порядка.
Решение:
а) у" = (2х -1 У tgy - уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделим переменные и проинтегрируем:
dy_

°tgy = (2 x - l )dx => f - ^ - = f ( 2 x - l )dx => f3— -̂afy = x2 -  x + C
C tgy rr\< vCOS у

~ln)cosy| = j[: - x  + C => ln|cosy|-x2 + X = C

ln|cosy)-.r2 +x = С - общий интефал заданного уравнения

У ~2ху = хе~'~ - линейное уравнение.
Решение будем искать в виде у = uv.

•°Дставим у  = uv и у'= u'v + «v' в заданное уравнение:

uv + uv '-2xuv = xe~x‘ => u v + u [v '-2 xv ]= xe 'x 
Подберем функцию v так, чтобы выполнялось равенство v —2xv - 

азДелим переменные и проинтефируем:



dv = 2xdx => \ —  = \2xdx => ln|v| = . r
V

Тогда имеем u'e' = .«?“*" => u = [xe lr dx =— e u~ +C
J 4

T.o. y = Ce'~— e~'~ - общее решение данного уравнения.
4

№ 5. Найти частное решение дифференциального уравнения второго порядка, 
удовлетворяющее данным начальным условиям 

у "  -  4  у' +  4 у  =  - х 2 +  З х , у(0) =  1, у'(О) =  3 

Общее решение будем искать в виде у = у + у*, где 
у - общее решение однородного уравнен ия у" -  4 / + 4 у  = 0 ,  

а у* - какое-либо частное решение данного неоднородного уравнения.
1) Найдем у . Для этого составим характеристическое уравнение

к1 — 4/е + 4 = 0 и найдем его корни.
D = 0, к, = кг = 2 . Тогда 

у =  (С, + С ,х )е2л:

2) Найдем у * .
у * =  Ах2 + Вх + С . Подставим у * и производные 
у*' = 2Ах + В, у*" = 2А в данное уравнение:

2А-4(2Ах + В) + 4(Ах2 +Вх + с ) = - х2 + З х  

Приравняем коэффициенты при х в одинаковых степенях:

4А = -1  => А =  — ,
4

-8 А  +  4В =  3 => В = ~ ,
4

2 А -4 В  + 4С = 0 => С =  -  
8

т ± 1 , 1 3Т.о. у* = — х~ н— хн— .
4 4  8

Тогда у = (С, +С2х)е2,‘- ~ х 2 +^-х+^ - общее решение данного уравнения. 

Найдем С, и Сг . Для этого найдем

у '- С ге2х +2(с, +С,х)е2' ~ ^ х+ ^  и подставим начальные условия:

1=С | + — => С, = - ,  3 = С , + 2 С , + - = >  С,  = —
1 8 ' 8  2 ' 4  2 2

-г  ( 5 3 ^ , ,  1 2 1 31 .о. у = I - + - x je -  ——X" + —х + -  - частное решение данного уравнения, 

удовлетворяющее заданным начальным условиям.

Тестовые задания

1 . Фу нкцией у= /(х) называется:
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A) зависимость переменной у  от переменной х, заданной формулой;
B) правило, по которому каждому знчению переменной х ставится в 
соответсвие определенное значения переменной^;
C) закон, по которому каждому знчению переменной у  сопоставляет не менее 
одного значения переменной х ;
D) зависимость переменных х и у ,  при которой изменение одной переменной 
обязательно влечет за собой изменение другой переменной;
E) формулы связи переменных х н у .

2. Функцией у=Дх) называется зависимость переменной у от переменной х:
A) заданная формулой
B) заданная одной или несколькими формулами
C) заданная с помощью таблицы соответствия
D) при которой значениям х сопоставляют значения у
E) при котором каждому значению х сопоставляется определённое значение у.

3. Какой способ задания функций не существует:
А) табличный В) словесный С) линейный
D) графический Е) аналитически

4. Аналитическим называется способ значения функций, при котором соответствие
между значениями переменных х и у задаётся с помощью:
А) формулы В) словесного описания С) графика
D) таблицы Е) одной или нескольких формул

5. Табличным называется способ значения функций, при котором соответствие 
между значениями переменных х и у задаётся с помощью:

А) формулы В) словесного описания С) графика
D) таблицы Е) одной или нескольких формул

6- Графическим называется способ значения функций, при котором соответствие 
между значениями переменных х и у задаётся с помощью:

А) формулы В) словесного описания С) графика
D) таблицы Е) одной или нескольких формул

7- Словесным называется способ значения функций, при котором соответствие 
между значениями переменных х и у задаётся с помощью:

А) формулы В) словесного описания С) графика
D) таблицы Е) одной или нескольких формул

■ Графиком функции y= f{x) называется:
A) линия с координатами (х;у);
B) множество точек на плоскости, у которых первая координата -  абсцисса, а 

вторая координата -  ордината;
C) множество точек плоскости с координатами (х;у), где y - f  {х), а х пробегает 

область определения функции;
D) линия, заданная уравнением y= f(x );

9 р сплошная непрерывная кривая.
сли Для V х, ,х , € X из условия х2>х, следует, что f ( x 2 ) > / ( * , ) ,  то функция
чазывается

непрерывной В) ограниченной С) монотонной



D) убывающей E) возрастающей
10. Если для Vx, ,х, е X из условия х 2>х, следует, ч т о /(х , ) < / ( х , ) , то функция 

называется
A) непрерывной С) монотонной Е) возрастающей
B) ограниченной D) убывающей

11. Функция называется убывающей, если
A) большему значению функции соответствует меньшее значение аргумента
B) меньшему значению аргумента соответствует меньшее значение функции
C) большему значению аргумента соответствует меньшее значение функции
D) меньшему значению функций соответствует большее значение аргумента
E) все значения функции отрицательны

12. Функция называется возрастающей, если
A) большему значению функции соответствует меньшее значение аргумента
B) значения её аргумента растут
C) большему значению аргумента соответствует меньшее значение функции
D) меньшему значению функции соответствует большее значение аргумента
E) большему значению аргумента соответствует большее значение функции

13. Функция/(х) называется убывающей в области X , если для всех хь х2 еХ из 
условия х 1<х2 вытекает :

A) /(х ,) < Д х 2) С) Д х ,) > / (х2) Е) /(х ,) • / (х2) > О
B) Д х ,)< Д х 2) D) / ( х ,) > /( х 2)

14. Функция/(х) называется возрастающей в области X , если для всех хь х2 е X из 
условия х i<x2 вытекает :
A) /( х ,) < /(х 2) С) / ( х ,) > Д х ,) Е) /(х ,) • /(х 2) > О
B) /(х ,)< /(х ,)  D) Д х ,)> /(х 2)

15. Функция Дх) называется неубывающей в области X , если для всех 
Хц х2 е X из условия х ,<х2 вытекает :
A) /(х ,) < Д х ,) С) Д х ,) > Д х2) Е) Д х ,) • Д х ,) > О
B) Д х ,)< /(х 2) D) Д х ,)>  Д х2)

16. Фу нкция Дх) называется невозрастающей в области X , если для всех Хц х2 с* 
из условия х i<x2 вытекает :
A) Д х ,)< Д х 2) С) Д х ,)>  Д х2) Е )  Д х,) /(х 2)>0
B) Д х ,)< /(х 2) D) Д х ,)> /(х 2)

17. Если функция у  = f { x )  только возрастающая или только убывающая, то она 
называется
A) непрерывной С) монотонной Е) возрастают6®
B) ограниченной D) убывавшей

18. Если существует такое число М>0, что для всеххе X выполняется неравенств0 
| / ( х )  |< М, то функция называется
A) четной С) монотонной Е) возрастают6®
B) ограниченной D) нечетной



19. Если выполняется условие:/(-.v ) = /( .t)  , то функция называется
A) четной С) монотонной Е) ни четной и
B) ограниченной D) нечетной ни нечетной

20. Если выполняется условие: f ( - x ) = - f ( x ) , то функция называется
A) четной С) монотонной Е) ни четной и
B) ограниченной D) нечетной ни нечетной

21. Вычислить полный дифференциал функции z = l x 2y 2 в точке (1; 1).
A) 4Дг + 4Ду С) -4Ддг + 6Ду Е) 4Дг + 12Ду
B) 6Дг + 4Ду D) 6Ддг-4Ду.

22. Вычислить полный дифференциал функции г = -4ху2 в точке (-1; 2).
A) ІбДх + ІбДу С) — 16Дх + 16Ду Е) 16&Г — 16Ду;
B) 16Ддт-8Ду D) 8Ддг + 16Ду.

23. Пусть f(x)= 2х+3, ф(х)=Зх+1. Найдите сложную функцию y=f(q>(x)):
А)6х+5 В)9х+3 С)4х+9 ’ D ) бх+3 Е)4х+3

24. Пусть f(x)= 2х+3, ф(х)=Зх+1. Найдите сложную функцию ф(Е(х)):
А)6х+10 В)9х+3 С)4х+9 ' D ) бх+3 Е)4х+3

25. Пусть f(x)= 2х+3, ф(х)=Зх+1. Найдите сложную функцию 1(ф '(х)):
А) (Зх-7)/3 В) (2х+7)/3 С) (2х+7)/2 D) (Зх-7)/2 Е) (6х-7)/3

26. Пусть f(x)= 2х+3, ф(х)=Зх+1. Найдите сложную функцию ф(Ғ '(х)):
А) (Зх-7)/3 В) (2х+7)/3 С) (2х+7)/2 ’ D) (Зх-7)/2 Е) (6х-7)/3

27. Для того чтобы к функции f(x) существовала обратная ей функция необходимо,
чтобы f(x) была:
A) f(x) -  четная или нечетная В) f(x) -  непрерывная
C) f(x) -  выпуклая вверх или вниз D) f(x) -  периодическая
Е) f(x) -  возрастающая или убывающая

28. Для функции y=f(x) существует обратная функция, если функция f(x):
А) является аналитически заданая В) выпуклая вверх или вниз
С) возрастающая или убывающая D) не обращающаяся в нуль
Е) знакопостаянная

• Пусть функция y=f(x) задана аназитически и пусть существует обратная 
Функция y=f 1(х). Для того чтобы найти обратнуя функцию y=f 1 (х), 
Достаточно:
A) из уравнения y=f(x) выразить х через у
B) в формуле y=f(x) пременные х и у поменять местами
C) из уравнения y=f(x) выразить х через у и поменять их местами

В) найти величину —1— и поменять х и у местами 
/(* )

Е) найти величину, противоположную к f(x), т.е.- f(x)

' A>* Функции y= f(x )= i.x + l найдите обратную функцию f  '(х):

А )~У+1 В) 2у-2 С) х-1 D ) —  Е) 2(х-1)
31 гг 2  л: + 2

•Для функции y=f(x)=x3 найдите обратную функцию f '(х):
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A )y = -L  В) x = 4  С) y= - x3 D )y = l/I  E )x=V 7 
x 3

32. Каким из ниже перечисленных свойств не обладает показательная функция:
A) показательная функция является монотонной
B) а° = 1
C) (ах) ' =а' 1по
D) область определения функции -  вся числовая прямая
E) область значений функции -  вся числовая прямая

33. Каким из ниже перечисленных свойств не обладает логарифмическая функция:
A) логарифмическая функция является монотонной
B) область определения функции -  множество положительных чисел
C) область значений функции -  множество положительных чисел
D ) log„ 1 = О

E ) log„ а =  1

34. Каким из ниже перечисленных свойств не обладает показательная функция с 
основанием, меньшим 1 :
A )а°=1
B) область определения функции -  вся числовая прямая;
C) область значений функции -  множество положительных чисел;
D) функция является возрастающей;
E) показательная функция -  непрерывна.

35. Каким из ниже перечисленных свойств не обладает логарифмическая функции 
с основанием, большим чем 1 :
A) Область определения функции -  множество положительных чисел;
B) Область значений функции -  вся числовая прямая;
C) log,, 1 = 0 ;
D) функция является непрерывной;
E) функция является убывающей.

36. Найдите область определения функции у= <Jx2 - 1 :
A) (-®;-1] и  [1;+оо) с )  [ - ^ 2 ;+ оо)
B ) [- л/2; т /2]

37. Найдите область определения функции у= lg(4- х2):
A) [-2; 2] С) 0
B) (- оо;-2) и  (2;+ оо) D) (-2; 2)

38. Найдите область определения функции у=— 1—г-:

A) [-2; 2] С) 0
B) (- оо; -2) и  (2; + оо) D) (- оо; -2) и  (-2; 2) и  (2; + оо)

39. Найдите область определения функции у = 1
л/2 + дг

A) [0; +оо) С) (-2; +<*=) Е) (-2; 2)
B) {х; +<х>} D) (-°°;+оо)

40. Функция f ( x )  называется бесконечно малой в точке х = а, если:

D) (- o o ;-V 2]
E ) (- оо; +  оо)

Е) (- оо; -2)

Е) {-2; 2}

A )/(а )  = О С) lim /U ) = 0 Е) lim/(.*)! <0,1

B) | / И <  1 D)lim/(x) = -«о

41. Пусть lim/(.v) = 0. Тогда функция /(*) в точке а  называется:
х -* а

A) знакопостоянной; D) ограниченной;
B) непрерывной; Е)дифференцируемой
C) бесконечно малой;

42. Если функция / ( л )  определена в окрестности точки х  = а  и lim/ ( а )  = / ( « ) ,
х—*а

то функция / ( а) в точке а  называется
А) непрерывной В) ограниченной С) монотонной
D) нечетной Е) возрастающей

43. Пусть/(т) определена в окрестности Х = а .  Тогда функция /(дг) называется
непрерывной в точке а , если:
A) limf ( x )  = 0 С) 1іт /(л г )* /(а )  Е )Н т/(х) не

B) Hm/U) = /(a )  D) 1іт / ( а )  = 0 существует
х -* а  х -* а

44. Если хотя бы один из односторонних пределов не существует или равен 
бесконечности, то в точке х=а функция
A) возрастает D) непрерывна
B) имеет разрыв первого рода Е) имеет разрыв второго рода
C) монотонна

45. Если односторонние пределы справа и слева существуют, но не равны между 
собой, то в точке \=а  функция

A) имеет разрыв второго рода D) имеет разрыв первого рода
B) непрерывна Е) возрастает
C) монотонна

46. Функция у = /(х) называется непрерывной на отрезке [а,Ь], если она
непрерывна в интервале (а,Ь) и

A) в точке х = а непрерывна справа, а в точке х = b непрерывна слева
B) в точке х = а и в точке х = b непрерывна слева
C) в точке х = а и в точке х = b имеет разрыв
D) в точке х = а непрерывна слева, а в точке х = b непрерывна справа
E) в точке х = а и в точке х = b непрерывна справа 

arcsin 5а
47- Найдите предел И т-

tg Зх

А) -2 В )3  С) |  D) 1 Е) -1

48- Найдите предел lim ̂ £ ± 2

А) |  В) — С) -3 D) -2 Е) 1
2 12

49-Найдите предел
'-*-5 А 2 -2 5
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А) 3 В) 2 С) 5 D) -5 Е) ~ 1

8л:2 + 4л — 5
50. Найдите предел lim—  -----------

4л -  Зл + 2

А) 8 В) 4 С) 2 D) i  Е) 0

Зл — л6
51. Найдите предел lim—р-—  -----

•«— л2 -  2л + 5
А ) - ~  В)оо С )3  D) О Е ) + ~

52. Найдите предел lim2* ,+ 3*— — :
З л  -  4 л  +  2

А) оо В) 2/3 С )-оо  D) 1 Е) -1

53. Формула приращения функции у = /(л ) в точке л0 имеет вид
A) Д/(л0) = /(л ) + /(л 0) D) Д/'(л0) = /(л 0- л ) - / ( л 0)
B) А/Чл0) = / ( л ) - / ( л 0) Е) Д/'(л0) = /(л 0+ л ) - / ( л 0)
C) Д/(л0) = /(л 0) - / ( л )

54. Пусть Ах - приращение аргумента в точке л. Тогда приращение функции 
у = /(л ) в точке л задается формулой

A) д/4л) = /(л  + Дх) -  /(л) D) ДГ(л) = f ( x  + Дл) + /(л)
B) Д/(л) = /(л -Д л) + /(л ) Е) ДГ(л) = /(л ) - /(л -Д х )
C) Д/(л) = /(л -Д л ) - /(л )

55. Найти приращение функции у = л2 в точке л, соответствующее приращению 
аргумента Дл.

A) -2 лД л  + Дх2 С) 2л2+Дх2 Е) 2л  Дл
B) 2л Дх + Дл: D) л: +2л-Дл

56. Найти приращение функции /(л ) = л2+ 5 в точке л = 1, соответствующее 
приращению аргумента Дл = 2.
А) 0 В) 3 С) 8 D) 9 Е) 12

57. Производная функции у = /(л ) определяется как предел:

A) lim—  С) lim  M l  Е) Н пМ
Av->0 Ду Д.г-»0 Ах/ X Д'-»0 Ах

B) lim—  D) lim -M
ду-»о Ах Ах̂ ° уАх

58. Производная функции у = /(д:) равна пределу отношения
A) приращения аргумента к приращению функции при условии, что 

последнее стремится к нулю
B) приращения функции к приращению аргумента при условии, что 

последнее стремится к нулю
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C) относительного приращения аргумента к относительному приращению 
функции при условии, что Дх —»0

D) функции к ее аргументу при условии, что Дх -»0
E) приращения функции к аргументу при условии, что Дх -»0

59. Геометрический смысл производной функции состоит в том, что производная
/'(х 0) равна

A) приращению функции в точке х0
B) угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке х0
C) скорости изменения функции в точке х0
D) приращению ординаты касательной к графику функции в точке х0
E) углу наклона касательной к графику функции в точке х0

60. Пусть а  - угол наклона к оси О Х  касательной к графику функции у  = f ( x )  в
точке х0 . Тогда производная / '(х 0) равна

А) а  В) cosa С) -ctga  D) tga Е) —
tga

61. Пусть касательная к графику функции у = f ( x )  в точке х0 параллельна оси ОХ. 
Тогда производная /'(дг0) равна
А) -1 В ) 0  С )1 D ) К  Е) °°

62. Физический смысл производной функции у = /(х ) состоит в том, что 
производная f \ x )  равна
A) скорости движения материальной точки
B) приросту функции у  при увеличении аргумента х
C) скорости изменения функции_у относительно изменения аргументах
D) относительному изменению функции
E) скорости изменения аргументах относительно изменения переменной у

63. Пусть S = S(t) - закон движения материальной точки. Тогда производная от 
пути по времени S\t)  равна
A) пути, пройденному материальной точкой за время t
B) скорости движения в момент времени t
C) ускорению движения в момент времени t
D) средней скорости движения за время t
E) максимальной скорости движения за время г

^4- Уравнение касательной к графику функции у = /(.г) в точке х0 имеет вид
A) У =  f ( x 0) + f \ x 0X x - x 0) D ) у  = /(х ) + / '(хХ х-х0)
B) Х = /(х )+ / '(х 0Х*-*о) Е) Т' = /(х 0) - / ' ( х 0Х х-х0)

^ Q  X = /(x 0)+ /'(x X x -x 0)
• Найти уравнение касательной к графику функцииу = х2 в точке х0 = 1

A) у  = 2х -1  С ) у  = х Е) у  = 0
B) >. = Л + 2 D) у = З х -2

■ Найти уравнение касательной к графику функции у  = х2 -  х в точке х0 = 1
А) у  = х — 1 В ) у  =  х  + 1 С )  у  = - х  -1
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D) у  =  - x  - 1  E) у  =  X

67. Пусть S(t) = 3t2-2 t+ 5  - закон движения материальной точки. Найти скорость 
движения v (3)
А) 15 В) 16 С) 17 D) 18 Е) 19

68. Пусть 5 ( г )  =  / 3 - 2 г 2 +3f - закон движения материальной точки. Найти скорость 
движения v (2)
А) 3 В) 4 С )5  D) 6 Е) 7

69. Формула производной произведения функций имеет вид
A) (uv)' = u’v + v'u О  (uv)’ = v'u -  u'v E) (uv)' = u'v'-uv
B) (uv)' = u'v-v'u D) (uv)' = u'v'

70. Формула производной частного функций имеет вид

А ). « | = » W v  С) [ -1  = ИУ7 Ц Е) [ - ]
v I v Vv 2 v ' v v

В) j —I = —  D) - I  =u'v + v'u
v vv;

71. Пусть u — u(x) - дифференцируемая функция, с -  const. Тогда (с и)' =
А) с' и' В )с' “ С )с +и' D )c u’ Е )с и

72. Пусть и = и(х) и v = v(x)- дифференцируемые функции. Тогда (u + v)' =
A) u' v B )v ■“ Q u  + v' D )" +v Е )и + у/

73. Указать производную функции y = u - v .

A) u'v +  v'u В) си '-с'и  С ) , '  D) и —V  Е) u'+ v '-cu

74. Для сложной функции у = / ( (̂д:)) = F(.t) формула производной имеет вид
A) F'(x)  = f ' ( x )  tpXx) D) F'(x) = f ' ( x )
B ) F'(x)  = f'(<p(x)) + tp'(x) E) F'(x) = f'(<p(x)) ■ tp’(x)
C ) F ’(x) = f ' ( x )  + <p’(x)

75. Пусть t  = дг(>>) - функция, обратная к функции у = у ( х ) . Тогда производная х\у\ 
вычисляется по формуле
A) -  у’(х) D) У’М

B) - J -  у(х}
у W  Е)

О  - - Л -  У(Л)у (л)
76. Пусть м = н(дг). Тогда производная от функции 1пи равна

А) — В) — С) 4  D) — Е) 4
С

77. Пусть и = и(х). Тогда производная от функции tgu равна

A ) - - L .  В) — С) — D ) - - v  E )— T-
sin и cos" и cos и sin и cos и

78. Пусть и = и(т). Тогда производная от функции cosu равна
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А) — sin I/ В) Sinn' С) COS и
79. Пусть и =и(х). Тогда производная от функции 1/» равна

А) 1/и2 В) u'/yfu С) н7(2л/й)
80. Среди формул таблицы производных указать неправильную

1 _  I

D) cosm-и'  
вна
D) - и ! и2

А) (1пл)' = — D) (VI)'
"гГ*

Е) (log„ л)' = — log„ е 
х

B) (а'У = а'  In л
C) (х’ У = ссс°-х

81. Среди формул таблицы производных указать неправильную
A) (sin хУ = cos х D ) (i/^ y  _ _ J_
B) (хаУ = аха~‘ х
Q . Е) (cost)' = - s in хОе ) = е

82. Производная функции у = log„ дг равна
А) а' D) -  log^e
B) а ‘  ■ In х  х

C) a ' In я
83. Производная функции у = х° равна

А) ха~1 В) л"*1 С) ах"
84. Производная функции у = а' равна

А) а* В)а*-1пл Q a ' l n a

85. Производная функции у = ctgx равна

А )  L -  - V
sin'x B )C0SJ; С) s*n t

86. Найти производную функции у = 3 ■ х ■ VI + 2

А) 3 VI+ 2 В) 4 VI С) Зл
87. Найти производную функции ^ = sin(3.t +1) 

A) cos(3x +1) В) —3cos(3* + l) С) 3cos*
Найти производную функции у = х ■ 1пдг

А) — 1пл+1
* В)

89. Найти производную функции у =

1 2л

С )х+—’ X
2 л +  1

А)
(л + 1)2 В)

(л + 1)2

л + 1

С) -
(л + 1)2

Е) — ■ 1по
л

D) (а -1 )л “

D )— loga е 
’ х

D) cos л

D) л"7 

D) -3cosx

D)
In л

D)

Ь) -sinu и 

Е) 1/(2л/п)

Е) аха

— 1па 
Е )*

Е)
-igx

Е) Зл + 2 

Е) 3cos(3.r + l)

Е)1— г'  х

Е) 2
! +1

• Найти производную функции у  = 1п(2.л+1) 
1 1А) -

В) 2л+1 С) (2л+ 1)2

Найти производную функции у  = V4л - 1

D) 2л + 1 Е)
2л + 1
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А) . ' В) - = L =  С) - i -  D ) ------—  Е) - ! =
2-j4x-l V 4л-1 4л-1 4л-1 2>/л

92. Найти производную функции у = e l v
А) е' В) - е ’ С) е'~* D) -е'~' Е) (I-х)е~'

93. Найти производную функции y = cos(2* + 3)
А )4іп(2л + 3) B)2sin(2.x + 3) D)3sm(2x + 3)

2 С )-25 іп(2л + 3) E)-3sin(2x + 3)

94. Найдите производную функции: у = л5 + 4 - ^ л З +3
л

A) л4 -  4л3 -  -Ул С) 5л4 -  л-5 — Е) 5л4 + 4л 5 — 4
и -з 2 3VI ЗулB) 5л -4 л  ~ —q=* 2

0)5л4 + 4л 5 н—4 -  
зул

95. Дифференциал функции у = /(л ) в точке л0 вычисляется по формуле
A)«/у = /(л 0)Дх С)</у = /(л 0) + / '(л 0)Дл E)dy = / '(л 0) л
B)</у = / '(л 0) D) dy = f ’(x0)A x

96. Дифференциал функции у = /(л ) в точке л вычисляется по формуле
A )dy = bf(x) C)dy = f \ x ) A x  E)dy = /(л ) + /'(л)-Дл
В)<(у = /(х)-Дх D)dy = A f(x )x

97. Формула применения дифференциала функции у = /(л ) в приближенных
вычислениях имеет вид 
A/W “ f(x„)+df(x0) f(x)  = л0 +df(x0)
ДГ(Ло)-#(л„) Af(x0) = df(x)
/(* ) = <//(л0)

98. Для нахождения приближенного значения функции у = /(л ) в точке л,
близкой к точке л0, используется формула 

f ix )  ~ f  (х0) + df (л) /(л ) = /(л 0) + / '(л 0) f (x )~ d f(x0) d f ( x - x 0)
/  (л) = df (л0) /(л ) = /(л 0) + <//(л0)

1 Г ү  —  w  ̂  \
99. Производная У, функции, заданной параметрически < , равна

[у = у(0

А) у, = 4  С ) у; = ^  Е ) у ,= А -
л, л 2л,

в) у; = -4  ° )  х. =
л,

(л = /3100. Найти производную функции, заданной параметрически: 1
[у = Г

А) у, =-4 в) У ,  =4 С) у,= 4
31 t 31
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101. Найти производную функции, заданной параметрически: 1
[у = sin г

A) —ctgf С) ctgf Е) cost
B) tgr D) -tg f

Ю2.Точка x0 называется точкой максимума функции у= / ( х), если в некоторой 
окрестности точки х0 выполняется неравенство:

A) f(x . )= f(x )  С) /(*„)< /(*) Е) f { x . )< f (x )
B) / ( * .) > /( х) D) / (* .)> /(* )

103. Точка х0 называется точкой минимума функции y = f ( x ) ,  если в некоторой 
окрестности точки х0 выполняется неравенство:

A) / ( * .) = /( дг) С) f ( x j < f ( x )  Е) f ( x . )< f ( x )
B) / ( * .) > / (х) D) f ix .)  > f(x)

104. Точка х0, в которой первая производная/'(X) равна нулю или не существу­
ет, называется

A) критической точкой первого рода
B) точкой максимума
C) точкой экстремума
D) критической точкой второго рода
E) точкой минимума

105. Точка кривой, в которых f i x . ) =  0 или /"(.г,) не существует, называется
A) критической точкой первого рода
B) точкой максимума
C) точкой экстремума
D) критической точкой второго рода
E) точкой минимума

106.Для того, чтобы функция f{x)  в точке х0 могла иметь экстремум, необходи­
мо, чтобы

A) f i x . )  = 0 или не существовала D) f \ x . ) <  О
B) /'(* .)>0  Е) f ix .)  < f ix )
C) Д.т„)<0

107. Если при переходе через критическую точку х0 производная f i x )  меняет 
знак с “+” на , то функция у= f i x )  в точке х0 будет иметь

A) перегиб С) разрыв Е) экстремума нет.
B) максимум D) минимум

Если при переходе через критическую точку д:0 производная f i x )  меняет 
знак с на “+”, то функция у= / ix) в точке х0 будет иметь

A) перегиб С) разрыв Е) экстремума нет.
B) максимум D) минимум

■ Функция у= fix )  в точке х0 будет иметь Максимум, если
A) f i x . ) =  0 и /'(.г  )> 0. В) / '0 0  = 0 и f i x . ) <  0

X —  COS t



C) / 'U )  = О и / ' ( 0 = 0 .  Е) /'(jc .)< 0  и / 'U X  О
D) /и .)> 1  и /'(*„)> О

110. Функция у= /(дг) в точке Хо будет иметь минимум, если
A) / ' ( . 0 = 0  и /% О > 0 . D) /(дс.)>1 и / ' U » 0
B) / ' ( 0  = 0 и / 'U X  О Е) / 'U ) < 0 и / 'U X  О
C) / ' ( 0  = 0 и / '( 0 = 0 .

111. Функция у= /(д ) будет выпуклой вверх на (я;«), если для всех у е  (а;«)
A )  / ' ( д г )> О С) / 'U  )= 0  Е) / ' ( д г ) >-1
B) / ' ( дг)<0 D) / ' ( д г )< 1

112.Функция у= /(д) будет выпуклой вниз на ( я ;«) если для всех х е (а;«)

A) / ' ( * ) >  О С) /'(д г) = О Е) / 'С О > -1
B) / '( .т ) < 0  D) / ' U  )<  1

113. Если вторая производная при переходе через критическую точку дг0 меняет 
свой знак, то х 0 есть
А) максимум В) минимум С) выпуклость
D) точка перегиба графика функции Е) экстремум функции

114. Определите интервалы возрастания функции у = (дг -  2)2
A) (2;+°°) С) (0;2) Е) (-2;2)
B) (0;1)и(1;+<*>) D)(l;+°°)

1 "Ь х2115. Определите интервалы возрастания функции у =----- -
1 - д г

A)(-1;0)и(1;+оо) С) (0; 1) Е) (-1;1)
B)(0;1)и(1;+оо) D)(l;+oo)

116. Исследуйте на экстремум функцию у = х3 -Зх:
A ) Уии =  у(1) =  -1 , ут% =  у (-1 )  =  2

B) У™, =у(1) = -2 , ym l= y ( - 1) = 2

C ) y lnin =  у(7) = -1 , ут1 = у (-1 )  =  2

D) = у(4) = -1, уш^ у ( - 2) = 2

E ) У,™ = у(1) = -5, у ^  = у(—1) = 6
117. Исследуйте на экстремум функцию у  =дг3 -  Здг2 + Здг

A) л *  = >(1) = -1, ут  = >•(-!) = 2
B) нет экстремума
C )  утш =  уО) =  -1, у™ , = у ( - 1 )  =  2

D) у™, = у (4 ) = -1, ушг = у(—2) = 2

E ) у 11Ш1 =  у(1) =  -5 , у,ю< =  у(—1) = 6
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118. Функция Ғ(х) называется первообразной для функции Дх) на некотором 
промежутке, если для всех х принадлежащих этому промежутку выполня­
ется равенство
A) f\x )= F (x)  С) F’(x)=f(x) E)f(x)= F(x)+C
B ) df  (х) =  F (x) D )d F (x )= f(x )

119. Основное свойство первообразной гласит, что если F(x) является перво­
образной функции/(х), то
A) первообразная является единственной;
B) найдется некоторая постоянная С такая, что Ғ(х)+  С  также будет пер­

вообразной функции/(х);
C) Ғ(х)+  С является первообразной функции/(х) при любом С;
D) Ғ(х)+  С не для всех С является первообразной функции/(х);
E) найдется некоторое значение постоянной С  такое, что Ғ(х) + С будет

первообразной функции/(х).

120. Найти первообразную функции/(х) = cos3x.
A) sin3x; С) 3sin3x; Е) -sin3x.

B) jsin3x; D) -у іп З х ;

121. Найти первообразную функции f ( x )  = eix.

А) I * 5' В) е5* С) 5<А' D) е ' Е) 5е'

122. Найти первообразную функции/(х) = 3х2.

А) 6х В) Зх3 С) Зх D) х3 Е) у

123. Найти первообразную функции /(х) = sin(5x +1).

A) -y o s(5 x  + l ) ; С ) -cos(5x + l); Е) 5cos(5x + 1).

B) -cos(5x+l); D) cos(5x + l);

*24. Найти первообразную функции/(х) = — у .

A) 31п|3х—2|; С ) |іп (З х -2 ) ; Е) |ln |3 x -2 |.

B) ln(3x-2); D) 1п|3х—2);
1

• Неопределенным интегралом функции/(х) называется
A) множество ее производных; С) предел интегральной суммы;
B)множество ее первообразных; D) ее первообразная функция;
Е) интеграл с бесконечным пределом интегрирования.

26. Какое из нижеперечисленных свойств неопределенного интеграла неверно.
A) Jt f<,x) + q(x)\lx = jf(x)(lx+jq(x)ilx;  В) j[/(x)-<?(x)]fllr = j f (x )dx  - fq(x)dx ;
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C ) J /(•*) • 4(x)dx =  J f(x)ibc ■ J q(x)dx ; E ) J f ' (x)dx  = /  (a )+ C .

D)J*

127. Какое из перечисленных свойств неопределенного интеграла неверно.
A )  j [ f ( x ) + q ( x ) } U = j f ( x ) d x + jq ( x ) d x  ^  / 1 * ) ^ _  1

в  ) \ [ f ( x ) - q ( x ) \ l x = j f ( x ) d x - j q ( x ) d x  «?(-*)

С ) \ k  f (x )d x = k  \ f ( x ) d x  Е ) =

128. Какое из перечисленных свойств неопределенного интеграла неверно.
A ) { / '( х № = / ( д ) + С ;  D) J (//(x ) = / ( x ) + C ;

B ) (J f (x )d x )  = / ( * ) ;  Е ) (\ f (x )d x )  = | f \ x ) d x .

C ) d  ( f  f(x )dx) = f (x )d x ;

129. Укажите формулу интегрирования подстановкой в неопределенном инте­
грале.
A) ^f(x)dx = \x = <p(t)) = ̂ f[<p(.t)l <p'(t)dt, где t = tp '(.\:);

B) | udv = и ■ v - 1 и/и ;

C ) |/[< 0 (х )]-Д (х №  = J /(h M « , где и = <р(х)',

D) J /  [<р(х)] • <р\x)dx = |  /  [<р(х)] • dtp(x) ;

E )|[н (д )-у (д )^ /д  = | u(x)tlx-  Гv(x)dx .

130. Укажите формулу подведения под знак дифференциала в неопределенном
интеграле.
A )^ f(x )d x  = \x = xp(t)\ = ^f[<p(t)] (p\t)dt, где t = cp~'(x)\

B) Jl«/v = UV— j w/н ;
C ) J  [н(д) -  v(x)\lx = I  u(x)dx -  j  v(x)dx ;

D) J f  [pu>] • <p\x)dx = J /  [<p(x)] ■ dtp(x) ;

E ) \  f[<p{x)\ (p\x)dx = j f (u )du ,  где u = (p(x).

131. Укажите формулу интегрирования по частям
A) jvdv  = u - v - j u d u ;  D) | udv = к -v + J vdu

B )  j t t v d v  = u v - j v  u du', g j  f dv _  v | rdu

C ) j u d v  = u v - f v d u ;  u “ v ‘

132. Интегралы вида: J PJx)ebdx, J P„(x)sinkrdx, f  Pu(x)coskxdx, где P„(x) - 

многочлен степени n, k - некоторое число, вычисляются методом



A) подстановки
B) замены переменной
C) подведения под знак дифференциала
D) непосредственного интегрирования
E) интегрирования по частям

133. Интегралы вида: J е“' sin bxdx, J е“' cos bxdx вычисляются методом
A) подстановки D) подведения под знак диффе-
B)замены переменной ренциала
C) интегрирования по частям Е) непосредственного интегриро­

вания
134. Интегралы вида: J Р„ (х) In xdx, J Р„ (х) arcsin xdx, j  Pn (x) arccos x d x ,

J P„ (x)arctgxdx, j  Pn (x)arcctgxdx вычисляются методом
A) подстановки D) интегрирования по частям
B) замены переменной Е) непосредственного интегри-
C) подведения под знак диффе- рования 
ренциала

135. Для вычисления интеграла j x 2 ■ In xdx интегрированием по частям необ­
ходимо обозначить:
A) u=lnx, dv=x‘dx В) u=x', dv=lnxdx С) u=xinx, dv=dx
D) u=x, dv=xlnxdx E) u=xlnx, dv=xdx

136. Для вычисления интеграла Jx -s in  xdx интегрированием по частям необ­
ходимо обозначить:

A) u=xsinx, dv=dx В) u=sinx, dv=xdx С) u=x, dv=sinxdx
D) u=x, v=sinx E) u=sinx, v=x

137. Если F(x) является первообразной функции/(.v), то для функции/(fcx+b) 
первообразной будет

A) F (кх+Ь) В) -  Fdcc+b) С) -F(kx+b)
к Ь

D) k -F(kx+b) Е) bF(kx+b)
138. Если Ғ(х) является первообразной функции Дх), то интеграл J f (kx+b)dx  

равен
A) F(kx+b)+C; В) bFfkx+b)+C; С) k-F(kx+b)+C.

D)i-F(*x+&)+C; Е ) -F (k x + b )+ C ;
Ь к

139. Если Ғ(х) является первообразной функции/(х), то для фу нкции f(kx+b)  
первообразной будет
A)F(fcc)+b; Ғ(х)  _ Е) kF(kx+b).

В ) { ғ ( Х)+ь-, f +fc’
D )-F (fcc + 6 );
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140. Вычислить неопределенный интеграл

A)

B)

1
7(* + 1)7 

(х + 1)7 .

г + С ; C)

D)

U  +  1)5 

1
(дс + 1)5 4

+ С ;

С ;

Е ) - 5(х + 1):
- + С .

141. Вычислить неопределенный интеграл

A) 1п|3.г +1| + С ; С) 31п|Зл + 1| + С;

B) ііп|3т+і| + с ;  D )  — г + с ;
3 1 1 (3* + 1)г

142. Вычислить неопределенный интеграл j 4eis*'dx

Е) л/зі+Т + С .

A ) еи *' + С ;
B) 4е4'41 + С ;

С) - е 4,+| + с ;  
4

Е )е“ +С.

D) 4е ' + с ;

143. Интегральная сумма функции Дл) на [а;Ь] имеет вид:

A) £/(х,)Дх,; С )£ [/(0 + л * ,]; Е)£/(с\-дс,)Ддг,.
«=0 /= 0  1=0

B) X )•■л*,; D) £ /(с .)• Дх,;
1=0 і = о

144. Определенным интегралом функции Дл) на [а;Ь] называется

A) Ш п]Г/(с,М Ь-а); С) lim Y / (хм ) ■ Дх,; Е) 1іт]Гс,/(Д х,).
і= 0  (=о  і=0

B) lim Ү  f{x,)-Дх.; D) limV /(с .)Д х ,;

145 . j / ( . t ) ^ = f ( x j ;  = ғ(в) -ғ (о )  - это формула:

A) Лагранжа С) Коши Е) Ньютона
B) Даламбера D) Ньютона-Лейбница

146. Формула интегрирования по частям в определенном интеграле имеет 
вид
А \A) \u dv = u v - \ v  du\

а  а

в в 6
B ) | h -4v = m v

С) ]u-vdv = u- v
а

в
D) \и - dv = и - v

- \ v u d x ;

в •
+ j v•d u ;

а  а
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147. Какое из перечисленных свойств определенного интеграла неверно?
h a  Ь Ь

A) J/(.v)d!x = J/(x)4x D) ^cf(x)dx = c^f(x)clx
a b a a
a b a

B ) J / ( x №  = 0 E ) j f ( x ) d x  = - j f ( .x ) i lx
a a b
b с b

C) j f (x )dx  = j f(x )dx+ff(x )dx

148. Какое из перечисленных свойств определенного интеграла неверно?
Ь с b b b

A) j  f(x)dx = j  f(x)dx + J f(x)dx D) J* f(x)dx = k \  f(x)dx

B) $f(x)dx = - j f(x)dx  E) °^f(x)dx = 0
a b a
b b b

C) j f{x )g{x )dx  = \  f ( x ) d x j  g(x)dx

3 dx149. Вычислить определенный интеграл f——
{ x - l

A) — В) 1 C) ln2 D) 21n2 E) V2-1
4

1
150. Вычислить определенный интеграл J e'dx

0
A) e~l; B) -1; C) l-e; D) e; E)e-1.

E) f и • dv = и ■ v + J v • du

1
151. Вычислить определенный интеграл j-Jxdx

A) -  В) -  C) -  E) 1
2 3 2 D) 2

152. Вычислить определенный интеграл ] ~
1 x~

A) _ i ;  В) 0; C) i ;  D) 2 ; E )5 .
2 2 2 2

153. Вычислить определенный интеграл j - j= = =

A) 1 В) 2 С) In 2 D ) ^ ln 2  E ) |

*54. Криволинейной трапецией называется область, ограниченная
А) сверху кривой у=Дл) и снизу осью ОХ;
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B) сверху осью ОХ и снизу кривой y=f[x);
C) сверху и снизу кривыми у=Дл) и y=g(x);
D) сверху кривой y=f(x), снизу осью ОХ и с боков прямыми х=а и х=Ь;
E) сверху и снизу кривыми y=J{x) и y=g(x) и с боков прямыми х=а  и х=Ь.

155. Геометрический смысл определенного интеграла от неотрицательной 
функции у - fix)  по [а; Ь] состоит в том, что он равен
A) длине дуги кривой y=f(x), а<х<Ь;
B) объему тела вращения:
C) площади поверхности вращения кривой y=fx), а<х<Ь,  вокруг оси ОХ;
D) площади криволинейной трапеции;
E) периметру криволинейной трапеции.

156. Площадь области, ограниченной прямыми х=а, х - b  (а<Ь) и кривыми y=f(x)- 
сверху и y-g (x)  -  снизу равна:

A) \[ f(x )-g(x)\ix  В) 2/rj/(аОл/і+(f \ x ) f  dx

Ь   . b

С) JV l+ (f’(x))2dx D) -~ \[ f (x ) -g (x ) \ lx

1 ^
E ) -  \[ f(x)-g(x)\lx

157. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой у  = 1- х2 и осью ОХ
А) 1/3 В) 2/3 С) 1 D) 4/3 ' Е) 2

158. Вычислить площадь фигуры, ограниченной прямой у  = 2х + 3 и параболой 
у  = х '

А) —  В) -  С) — D) — Е) —
3 6 3 5 3

159. Найти площадь фигуры, ограниченную линиями у  = х2+4х и у  = х  + 4

А) 2 0 -  В) 2 5 -  С ) -  D) 20— Е ) —

160. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у = дг и у  = 2 - х

А) -  В) -  С) — D) -  Е) -
2 8 15 5 2

161. Функцией z = f ( x \ ,  х2 х„) называется
A) зависимость между переменными z и х^хх х„, заданная формулой;
B) правило, по которому каждому набору значений переменных Хі,Хъ- 

ставится в соответствие не менее одного значения переменной г;
C) правило, по которому каждому набору значений переменных х^Хъ--^* 

ставится в соответствие единственное значение переменной z;
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D) соответствие между переменными г и х\,хъ ...,х„, при котором каждому 
значению г сопоставляется определенный набор значений переменных Х\,
ЛЧ,..., XnJ

E) зависимость z  от переменных Х\,Хъ-..,х„, при которой изменение перемен­
ных Xi, X2,..., х„ влечет изменение переменной z.

162. Пусть каждому набору значений переменных х  и у  ставится в соответствие 
определенное значение переменной г. Тогда это соответствие называется
A) функцией двух переменных;
B) функцией трех переменных;
C) поверхностью уровня функции;
D) линией уровня функции;
E) графиком функции.

163. Графиком функции z=flx;y), определенной в области О, называется
A) множество точек (л;у) из области D, для которых fix;y)=z',
B) множество точек (x;y;z) трехмерного пространства таких, что z=flx;y) для 

всех (х;у)е D;
C) множество точек (x;y;z) трехмерного пространства таких, что Д.т;>)=0, a z 

принимает любое значение;
D) кривая, принадлежащая области D, с уравнением Дх;у)=г, где г принимает 

заданное значение;
E) поверхность в трехмерном пространстве с уравнением f(x+y)=z.

164. Пусть функция z=f[x;y) задана на множестве D. Тогда множество точек (x;y;z) 
таких, что z=fix;y) для всех (х;у)е D, называется
A) областью определения фу нкции;
B) областью значений функции;
C) поверхностью уровня функции;
D) линией уровня функции;
E) графиком функции.

'65. Найти область определения функции z = (V* + 1)у + sin ху
A) правая полуплоскость относительно оси ОУ
B) верхняя полуплоскость относительно оси ОХ
C) I и III координатные углы
D) I координатный угол
E) плоскость ХОУ

'66. Найти область определения функции г = -t + ~A-v+.-v
у - х

A) полуплоскость, лежащая выше прямой у  = х
B) плоскость XOY, за исключением биссектрисы I и III координатных углов
C) плоскость ХОУ
D) прямая у  — х
E) полуплоскость, лежащая правее прямой у  = - х
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167. Найти область определения функции z = „ 4 -
ЛГ + у

A) плоскость Л'ОУ
B) первая четверть х  > 0, у  > О
C) плоскость ХОУ, за исключением точки О(0;0)
D) плоскость ХОУ, за исключением осей ОХ  и ОУ
E) 0  - пустое множество

X̂  + V2168. Найти область определения функции z = : —

A) плоскость ХОУ
B) первый координатный угол
C) первый и третий координатные углы
D) плоскость ХОУ, за исключением осей О Х  и ОУ
E) плоскость ХОУ, за исключением кроме начала системы координат

169. Найти область определения функции z = (x2 + у2) е у
A) плоскость ХОУ
B) верхняя полуплоскость относительно оси ОХ
C) плоскость ХОУ, за исключением начала системы координат
D) плоскость ХОУ, за исключением осей ОХ  и ОУ
E) плоскость ХОУ, за исключением оси О Х

170. Найти область определения функции z = (x2 -  у 2)-е* ■ J y
A) полуплоскость выше оси ОХ
B) плоскость XOY, за исключением прямой у  = -4
C) полуплоскость правее оси OY
D) полуплоскость левее оси OY
E) плоскость XOY, за исключением прямых у = ± х

171. Найти область определения функции z = x j ^ y  + х2- у 2
A) плоскость XOY, за исключением прямых у  = ± х
B) полуплоскость ниже оси ОХ
C) полуплоскость левее оси OY
D) плоскость XOY, за исключением начала системы координат
E) плоскость XOY, за исключением прямой у = 9

172. Найти область определения функции z  = 1п(т2 +у2-1)
A) внешность круга радиуса 1 с центром в начале системы координат ;
B) первая и третья координатные четверти;
C) вся плоскость ХОУ  за исключением начала системы координат;
D) окружность радиуса 1 с центром в начале системы координат;
E) круг радиуса 1 с центром в точке О (0;0).
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173. Найти область определения функции г = ln(.v — у)
A) плоскость ХОУ  за исключением прямой у=х;
B) прямая у=х;
C) полуплоскость ниже биссектрисы I и III четверти;
D) полуплоскость ниже ОХ;
E) I и IV координатные углы.

174. Найти область определения функции г = ,1п* .
X +>>

A)плоскость XOY;
B) плоскость ХОУ, кроме точки О (0;0);
C)полуплоскость правее оси OY
D) первый координатный угол;
E) плоскость, кроме осей координат.

175. Частной производной функции z=f(x;y) по переменной л- называется

D) производная функции Дл;у) по переменной дг, вычисленная при условии, что 
переменная у  зафиксирована;
E) производная функции flx;y) по переменной у, вычисленная при условии, что 

переменная х  зафиксирована.

176. Частной производной функции z=ftx;y) по переменной у  называется

D) производная функции Дл;у) по переменной дг, вычисленная при условии, что 
переменная у  зафиксирована;
E) производная функции fix;y) по переменной у, вычисленная при условии, что 

переменная дс зафиксирована.

D) производная функции z по переменной дг*, вычисленная при условии, что дгі и 
х„ зафиксированы;
E) производная функции z по переменной дг*, вычисленная при условии, что все 
остальные аргументы, кроме дг*, зафиксированы.

В) Urn — ;

A) f '(x -y)

1^7. Частной производной функции z=f(x\,x2,...,x„) по переменной дг* называется

А) / / ( л , ,х2 дг„);
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E ) Д /(* 0; у Д = / ( * 0-Длг;у0 - Д у ) - / ( * 0;у0) .

201. Найти полное приращение функции z = *  + у ( х - З )  в точке (4; 0).
A) Ду(Д* + I) С) 4Алг + Д*-Ду Е) ДхДу + Дх -  ЗДу
B) Ах + АхАу D) Дх + Дх ■ Ду + Ду

202. Найти полное приращение функции г = (х  — 2)у  в точке (2; 3).
A) ДхДу + ЗДх С) ДхДу + 2Ду Е) ДхДу + Дг + 5Ду

B) ДхДу -  2Ду D) 2ДхДу -  2Дх -  6Ду

203. Найти полное приращение функции z = x 2y + 4 в точке (1; 2), если
Дх =  1,Ду = 2 .

204. Найти полное приращение функции z -  х 2 у -  2 в точке (1; 2), если
Дх = -1 ,Д у = - 2 .

х 2+ у 2 1
205. Найти полное приращение функции г =   — в точке (1; 0), если Ах=2,

Ду=1.
206. Полный дифференциал функции z=/*;y) вычисляется по формуле:

A) dz = z ' -Ay + z \-A x  D) dz = z'x ■ Ад -  z'y • Aу
B) dz = z'x ■ Ay -  z'y ■ Ax E) dz = z ,  ■ Ax -  z' ■ Ay
C) dz = z’x • A*+z'v Ay

207. Формула для вычисления полного дифференциала функции г = f(x ;y )  имеет 
вид

A) /,'(*; у)+ / '(* ; У) D) /Дх; у) + 2 / '  (х; у)АхАу + / '(* ; у)
B) /Д х; у)Т + /Д х ; y)j  Е) /Д х; у) ■ Ах + f ’(x; у) ■ Ау

C ) / '(л ;  у ) cos а  + f ' ( x ;y )co s /}

208. Для функции г = д:3у2 вычислить dz (1; 2).
A) ЗДл: + 2Ду С) ЗДл:-2Ду Е) 12Дх + 2Ду
B) 12Дс + 4Ду D) 6Дл + 4Ду

209. Для функции z = x3y  + xy2 вычислить dz (2; 1).
A) 13Длт + 10Ду С) 4Ддс + ЗДу Е) 6Дх + 4Ду

B) 12Длт + 10Ду D) 8Дл: + Ду

210. Для функции z = х }у 2 вычислить dz (1; 2) при Ддс=-1, Ду=2.

211. Найти полный дифференциал функции z = -Jx2y - l  в точке (1; 2), если Дх- ’
А>-2. I

2 1 2 . Для нахождения приближенного значения дифференцируемой функции/-1,) 
в точке (х;у), близкой к точке (хп\ уп),  используется формула

A) f(x- ,y)~ f(x0\y0)+df(x-,y) D) f(x-y) = f ( x 0-y0) + /'(-*0;Уо) +
B) f(x-,y) = df(x0\y0) f ’(x0;у0)
C ) /(д :;у ) = / ( д 0;у0)+4/(л:0;у0) Е ) /(лг;у) -  f(.x0;y0) -d f ( x \y )

ПО

213. Для нахождения приближенного значения дифференцируемой функции flx;y) 
в точке (л;у), близкой к точке (,т0; у0) , используется формула

A ) /(дг;у) = /( .у 0;Уо)+ 4 /(т 0;у0) D )  / ( х ;у )  = f ( x y ,y „ ) -d f ( x \у)

B ) A f(x0,y 0) = d f  (х0\у 0)(Ах + Ay) E ) f ( x ; y )  = f ( x <1\y0) + d f(x \y )

C) f(.x;y)™.f(.x0;y0) d f (x0;y0)

214. С помощью полного дифференциала найти приближенно значение функ­
ции z = eu~>y в точке *=2,9 иу=2,2.

215. С помощью полного дифференциала найти приближенно значение функ 
ции z = \l2х + 1-е3у в точке *=4,3 иу=0,1.

216. С помощью полного дифференциала найти приближенно значение функ­
ции z = 1п(4* -  у) в точке *=1,2 иу=2,9.

217. С помощью полного дифференциала найти приближенно значение функ­
ции z = sin(3* -  у) в точке *=0,9 и у=3,2.

218. Пусть z = е5* ^ 2 у -3. На сколько приближенно изменится значение функции 
при увеличении *=0 на 0,1 и увеличении у=2 на 0,5.

219. Пусть z = 1п(17 + * + 7 у ) . На сколько приближенно изменится значение 
функции при уменьшении *=5 на 0,1 и увеличении у= -3 на 0,3.

220. Дифференциальным уравнением называется уравнение,...
A) содержащее дифференциал функции;
B) связывающее переменные * и у  и неявно задающее дифференцируемую 
функцию у: (*);
C) связывающее аргумент*, искомую функцию у  (*) и некоторые ее произ­
водные;
D ) связывающся переменные* и у, функцию этих переменных и некоторые 
ее частные производные;
E) для которого существует характеристическое уравнение.

221. Дифференциальным уравнением I порядка называется уравнение, связы­
вающее
A) переменные * и у;
B) переменные * и у  и задающее неявную функцию у=у(х);
C) переменную *, функцию у и ее производную / ;
D) искомую функцию у(*) и ее производную /(* );
E) функцию двух переменных * и у  и ее частные производные первого по­

рядка.
■ Общий вид обыкновенного дифференциального уравнения и-го порядка:
A ) F ( x ,y , y w ) = 0 D ) F (y ,y ' ,y"  у ,", ) =  0

ғ (у,у',у") = 0 Е) Ғ(х,у у(,,)) = 0
С) Ғ(х,у,у'

• Общий вид дифференциального уравнения I порядка:
A) /  = /(* ; у) С) F(*;v)=0 Е) F(x; у )= 0
B ) Ғ ( * ; у ; / ) = о  D ) Ғ (* ;у ;г ';г ')  = 0
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224. Общий вид дифференциального уравнения первого порядка, разрешенного 
относительно производной:
A) Ғ(х, у') = О D) F (x ,y )= 0
B) y  = f ( x )  Е) у  = / ( х , у ' )
C ) у ' = f i x ,  у)

225. Общий вид дифференциального уравнения первого порядка, разрешенного 
относительно производной:
А) у' = /(х;у) D) y' = f ( L )
В) у ' = /(х)-р(у) \ х )
С) у  = Р(х)• у + f i x ) Е) у ’ = f(x)  + <piy)

226. Общий вид дифференциального уравнения я-го порядка, разрешенного от­
носительно старшей производной
A) F(x ,y , / , . . . ,yM)=0 D) y""=fix,y, / . . . . У " 1*)
B) у<п-Дх,у, Е) Ул,=Лх)
C) F(x,y,yw )=0

227. Решением дифференциального уравнения называется
A) число х  = х0 такое, что при подстановке его в уравнение получается вер­

ное равенство;
B) набор чисел Xi,X2, . . .Ап таких, что при подстановке их в дифференциаль­

ное уравнение получается верное равенство:
C) функция Дх;у) , удовлетворяющая дифференциальному уравнению;
D) неявная функция у  = у(х), заданная данным уравнением;
E) функция у(х), которая при подстановке в уравнение обращает его в тож­

дество относительно аргумента х.
228. Решением дифференциального уравнения называется

A) поиск функцииyix), неявно заданной уравнением;
B) процесс разделения переменных с последующим интегрированием

уравнения;
C) нахождение чисел С ь Су,..., Сп , для которых искомая функция удовле­

творяет заданному начальному условию;
D) функция у  (дг), которая , будучи подставленной в уравнение вместе со 

своими производными, обращает его в тождество дг;
E) функция Дх; у), удовлетворяющая дифференциальному уравнению.

229. Порядком дифференциального уравнения называется
A) порядок старшей производной, входящей в уравнение;
B) порядок наивысшей степени аргумента искомой функции;
C) количество переменных, входящих в уравнение;
D) количество слагаемых, содержащихся в уравнении;
E) порядок наивысшей степени искомой функции данного уравнения.

230. Найти порядок дифференциального уравнения (х2 + у 2)2 +ху' = 0.
231. Найти порядок дифференциального уравнения ху5 + у" = 0.

Х~ Н“ 1232. Найти порядок дифференциального уравнения — — + у =0.
ГУ
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А ) -2 В) 2 C ) - l  D) О Е) 4
233. Какое из нижеперечисленных уравнений не является дифференциальным

A) (дг2 +1)У41 +у: -лг = 0 D) (x + l) /1 ч-у-дг2 =0
B) {x+y)dx+{lx-y2)dy=\ Е) у-у'"  =0

sin* пC)  ; ху = 0
У

234. Какое из нижеперечисленных уравнений не является дифференциальным
A) sin (x+ /) = 0 D) у ’ +— = 0
B) (x+2y)dx+exdy=0 У
С) уу  =0 Е) /  = X

235. Проверить, какая функция является решением дифференциального урав­
нения (1 + х ) у ' - у  + 1 = 0 .

A)jy = x -  1 С) у = х  D)>' = -x
B )^  = х +  1 Е )у  = -х + 1

236. Проверить, какая функция является решением дифференциального уравне­
ния х  у ' - у  = 1.
A)_у = х - 1 С ) у = х  D)>’ = -x
B )у > = д с + 1  E ) j '  =  -x + l

237. Проверить, какая функция является решением дифференциального урав­
нения у  у' =х.
A) 7  = х-1 С ) у  = -х Е ) у = х - 2
B)у/ = - х + 1 D )> '= x + 2

238. Дифференциальным уравнением I порядка с разделяющимися переменны­
ми называется уравнение вида:

A ) /  = / ( .г ) + <р(у) С ) у  Г Л  Е ) у  +  V W  я  f ( x )
B) у ' = f(x)<p(y) v * / У

D) y'+p(x)y = f(x)
239. Дифференциальным уравнением I порядка с разделяющимися переменны­

ми называется уравнение вида:
A) М(x\y)dx+ P(x;y)dy=0 D) N(y)dx+P(x)dy=0
B ) M (x) N (y)  dx + P(x) Q(y) dy = Q E) M (x)-dx + Q(y)dy  = 0

C ) {M(x) + N(y))  dx + (P(x) + Q(,y))dy = 0

240. Дифференциальным уравнением I порядка с разделенными переменными 
называется уравнение вида:
A) у' = /(дг) <р(у) D) M(x;y)dx + N(x;y)dy = 0
B ) у ’ + <р(х)у = 0 Е ) <p(y)dy + q(x)dx = 0

C)

241. Однородным дифференциальным уравнением I порядка называется урав­
нение вида у = f ( x , у ) , в котором функция flx;y) для любого t е  (-<*>;+<=) 
удовлетворяет условию
A)Ди;Гу) =Да:у) D)fttx;y) = tf(x -,y)
B)fltx-,ty) = t f(x ,y)  g ) j{r,ty) = / f(x;y)
Q f t o y )  =Дл:гу)
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242. Однородным дифференциальным уравнением I порядка называется урав­
нение вида у  = f ( x ;  у ) , в котором функция fix;y) для любого t е  (-<*=;+<») 
удовлетворяет условию
A)f i tx \  ty) = t - f ( x - y )  D )fi-tx-,-ty) = -fix-у)
B)fi-tx; -ty) = tfix; у) E) fi-tx; -ty) = -tfix; y)
C)fitx; ty) = fix;y)

243. Линейным дифференциальным уравнением I порядка называется уравне­
ние вида:

A ) y '  = f ( x )  + P(y) С) У' = Р ( Ц  Е ) y ' + ™ = f ( x )
B) y' = f(x)-P(y) х У

D) y’+ P(x)-y  = f ( x )
244. Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется 
уравнение вида:

A) / = / (  1 ;-) /О )4 у+ /О )4 с = 0
х  Е) y '+ P (x )y  = f ( x )

B ) f ( y ) d y = - f ( x ) d x
C ) /  = Д х , у )

245. Дифференциальное уравнение у '+ х 2 -у = ел является
A) линейным дифференциальным уравнением I порядка;
B) дифференциальным уравнением I порядка с разделяющимися перемен­

ными;
C) однородным дифференциальным уравнением I порядка;
D) дифференциальным уравнением I порядка с разделенными переменны­

ми;
E) среди ответов А-D нет правильного.

2х + 3у246. Дифференциальное уравнение у =--------   является
х - у

A) линейным дифференциальным уравнением I порядка;
B) дифференциальным уравнением I порядка с разделяющимися перемен­

ными;
C) однородным дифференциальным уравнением I порядка;
D) дифференциальным уравнением I порядка с разделенными переменны 

ми;
E) среди ответов А-D нет правильного.

247. Дифференциальное уравнение у = х  ■ у 1 -  Зх ■ cos у является
A) линейным дифференциальным уравнением I порядка;
B) дифференциальным уравнением I порядка с разделяющимися перемен­

ными;
C) однородным дифференциальным уравнением I порядка;
D) дифференциальным уравнением I порядка с разделенными переменны­

ми;
E) среди ответов А-D нет правильного.

248. Дифференциальное уравнение у - — = ех является

А) линейным дифференциальным уравнением I порядка;
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B) дифференциальным уравнением I порядка с разделяющимися перемен­
ными;

C) однородным дифференциальным уравнением I порядка;
D) дифференциальным уравнением I порядка с разделенными переменны­

ми;
E) среди ответов А-D нет правильного.

249. Среди следующих дифференциальных уравнений найти линейное диффе­
ренциальное уравнение I порядка
А  ) / - £  =  *> D ) y ’+ xy = xy3

У Е) у '+ 3 /  + 2у = х

с , , + г Л
X X

250. Среди следующих дифференциальных уравнений найти однородное диф­
ференциальное уравнение I порядка

A) /+дг-8Іпу = 0 С) у '= х2 у2 Е) у _ £ ± 1
, у2 D) /+у+лг = 0 Х+У

B) у =~т
г

251 .Среди следующих дифференциальных уравнений найти дифференциальное 
уравнение I порядка с разделяющимися переменными

A) у '+ ху = ху3 D ) /= r+ y 2
х 2 + v 2 Е) (x+y)dx+ydy=0

B ) /  = -— 2~X
C) у + у  + х = 0

252. Решить уравнение у у '  + х  = 0
А ) х 2- у 2=С D ) у 2+х2=С
B) х2 +у2 =0 Е) 2* + 2у = С
C) у 2- х 2 =С

253. Решить дифференциальное уравнение —— х = 0.
X

А )у  = 4 + С D)y=2f +C

B ) y = jr + C  Е >^ =  Г С
C)у=А3+С

/ 3v
254. Решить уравнение У — ~  = х

A) у=Сх3 с ) у = - 1 + с  Е ) у  = Сх3- х 2
B) у - х 2 +С х

D) у=Сх3- х
255. Решить дифференциальное уравнение у  - у  =е*

A) у  = хе* + с D) у  -  се* - хе*
B) у  = ех + се2 Е) у  = е
C) у  -  се* + хе*

256. Решить дифференциальное уравнение xdy = ydx
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A) у = хс D) у = х
B) 1п(у| = 1п|л| Е) у = 1п[х| + с
C) у = х  + с

257. Найти частное решение дифференциального уравнения ydy =  x d x , удовле­
творяющее начальному условию у(-2)=4.
A )у2 = дГ-12 r t Z l - f l - f t  D )у 2 — х~- 6
B )у2 = дг 2 2 Е )у 2 = х 2+ 12

х 2258. Найти частное решение дифференциального уравнения « у  у ах, удовле­

творяющее начальному условию у(0)=2.
A) у  = дг + 2 С) у3 = дс3 + 8

B ) у 3 =  дс3 - — D > ^ = < + 2
'  3 Е) у  = л + 4

259. Найти частное решение дифференциального уравнения у' = х , удовлетво­
ряющее начальному условию у(2) = 4.
А )у = д г  Б ) у  = дГ + 2

х 2 С )у  = 2дг" - 4В )у = —  ~  Е )у  = —  + 2
2 2

260. Найти частное решение дифференциального уравнения у ' = -sin2 у ,  удовле­

творяющее начальному условию у(0) = —.
4

A) ctgy = - х  - 1 D) ctgy = х
B) tgy = х  + 1 Е) ctgy = х  + 1
C) tgy = х

261. Найти частное решение дифференциального уравнения е~'у'-е~у = 0 , удо­
влетворяющее начальному условию у(0) = 0.
A) у = х  В) у = - х  С ) у D) у = е х - 1

С ) у =  1 - е* Е ) у = е х - 1
262. Решение дифференциального уравнения I порядка с разделяющимися пе­

ременными осуществляется с помощью замены
А )У=х + г(х) С ) / = —  D ) 2 = z
B ) у = u (x )v (x )  dx х

Е)у=м(дг) + у(л)
263. Решение однородного дифференциального уравнения I порядка осуществ­

ляется с помощью замены
A) у = х + z(x) с ) у = —  D)—=г
B ) у = u (x )v (x )  dx х

Е) у = ч(х) + v(x)
264. Решение линейного дифференциального уравнения I порядка осуществля­

ется с помощью замены
A)у = х  + z(x) С )у '= —  D)—= г
B ) у = и(лг) - v(jc) dx х

Е) у = и(х) + v(x)
265. Общее решение дифференциального уравнения и-го порядка содержит

A) п переменных Ап
B ) П ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ С і,С 2 ,... ,С „

116



C) п-l произвольных постоянных С\,Съ-.-,С„.\
D) п частных решений
E) одну произвольную постоянную С

266. Общим решением дифференциального уравнения II порядка называется 
функция вида:

A)у=<г>(лг,сі,с2) С)у=р(л,сьс2,сз) Е)у'=<р{х,у,сьс2)
B)у=<р(х;с) D )у'=<р(х,у,с)

267. Начальные условия задачи Коши для дифференциального уравнения 
y’ =f(x,y, у’) имеют вид:
А ) >’(т0)=уо D )v(t„)=v0 , у '(*<>)=У о

268. Линейным однородным дифференциальным уравнением II порядка с по­
стоянными коэффициентами называется уравнение вида:

С ) y ' + P y ' + q y = f t x )
269. Линейным неоднородным дифференциальным уравнением II порядка с 

постоянными коэффициентами называется уравнение вида:
A ) у" + Py' + qy = С
B ) у ’ + Ру' + qy =  О

C) y '  + Py'+ qy = R„(x), где R„(x) -многочлен порядкам
D ) у'+ Py'+qy = f  (х), где / (дг) * Опроизвольная функция
E ) у ’  +  Ру +qy = е"к, а  Ф О

270. Характеристическим уравнением дифференциального уравнения 
у ' + Py'+qy  = 0 называется уравнения вида
A ) р k + q -  0 С ) к '  + Рк' + < 7  = 0 Е ) к 2 + Рк +q  = 0

B ) k 2+Pk + q k = 0  D )  1 + pk + qk2 =0
271. Пусть характеристическое уравнение имеет два различных действительных 

корня к\ и к2. Тогда общее решение линейного однородного дифференци­
ального уравнения II порядка с постоянными коэффициентами имеет вид
A) у  = С, ■et,x+C2 costjjt D )у = е',х • (С, • cosкгх + С, -sin/ит)
B ) у  = С, ■е1,х +  С2 ■ х  ■ е*'х Е )у  =  С, c o s ^ t  +  C, cos к2х
C ) у =  С, • е1' х + С2 ■ е*'-х

272. Пусть характеристическое уравнение имеет один двукратный действитель­
ный корень к. Тогда общее решение линейного однородного дифференци­
ального уравнения II порядка с постоянными коэффициентами имеет вид
A ) у  = Сх-еь  +С2-ек'  D ) y  = СХ coskx+C2 -дс-sinJbr

B) у = С, • <?*' + С, • х еь  Е) у = etx • (С, + С2 • х ■ cos кх)

C)y  = Cx cosfct+Cj sinfcc
273. Пусть характеристическое уравнение имеет два различных комплексных 

корня a ± ip .  Тогда общее решение линейного однородного дифференци­
ального уравнения II порядка с постоянными коэффициентами имеет вид

B) у '(*(>)= у,',
C)у'(дсо)= у»

Е) >■' Оо)= Уо, У' (А'о)= у»

A )y ’ + P y '  + qy= kx+ b
B ) у" + Р ■ у  + q ■ у  =0

D) у ' + Р(х) ■ у ’ + q(x) ■ у =кх+Ь
E) у '  + Р- y '+ q  -у +С=0
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A) у = С, ■ е"' + С, • е^' D )y = е“* (С, совДт+С, sin/?x)
B) у = С, ■ е“' +С2 -х-е^' Е )у = еш (С, +С, - cos /Зх)
C) у - C t cos ах+С2 sin fix

214. Найти общее решение дифференциального уравнения у"  + у ’ -  2у  = 0.
A)у=С[вх+С2  С )у=С\+С2е Е) у = С2е~х + С„е2
B )у '= С ,/+С 2е‘2г Е>)у=С1х+Ь2е 2х

275. Найти общее решение дифференциального уравнения у ’ + 4у ’ + Зу = 0.
A) y= C iex+C2e3x С) у=С1ех+С2е :'х Е)у=С,е4х+С2е3х
B)y=Clex+C2e3x D )y= C ,ex+C2e 3x

276. Найти общее решение дифференциального уравнения у’ -  2 /  = 0.
A) у  = С1е2х + С2ех С) у  = С, +С2еі'  Е) у = С, + С,е~2'
B) у = С1е‘2,г +Сгх D) у  =С1х+С,е2х

277. Найти общее решение дифференциального уравнения у '-2 у '+ у  = 0.
A )у  = С ,+С2х D ) у  = С,+С2е'
B) у  = е х(С, +С2х) Е) у  = е'(С, + С2х)
C) у  = ех (С, + С,х + С3х~)

278. Найти общее решение дифференциального уравнения 4 у '+ 4 /+ у  = 0.

A ) у  = Л (С ,+ С 2х) С )у  = С ,е '+ С 2х Е )у  = С ,+С2х

B) у  = е-х(С, +С2х) } у ~ е ' (С' +а-х)
279. Найти общее решение дифференциального уравнения у" -  4у' +5у = 0.

A) у = е-2* (С, cos дг + С2 sin х) D) у  =elx(Clcosx+C2sinx)
B) y = e'(C,cosx + C2sinx) Е) у  = С, cosx + C2 sin*
C) у  = е '  (С, cos x + C, sinx)

280. Найти общее решение дифференциального уравнения у '+  2 / + 10у = 0.
A) у  = С, cos Зх + С, sin Зх D) у  = ех (С, cos Зд: + С, sin Здг)
B) у = е~х (С, cos х + С2 sin Зх) Е) у = г"' (С, cos Зх + С2 sin Зх)
C) у - е ~ х (Cj cos Зх + С2 sin х)

281. Решить уравнение у '-2 у '+ у  = 0.
A) у = С,е' + С2е' D) у = Схех + С2хеГ
B) y = CjX + C,e’ Е) у=С,е~х +С,ех
q  у = Cje-* + С2хе*

282. Решить уравнение у '-3 у '+ 2 у  = 0
A) у  = С,е3х+С2е2х
B) у  = С,ех +С2е3х
C) у = С,е' +С2е2х
D) у  = С,е~3х + С,е2х
E) у = С,е" + Сгхе2х

283. Интегральной суммой для функции f ix ,  у) называется выражение вида

118



А) В) X/(/>)Av,v, С) £ /(/> )A S ,
«=1 /=1 , = |

lim У  /(/})AS, ^
D) E) £ / ( W

diamASj —> 0

284. Двойным интегралом от функции г = f(x ,y )  по области £> называется

A) Х /(^ )Д 5 , , если существует и не зависит от способа разбиения D
/=1

B) /(^)Дт,У ,. если существует и не зависит от выбора точек Р,
1=1

C) /<Д)Д5; , если существует и не зависит от способа разбиения D  и от
Ы

выбо ра точек Р,

D) «1 , если существует и не зависит от способа разбиения D  и
diam AS, —» О

от выбора точек Р-,

E) Iim g/(/> )A S , , если существует и не зависит от способа разбиения D и 

от выбора точек Р,
285. Двойной интеграл от неотрицательной функции f ( x , y )  по области D 

равен
A) площади области D
B) объему цилиндрического тела, ограниченного плоскостью г = 0 и 

поверхностью Z = f ( x ,  у)
C) объему цилиндрического тела с основанием D, ограниченного поверх 
ностью Z = f ( x ,  у)
D) объему цилиндрического тела, образующая которой параллельна оси z, 

ограниченного областью D и поверхностью z — f ( x ,  у)
E) площади поверхности Z = f ( x ,  у ) ,  проектируемой на область D

286. U  у(х, y)dxdy , где у(х ,у)-  поверхностная плотность вещества, равен
D

A) массе цилиндрического тела, ограниченного плоскостью Z = 0 ,  
поверхностью z = \у(х, у)|

B) массе пластины, занимающей область D;
C) массе цилиндрического тела с основанием D, ограниченного

поверхностью z - \ y { x , y ) \ ;

D) массе тела, ограниченного поверхностью Z = / ( x , y )  и плоскостью хОу
E) массе поверхности z = у(х, у ) , проектируемой на область D

119



287. Укажите свойство, которым не обладает двойной интеграл.
A) JJ [/(-V, у) + <рі.т, y)]ilxily = | | / ( . г ,  yylxdy +1 | (fix, у)(Шу

D D  D

B) | |  af (х, yylxdy = « ||/( .г , y)dxdy
D  D

C) | |  / ( х, yyLxdy = ||/(дг, y)dxdy +1|/(.г, y)dxdy
D  D , D ,

D) ||/(лг, y)dxdy = -||/(дс,у)4уЛ
D  D

E) | | /(•*, y)dxdy = | | / (*, y)dydx
D D

288. Укажите свойство, которым не обладает двойной интеграл.
A) ||[/(дг, y)+(pix, y)]dxdy = | |  f ix ,  yylxdy + 1| (pix, y)dxdy

D  D  D

B) j j  f(x,y)<p(x,y)dxdy = jff (x ,y)dx  | |  <p(x,y)dxdy
D D  D

C) \\af(x,y)dxdy = a\\flx,y)dxdy
D D

D) | |  f (x ,  yylxdy = | |  f(x ,  y)dxdy +1| f ix ,  у )dxdy
D Г\ Dz

E) | |  f ix ,  y)dxdy = | |  f(x,y)dydx
D D

289. Область D  называется правильной в направлении оси ОХ, если
A) прямая, параллельная одной из координатных осей и проходящая через 

внутреннюю точку области, пересекает границу области в двух точках;
B) прямая, параллельная оси ОХ  и проходящая через внутреннюю точку 

области, пересекает границу области в двух точках;
C) прямая, параллельная оси OY  и проходящая через внутреннюю точку 

области, пересекает границу области в двух точках;
D) прямая, проходящая через внутреннюю точку области, пересекает 

границу области в двух точках;
E) прямая пересекает границу области в двух точках.

290. Область D  называется правильной в направлении оси OY, если
A) прямая, параллельная одной из координатных осей и проходящая через 

внутреннюю точку области, пересекает границу области в двух точках;
B) прямая, параллельная оси ОХ  и проходящая через внутреннюю точку 

области, пересекает границу области в двух точках;
C) прямая, параллельная оси OY  и проходящая через внутреннюю точку 

области, пересекает границу области в двух точках;
D) прямая, проходящая через внутреннюю точку области, пересекает 

границу области в двух точках;
E) прямая пересекает границу области в двух точках.

291. Область D  называется правильной, если
A) прямые, параллельные координатным осям и проходящие через 

внутреннюю точку области, пересекают границу области в двух точках;
B) прямая, параллельная оси ОХ  и проходящая через внутреннюю точку 

области, пересекает границу области в двух точках;
C) прямая, параллельная оси OY и проходящая через внутреннюю точку
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области, пересекает границу области в двух точках;
D) прямая, проходящая через внутреннюю точку области, пересекает 

границу области в двух точках;
E) прямая пересекает границу области в двух точках.

292. Двукратным интегралом по области D называется выражение

A) J J f(x,y)dxdy  B)J
а  q \ ( x )

«Мл) Г Ь

7Л(*>

«Мл)

7й(л)
J f{x,y)dy dx с )  J

«Ь(л)J
. « ( л )

J f(x ,y)dx tty

и «Мл)Г Ь
D ) \  j f ( x ,y ) d x d y  Е ) J j f ( x ,y ) d y

ft(jr)L
dx

293. Если f(x ,y)  непрерывная функция в правильной области D, то

Ь (Р і(л) 9 і ( * ) Г b

A) jjf(x,y)dxdy = j  J f(x, y)dxdy B) JJ f(x ,  y)dxdy = j  j f(x ,y)dy

C ) f f  f(X,y)dX(fy = f
D a

E ) j jf(x ,v)dxdy=j

a <Pi(x) 

«Мл)
f  f(x,y)dx

.fi(x)
« М л )

J f(x,y)dy

(fh(x) '

dx

dy

ІІХ

D) jjf(x,y)dxdy= j  j f(x ,y )dx

294. Если /U , у) непрерывная функция в области D, правильной в направлении 
оси ОХ, то

A) jjf(x,y)dxdy= j  j  f(x,y)dxdy В) }| f(x,y)dxdy=j

С ) \\f(x ,y)dxdy=\

¥ \  <У> 

(М у )

'2 ' Л'
f  / ( л, уМу

J /(л,у)Лг
_*<У>

Гз<У)"

¥\ (У )

¥2(У) "
(/у D ) [[/ (* , у )Жг4у = | j/(*,y)<fe

&

rfy
Ki(y)L

Е ) tf/(x . y)dxdy= J  J7(x,y)</ydx

295. Вычислить JJ(* + y)dxdy; 0 < x <  1, 1 < y < 2
д

A) 2 B) 4 C)1 D) 0
296. Вычислить f f e x*ydxdy; 0 < x <  1 ,0 < у < 1

A) (e-1)- B) (e-1) C) (e-1) D) (e -1 )1

E) 5

E) (e-1)""

297. Вычислить \\pdpdO- 17 < p < b ;  0< Ө <  у
jj A A



298. Вычислить ff— —г 0 < х  < 1, 0 < у <1
(* + * + !)’

А) 1пЗ В) e С) ln4 D) ln(4/3) E)(e-1)

299. Вычислить j j  xs in(x + у) dxdy, 0 < х < л , 0  < y < —
д 2

А) 7Г-3 В) n - 2 С) Л--4 D) 7Г — 1 E) к

300. Вычислить j j ~ d x d y ;  Д -  область, ограниченная линиями у=х, х=2 и
д у

ху=1
А) 5/4 В) 7/4 С) 9/4 D) 3/4 Е)Ул

2 дТз
301. Вычислить J { хуdxdy

1 X

А) 17/4 В) 4 С)1 D) 15/4 Е) 17/2

302. Вычислить Г Г
}А ( х + у У

25 27 29 24
A) In—  В) In—  С) In—  D) 0 Е) I n -

24 ' 24 ’ 24 ’ ’ 25
l i t  а

303. Вычислить J J pdpdO
О о  sin Ө

А) /га2 В) j /ra2 С) - к а 2 D) О Е) Х-/ха2

| 77
304. Изменить порядок интегрирования в интеграле j d x j f  (х; y)dy

0  х

• у  1 г  1 уП

A) jdyjf(.x;y)dx В) fd y j  f(x\y)dx С) jdy J f(x\y)dx
0 у2 о у 0 .г

1 ^  1 У

D) JrfyJ f(x;y)dx Е) jd y j  f(x;y)dx
0 0 0 0

2 4

305. Изменить порядок интегрирования в интеграле jdx j f(x\y)dy
1 3

4 2

A) JrfyJ/(*;y)<&
1 3

2 4

B) \dy\f(x ,y)dx
3 1

4 2

C) jdylf(x\y)dx
3 1

2 4

D) |4у|/(лг;у)4г
1 3

2 4

E) Jrf>'J/(x;y)4x:
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306. ||/(.v,y)(fo/y = ||/(л(и,г),у(и,у)) J{u,v)duilv- формула
j  Д

A) замены переменной в двойном интеграле
B) перехода к криволинейным координатам в двойном интеграле
C) перехода к полярным координатам в двойном интеграле
D) замены переменной в неопределенном интеграле
E) замены переменной в определенном интеграле

307. | |  f  (x ,y )d x d y  = j j  f  (p co sd , p s \n d )p d  p d d  - это формула 
л  д

A) замены переменной в двойном интеграле
B) интегрирования по частям в определенном интеграле
C) перехода к полярным координатам в двойном интеграле
D) замены переменной в неопределенном интеграле
E) замены переменной в определенном интеграле

308. Интегральной суммой для функции f { x ,y ,z )  называется выражение вида

А ) Х /( /> )Д Ц  В ) £ / ( / > ) Ax.AyAz, С ) Х Д Т ’Ш '
<=1 «=1 /=1

_  ИшУ /(Я ) ду;. _  *
D) ' Е) 1ітУ/(/>)ДУ'

diamAV] —> 0

309. Тройным интегралом от функции z = f ( x ,  у, z) по области V называется

А) ^ fiP ,)A V : » если существует; В) ' ^ f ( P l)A.x:AylAz,, если существует;

™  ^  ИтУ/(Я)ДУ;
С) ^ f iP JA V ,  , если существует; D) , если существует; 

diamAV. —> 0

Е) Н т £ / ( /> ) Д У ; , если существует.

310. Укажите свойство, которым не обладает тройной интеграл.
A) HI [/(дг, у, z) + <pix, у, zMxdydz = HI f ix ,  у, z\Lxdydz + 1 || (pix, у, z)d\dydz

V V V

B) II Iafix,у ,z)dxdydz = o | | | fix,y,z)tlxdydz
V V

C) III f(x ,  y, z)dxdydz = III f ix ,  y, z)dxdydz + 1 || f ix ,  y,z)dxdydz
V  Ц v2

D) HI f(x ,  y, z)dxdydz = - | | |  f ix ,  y, z)dydxdz
V  V

E) HI f ix ,  y, z)dxdydz = HI f ix ,  y, z)dyd.xdz
V V

311. Укажите свойство, которым не обладает тройной интеграл.
A) III [ f i x ,  у , Z) +  <РІХ, у ,  z)]dxdvdz  =  | | |  f i x ,  у, z)dxdydz  + 1 || (pix, у ,  z)dxdydz

V V V

B) III f(x,y,z)<pix,y,z)dxdy = \§ fix ,y ,z)dx  | | | <pix,y,z)dxdy
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C) JJJaf(x, у. z)dxdydz = йJJJf ( x ,  у, z)dxdydz
V V

D) JJJ /(.V, v, z)dxdydz = JJJ /(x , >\ z)dxdydz + JJJ/ (x ,  y, z)dxdydz
v v, v,

E) JJJ/(дг, у, z)dxdydz = JJJ/(x , y ,z)dydxdz
V V

312. Трехкратным интегралом по области V называется выражение
Ь р 2( .т Ц М .г .? )  Ь * » (* ) ( г 2( * 'У )

A) J J J / (х,у,z)dxdydz В) J J J f(x,y,z)dx

С)!
V2-

Е) J

dy dz

Л(-*) 
Я>(х)

' p 2(.x.y) > ■
J f(x,y,z)dz dy fix

s.wuy> >
V2 (-«•?) > ~

J f(x,y,z)dz dy dx

*,<■*>/» \D) I J [ J/Uy.z№ rfyjfe
.*(*> ' !

313. Если /( x ,у,г) непрерывная функция в правильной области V, то
Ь 9ҺМ ̂ 3(Х’У)

A) JJJ/ ( х,у,z)dxdydz =J |  J / ( * ,у,z)dxdydz
V а *<*) r,U.jr)

<Һ Л *){ V z ( x ,y )  '

J J /(x . y, ; ) *  4v |rfzB) JJJ f(x,y,z)dxdydz = J
V

b

C) JJJ/(x,y,z№ rfy4z=J
V' e

r2u.
° ) JJJ/(* , z)dxdydz = j

v' «(■*.
«fc(j

E) JJJ/(x, y, z)dxdydz = J

J J f(x,y,z)dz
.*(■*> V. И <*.у> 

b

dy

J J/(x ,y ,z)4x U/y
_«(jf)Ve J
b (  f j f o y )  41

J J f(x,y,z)dz dy
■ U b y )  J

dx

dz

dx

314. Вычислить JJJ(x+y)z4x4y<fe; 0 < x <  1, 1 < y < 2 ,0 < z £ l .
V

A) 2 B) 4 C)1 D) О
315. Вычислить JJJ x^[yzdxdydz\ 0 < x  < 1, 0 < y  < 1, 0 < z^2 .

V

A) -  В) -  C) -  D )-
2 4 3 3

316. Вычислить jjj(x-y)dxdydz; 0 < x <  a, 0 < y < e ,  0 < z ^ l.
V

1 2 2 / \ 06/A) -  а '  в~ (a- в )  В) — (a-в )  C) (a-e)
6 2

D) a" e"

E) 5

E)

E) ae

317. Вычислить JJJ /24 pd0dz\ - < p < b ;  0 < Ө < —, 0 < z ^ l
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А)
16

В) — л  
16

С) D)-®

318. Вычислить

А) 4/3
319. Вычислить

А) (е-1)2

320. Вычислить

16 ' 16
(x2+y2)zdxdydz; 0  < jc < 1, 1 < у<  2 .  0 < г ^ 1 -

В) 4 С)1 D) О
ex*ydxdydz\ 0 < х  < 1, 0 < у  <1, 0<г<1.

В) (е-1)
dxdydz

С) (е-1)3 D) (е-1 )1

О < х  < 1, 0 < у  <1, 0<г<1.

D) 1п(4/3)
(лт-1-y+l)

А) 1пЗ В) е С) 1п4
321. Числовым рядом называется выражение:

A) иь и2, и3, .. . ,  и„
B) щ + и2 + и3 + ... + и„

C )  щ ,  іь ,  и 3, . . . ,  и п, . . .  и л и  1 к п ] [ > *
П_>°° *=1

D) щ + и3 + и3 Ч"... + ип + ...

E) 1іт^и„
п—l

322. Написать первые 4 члена ряда

дл 7 9 И 13 7 9 11 13А )  +-------- +... В ) ------ +---------+...
2 5 8  11 2 4 6 8

гү. 7 9 11 13 7 11 15 19D) —+—+—+— + ... Ь) —+ —+— +— +...
2 4 6 8 2 8 14 20

323. Написать формулу общего члена ряда ү+ ^-+ ^-+ -р-+  ..

Е) — 
16

Е) 8/3 

Е) (е-1) 2

Е)(е-1)

7 9 11 13 
2 5 8 11

А) а.
2"

В) а.
2" г ' . 2/1 2 лС) а = —  и )  а„ = —  

п л"

324. Написать формулу общего члена ряда 1+—!у=+— ^ -к ..
2V2 3V3 4V4

А )о п=-4= В)л„ =      С) ал = 4 =  D) </„=-,!=
Л  (n + Dsf^Tl 4n>

1 3  5 7
325. Написать формулу общего члена ряда г+—г+...

2 2: 23 2

2яЕ) о„ = —

Е ) а " = І

А) ап = 2 л +  1 В) а.
2л-1 /-’л 2 л —1 удд 2 1

С) в. = —;— Е') а, =------2" - ■ 2" '  " 2
326. п -  частичной суммой ряда называется

A) сумма п членов ряда;
B) сумма первых п членов ряда;
C) предел суммы первых членов ряда;
D) предел суммы п членов ряда;
E) сумма конечного числа первых членов ряда.

327. Суммой ряда называется

Е) ч ,=
2“  -1 

2"
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A) сумма всех членов ряда;
B) предел n-частичной суммы ряда при п
C) предел суммы первых членов ряда;
D) конечный предел n-частичной суммы ряда при п -» °°;

п
E) lim ]Ги,

Х '  1328. Найдите сумму ряда У ,—-— —
ы Ф  + 1)

329. Найдите сумму ряда

330. Найдите еумму ряда X  (3/, _ ̂  + 4)

331. Числовой ряд называется сходящимся, если
A) существует конечный предел lim Sn = S;

B) существует сумма всех членов ряда;
C) и-ый член ряда стремится к нулю при « —» ° ° ;
D) существует предел «-частичной суммы;
E) существует сумма первых и членов ряда.

332. Числовой ряд называется расходящимся, если
A) «-частичная сумма ряда равна бесконечности;
B) не существует конечный предел «-частичной суммы ряда при и —» 00;
C) «-ый член ряда стремится к нулю при « —>°°;
D) существует предел «-частичной суммы ряда;
E) сумма первых « членов ряда равна конечному числу.

333. Укажите сходящийся ряд:

А) У  —t i n "
В) | С )  ± 1

п=1 я=1 П D) /̂1=1 п
E) ± T ~ '

n=1
334. Укажите сходящийся ряд:

А ) 1 ^  я=1 у/п
В) У  0,5q"' С)

«=1 пу/п
yiSini/il
.. 1 п

E )X 3 "
n=l

335. Укажите расходящийся ряд:

а ) Ё 4 В) р г ‘ С) | ( i j D) У«=1 л «=1 n
336. Укажите расходящийся ряд:

А) Ё “7=
*=1 у/П

В) ± 2 q-'  С)
п=\ п=1 Пу]П

D) y s in 4 -  
t t  n- Е ) Ш

337. Ряд с положительными членами вида X  ач" '
л=1

А) сходится, если а <  1; В) расходится, если а < 1;
С) сходится, если <?>!; D) сходится, если q<  1;
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Е) сходится, если q < 1.

338. Ряд вида Х “7
/1=1 П

А) сходится, если р  > 1; В) сходится, если р  ^  1;
С) расходится, если р  S 1; D) сходится, если р  < 1;
Е) расходится при любых значениях р.

339. Отбрасывание конечного числа членов числового ряда
A) приводит к сходимости ряда;
B) не влияет на сходимость ряда;
C) может привести к сходящемуся ряду;
D) не изменяет сумму ряда;
E) изменяет сумму ряда.

340. Если сходящийся ряд с суммой s почленно умножить на число с, то:
A) получится расходящийся ряд, если с достаточно большое;
B) сумма ряда не изменится;
C) получится сходящийся ряд с суммой cs;
D) получится расходящийся ряд;
E) получится сходящийся ряд.

341. Если X  и„ и ]>>„ сходятся, то
Л=1 Л=1

A )X («„+ V„) сходится, а Х ( “. -v„) расходится;
Л=1 Л=1

B) расходится, а X(«„~v„) сходится;
Л=1 Л=1

C) Х ( и" +У") и Х ("»_v”) могут расходиться;
Л—1 Л=1

D) Y ( u n-v . )  сходится, а X ("„ + ) может сходиться;
л=1 л—1

E) Х("» +v«) и сходятся.
П=1 »=1

342. Если числовой ряд сходится, то

A) limu„ = с , где с>0; В) Іітни=0; С) 5 „= 5 ;

D) Нт5„ =0 Е) 1ітн„ =0 или не существует.

343. Если limи„ =0, то

A) limS„ = 5 ; В) У»,, сходится; С) X м» расходится;
”■*~ „.1 »=1

D) V  и может сходиться; Е) limS,, не существует.' ' /I—
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344. Если числовые ряды с положительными числами £  и„ (1), (2) таковы,
п=1 Л=1

что м„ ^  v„ (п=1,2,3,...), то
A) из сходимости ряда (1) следует сходимость ряда (2);
B) из расходимости ряда (1) следует сходимость ряда (2);
C) из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1);
D) из сходимости ряда (2) следует расходимость ряда (1);
E) из сходимости ряда (1) следует расходимость ряда (1).

345. Если числовые ряды с положительными числами (1)> X!1'» @) таковы,
„=1 »1=1

что и„ 5  v„(п=1,2,3,...), то
A) из сходимости ряда (1) следует сходимость ряда (2);
B) из расходимости ряда (1) следует расходимость ряда (2);
C) из расходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1);
D) из сходимости ряда (2) следует расходимость ряда (1);
E) из сходимости ряда (1) следует расходимость ряда (1).

346. Укажите признак Даламбера:
A) если lim и„ = 0, то ряд сходится;

»1—»<*>

B) если l im V ^ <1, то ряд сходится;

1* ип 1C) если п т  = q , то ряд сходится при q< 1 и расходится при q> 1;
Un+l

D) если lim ^2±1- = q , то ряд сходится при q = 1 и расходится при q ф 1;
п-юо

и ,
E) если h m -2±-  = ^ , то ряд сходится при q< 1 и расходится при q> 1.

ип
347. Выберите правильное утверждение:

A) если 1 іт^и і < 1, то ряд сходится;
»— ип

B) если = q ф 1, то ряд сходится;

C) если l im -^  = 0, то ряд расходится;

D) если lim-2iL> l, то ряд сходится;
м„

E) если lim^2±L< l, то ряд расходится.

348. Выберите неверное утверждение:

А) если lim ^±L> l, то ряд расходится;
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B) если lim— >1, то ряд расходится;

C) если Н т ^ -< 1 ,  то ряд сходится;
""*** Un

D) если 1101^- = 1, то ряд может сходиться;
/■->- Ц"

E) если lim——<1, то ряд расходится.
“.и

349. Числовой ряд с положительными членами сходится, если

А) если Н т^Д -*0 В) если lim^-5 *  1 С) если lim ^ -> 0
„_»оо U" Л->~ Ц" п-юо

D) если lim ^±L>l Е) если И т ^ - <  1
ип и„

350. Числовой ряд с положительными членами расходится, если

А) если l im - ^ ^ O  В) если lim —1— *1 С) если lim —̂ > 0

D) если lim—1— >1 Е) если lim -2±i-< i
»— и„ и„

v 1 Зл(и + 1)
351. Исследовать ряд 2_.— ^ —  на сходимость.

А) расходится В) сходится С) сходится абсолютно
D ) сходится условно Е) сходится равномерно

2”
352. Исследовать ряд У — =—  на сходимость.

t t ( n  + l)n
А) расходится В) сходится С) сходится абсолютно
D )сходится условно Е)сходится равномерно

<7 1353. Исследовать ряд сходимость.
л=1 УІП

А) сходится абсолютно В) сходится С) расходится
D ) сходится условно Е)сходится равномерно

V п
354. Исследовать ряд 2-Г~Гна сходимость.

п=1

A) расходится D) сходится
B)сходится условно Е)сходится равномерно
C) сходится абсолютно 

[
355. Исследовать ряд Гна сходимость

n=i п '

А)расходится В) сходится равномерно
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C) сходится абсолютно Е) сходится
D )сходится условно

оо 2
356. Исследовать ряд на сходимость.

«=1 2 "

A) расходится D) сходится условно
B) сходится Е) сходится равномерно
C) сходится абсолютно

357. Исследовать ряд на сходимость.
ғ 3 9 27 81

A) расходится D) сходится условно
B) сходится Е) сходится равномерно
C) сходится абсолютно

358. Исследовать ряд I + ^ + ^ + ~ + . . .н а  сходимость.

A)расходится D ) сходится условно
B) сходится Е) сходится равномерно
C) сходится абсолютно

359. Исследовать ряд ..на сходимость.
ғ  2 5 10 17

A) расходится
B)сходится
C) сходится абсолютно
D ) сходится условно
E) сходится равномерно

160. Укажите признак Коши:
A) если = 0, то ряд сходится;

B) если l i m ^  = q , то при q < I ряд расходится, а при q > 1 сходится;

C) если Нтф^ = 1, то ряд расходится;

D) если lim = q , то при q < I ряд сходится, а при q > 1 расходится;

E) если l i m - q ,  то при q * 1 ряд может сходиться или расходиться.

161. Выберите правильное утверждение:
A) если lim ип = 0 , то ряд может сходиться;

B) если limu„ = 0, то ряд сходится;
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C) если Іітф^  = 1, то ряд расходится;

D) если lim -^ -< l, то ряд сходится;

E) если фО, то ряд расходится
ы„

362. Выберите неверное утверждение:
A) если Итц[й^ =0, то ряд расходится;

B) если l i m <1,  то ряд сходится;

C) если lim =1, то ряд может сходиться;

D) если lim f a  >1, то ряд расходится;

E) если \ітц[й^ < 1, то ряд может сходиться.

363. Знакочередующийся ряд сходится, если...
A) Нтн, =0

B) и\ > и2> Из>... и 1іти„ =0

C) lim S„ < U\

D) щ > u2> h3> ...
E) и, > и, > m3 >... и 1іти„ < 1

оо Л+1

364. Дан знакочередующийся ряд J ] ( - l )  и„, где «„>(). Выберите правильное
и=1

утверждение.

A) если limu„ = 0, то ряд сходится;

B) если limS„ =0, то ряд сходится;

C) если limил < 1, то ряд сходится;

D) если щ > ио > «з > ... и Ііши = 0 , то ряд сходится;
л-»~

E) если lirru< >0, то ряд может сходиться.
Я-+о>

оо л+1

365. Дан знакочередующийся ряд ^ ( - 1 )  и„, где и„>0. Выберите неверное
И=1

утверждение.
A) если щ > и2 > и3> . . . ,  то ряд сходится;
B) если щ > и2> и3> ... то ряд может сходиться;
C) если и„+1 < и„ для всех п > N , то ряд может сходиться;
D) если м„+1 < и„ и 1іти„ = 0, то ряд сходится и его сумма S e  (0;и, ) ;

E) если м„+1 < и„длявсех n>N  и lim«„ = 0 , то ряд сходится.
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366. Вычислить сумму ряда У  (-1) J T  с точностью до 0,01.

-  (-1)”*1
367. Вычислить сумму ряда У —— с точностью до 0,01.

" (-•) ”+l368. Вычислить сумму ряда — — с точностью до 0,001.
(2л)

^  (- 1)"
369. Вычислить сумму ряда > —1—-—  с точностью до 0,001.

tri п\(2п + 1)
- (-i)"+1

370. Вычислить сумму ряда У — -—  с точностью до 0,0001.
„=1 (2и + 1)!

371. Исследовать ряд У -——— на сходимость.
1st п5

A)расходится
B) сходится
C) сходится абсолютно
D )сходится условно
E)сходится равномерно

372. Исследовать ряд У  ̂ ^ п-  на сходимость.
1st 2 п +1

A)расходится
B)сходится
C) сходится абсолютно
D ) сходится условно
E)сходится равномерно

373. Исследовать ряд У  —^-- - на сходимость.
тЛ S/П

A)расходится
B) сходится
C) сходится абсолютно
D )сходится условно
E) сходится равномерно

374. Выберите правильное утверждение:
A) если сходится знакопеременный ряд, то ряд из абсолютных величин его 

членов расходится;
B) если сходится знакопеременный ряд, то ряд из абсолютных величин его 

членов сходится;
C) если сходится знакопеременный ряд, то ряд из абсолютных величин его 

членов может сходиться;
D) если сходится знакочередующийся ряд, то ряд из абсолютных величин его 

членов сходится;
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Е) если сходится знакочередующийся ряд, то ряд из абсолютных величин его 
членов расходится.

375. Выберите неверное утверждение:
A) если сходится ряд, составленный из абсолютных величин членов 

знакопеременного ряда, то знакопеременный ряд сходится;
B) если сходится ряд, составленный из абсолютных величин членов 

знакопеременного ряда, то знакопеременный ряд сходится 
абсолютно;

C) если сходится ряд, составленный из абсолютных величин членов 
знакочередующегося ряда, то знакочередующийся ряд сходится;

D) если сходится ряд, составленный из абсолютных величин членов 
знакопеременного ряда, то знакопеременный ряд может сходиться;

E) если сходится ряд, составленный из абсолютных величин членов 
знакочередующегося ряда, то знакочередующийся ряд сходится 
абсолютно.

376. Функциональным рядом называется ряд,...
A) среди членов которого имеются функции;
B) если хотя бы один член ряда является функцией;
C) членами которого являются функции;
D) членами которого являются функции вида я „ л ;
E) членами которого являются функции вида ап(х -а )" .

377. Областью сходимости функционального ряда называется...
A) множество значений jc, при которых функциональный ряд сходится;
B) интервал (-R, R), если при |-v|>R функциональный ряд расходится;
C) интервал (-R, R), если при |x|>R функциональный ряд сходится;

D) интервал (-R, R), если при 3>R функциональный ряд сходится;
E) множество значений х, при которых функциональный ряд может 

сходиться.

378. Найдите интервал сходимости функционального ряда •
я=I 2

А) (-> ;+ -) В) (-2;2) С) (0;2) D) [-2;2] Е) [-2;2)

379. Найдите интервал сходимости функционального ряда ^ (-1 )"+| ~т.
п=1 П ~

А) (— ;-/«) В)(-2;2) С) (-1:1) D ) [ - l ; l]  Е)(0;1)

380. Найдите интервал сходимости функционального ряда —х“.
/1=1 П •

А) (-1;1) В) [-1;1] С) D) [—1;1) Е)(-1;1]
381. Степенным рядом называется

А) ряд, членами которого являются степенные функции;
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B) ряд вида я0+о,л:+я,;г + ... + а„хп +...;
C) ряд вида а„ + а\Хщ +а2х“- +...+о„х“- +..., где ап- постоянные числа, 

числа;
D) ряд вида а0 +а,х“' +а2х“г +...+апл +..., где ап - целые положительные 

числа;
E) ряд вида а0 +а1х + а7х2 + ... + а„х” .

582. Интервалом сходимости степенного ряда является
л—0

A) отрезок [-Л.Л]
B) интервал длиной 2R
C) интервал (-R;R)
D) отрезок длиной 2R
E) интервал (О, R)

583. Радиусом сходимости степенного ряда называется
A) величина, равная значению х = х0, при котором ряд сходится;
B) длина области сходимости;
C) величина, равная значению х = х0, при котором ряд может сходиться;
D) величина, равная половине длины области сходимости;
E) величина, равная значению х = х0, при котором ряд может расходиться.

584. Ряд Тейлора имеет вид:

A) / (х )  = f (a)  + ̂ - ( х  -  а) + ̂ р - ( х  -  а)- +... + ̂ р - ( х  -  а)" +...
1! 2! п\

B) /(х) = / ( а ) + ^ ( х - 0) + ̂ р ( х - 0): + . . .+ ^ р ( х + а ) ”+/?„(х)

о  / ( х )= / ( о )+т х+т х^ . . . +^ +. п' 

d )
1! 2! п\

Е) /(х ) = /(а )  + ̂ ^ ( х - а )  + ̂ ^ ( х - а ) 2+...+^—— (х -а )”+Лл(х), где
1! 2! /I!

Қ, (х) = /<"*> + Ө(х -  а)], 0 < Ө < 1
(л +  1)!

585. Ряд Маклорена имеет вид:

1! 2! п !

В) 1(х) = / ( а ) + Ц ^ ( х - а ) + ^ - ~ - ( х - а )1 | ^ ( х + а)"+Л„(х)

о  т =т + т х+т х > +...+^ + "' 

о )  / (х )= л о  )+m x+m x>+...+r i m X' +RAx)
1! 2! п\
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Е) /(л ) = / ( а ) + / і£ І ( * _ а) + 2 ^ ( д г - а ) 2+...+^—|^(д г-а)"+  Л„(дс), где 

Я (*) = iL^LL_/<»*"[o+ 0(;,:_a)],O<0<l
(л + 1)!

386. Разложение функции у  = sin дг в ряд Маклорена имеет вид:

A) sinх = х - ^ +^ .- . . .+ ( - і г , ^ г+...
3 5 2 и -1

т,, . дс3 дс5 х'"~'B) SU1̂  = XH 1----- к..и К..
3 5 2/1-1

■ дг3 д:5 , 1Ч„ дг2"-1C) suia: = x н ...+(-1) ----------+...
' 3! 5! (2/1-1)!

г 3 г 5 X 2" - 1
D) sin.V = ДС + ——Һ——+...+— ----- +...

’ 3! 5! (2/1-1)!

E) $іпді = дс-— + — -...+(-1)"+|———— к..
'  3! 5! (2/1-1)!

3 8 7 . Разложение в ряд Маклорена функции у  =  ех имеет вид:
2 3 и

А ) е '= 1 + д с+ —
2! 3! и!

-г2 дс3 . . , .„„I дс”В ) * ■ '= !-*  + — + ...+ С -1 Г 1—  + .
2! 3! я!

2 4 2/»-2л дг д:С) е* = 1+— +— +...+--------+... D)
’ 2! 4! (2 /1 -2 )!

,  д:3 дг5 .г2"'1в' — ХЛ 1-----1-... ч----------- ь...
3! 5! (2 л -1 )!

р .  . . дс2 д:3 х"Е) е =1 + дс+—  + — + ...+ — +...
2 3 л

388. Разложение в ряд Маклорена функции у  = е х имеет вид:

А ) е ' = 1+дс+ — + — + ...+ — +... В)
2! 3! л!

ед= 1 -* + — +...+(-1Г‘— +...
2! 3! л!

С) е? =1+— +— +...+—  +... D)
’ 2! 4! (2 л - 2 ) !

,  дг3 дг’ . X2"-'

е ~ Х+~3!+~5!+'"+(2п-1У.

Е) г ' = 1+*+— + — +...+— +...
2 3 л

389. Разложение функции у  =  cos х  в ряд Маклорена имеет вид:
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A ) с<кд = І - — + - — — + .. .+ ( - 1 Г 1—------ +...
2 4  6 2 я - 2

2 4  6  2 . - 2

B ) cosjc = 1 - — + - — —  + . . .+ ( - 1 Г ‘— --------+ ...
’ 2! 4! 6! (2 л -2 )!

д2 х* д6 д 2"-2C) C0SJT=1 +  Н Н + ...Н---------+ ...
2 4  6 2 л - 2
л:2 д4 л6 х 1"-2

D )  cosx = l+ — ------- +...
2! 4! 6! (2 п -2 ) !

_ ч . дг2 дг4 дг6 дг2”' 2E) cosx = l  н---------- к..н------------к..
’ 2! 4! 6! (2 (1-2)!

590. Разложите в биномиальный ряд функцию у =y-j—7 .

A )  — ^—  =  1-і- дг+ дг2 4 -д:3 -*-...
’  1 +  Д

г>\ 1 . Т2 . дг3B)  = 1 Т.V 4----1---- 1-,..
1 + д 2 3

1 2 31 ДГ X
C ) -------— 1 +  ДГ4-----1------Һ...

! +  д 2! 3!
г->\ • . Т2 X sD )  = 1-ДГ + ---------- +  ...

1+дг 2 3

E ) ——  = 1 - д + д 2- д 3 +  ...
1 + д

591. Разложение функции у = 1п(1 + х)  в ряд Маклорена имеет вид:
л \  ч д2 д3 д"A ) 1п(1+д) =  д + — + — + .. .+ — +...

2 3 л

B ) 1п(1+д) =  д - ^ - + ^ - . . . + ( - 1 Г ' — +...
2 3 п

C ) 1п(1+д) =  д + — + ——
2! 3! л!

D ) 1п(1+д) =  д - — + — - , . .+ ( - 1 Г '  — + ...
2! 3! и!

E ) |п(1 +  д) =  - д - 4 - 4 - . . . - £ - . . .
2 3 п

592. Разложение функции у  = 1п(1 — х)  в ряд Маклорена имеет вид:
д”4 + ...
П

•(-1  Г ‘ — + . ..
п

дг *3-1-т 1
3

X2 3X1т 1
3

X" л:3j__
2 І 3!
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2 3 п
393. Вычислить jj$е'*у(1хс1ус1г, 0 <х < 1, О <у <1, 0<г<1.

А) (е-1)2 В) (е-1) С) (е-1)3 D )(e -1 )1 Е )(е -1 ) :

394. Вычислить fff q <х < 1, 0 <у <1, 0< г^1.
515 ( т+у + 1)'

А) 1пЗ В) е С) 1п4 D) ln(4/3) Е) (е-1)
2 л  а  1

395. Вычислить J J JpdpdOdz

А) ла~ В) ^ л а 2 С) D) О Е) ^ л а 2

396. Вычислить Я\ xJydxdydz\ 0 < х <  1, О <у  <4,
V

А) -  В) -  С) -  D )-  Е ) -
2 3 8 3 8

397. Вычислить j jjxy(x+y)dxdydz; О < х  < 1, О < у  <1, 0 <  z  ^  1.
V

А) -  В) -  С) -  D )-  Е )-
2 3 3 3 8

398. Вычислить JJJ л>> (jc-y)dxdydz ; 0 < д т < 1 ,  0<_v <2, 0 <  г < 1.
V

А) - І  В) -  С) -  D ) - — Е ) -
2 3 3 3 8

399. Вычислить ; О < х  < 2, О < у  <2, 0 <  г ^  1.

А) —  В) -  С) -  D )—  Е )-
3 3 3 3 8

2 tV5 I
400. Вычислить J |  |  xydxdydz

I х о
А) 17/4 В) 4 С)1 D) 15/4 Е) 17/2

Литература

1. Дифференциальное и интегральное исчисление. Бугров Я.С., Никольский 
С.М. М.: Наука, 1985 г.

2. Высшая математика. Том 1. Гусак А.А. Мн.: Тетро Системе, 2001г.
3. Высшая математика. Том 2. Гусак А.А. Мн.: Тетро Системе, 2001 г



4. Краткий курс математического анализа для вузов. Бермант А.Ф., Арамано- 
вич И.Г. М.: Наука, 1971 г.

5. Основы математического анализа. Ильин В.А., Позняк Э.Г.М.: Наука,
1982г.

6. Дифференциальное и интегральное исчисление для втузов. Т. 1 Пискунов 
Н.С. М.: Наука, 1985г.

7. Дифференциальное и интегральное исчисление для втузов . Т. 2 Пискунов 
Н.С. М.: Наука, 1985г.

8. Сборник задач по курсу математического анализа. Берман Г.Н. М.: Наука, 
1985г.

9. Сборник задач по математике для втузов: Линейная алгебра и основы мате­
матического анализа. Под редакцией Ефимова А.В. и Демидовича Б.П. М.: 
Наука, 1986г.

10. Сборник задач по математике для втузов: Специальные разделы математи­
ческого анализа, часть 2. Под редакцией Ефимова А.В. и Демидовича Б.П. 
М.: Наука, 1981г.

11. Сборник индивидуальных заданий по высшей математике ч. 1 Под редакци­
ей Рябушко А.П. Минск.: Вышейшая школа, 2001г.

12. Сборник индивидуальных заданий по высшей математике ч.2 Под редакци­
ей Рябушко А.П. Минск.: Вышейшая школа, 2001г.

13. Сборник индивидуальных заданий по высшей математике ч.З Под редакци­
ей Рябушко А.П. Минск.: Вышейшая ш кола 2001г.

14. Высшая математика в упражнениях и задачах. 41,2 Данко П.Е., Попов А.Г., 
Кожевников Т.Я. М.: Высшая школа, 1986г.

15. Сборник заданий по высшей математике (типовые расчеты). Кузнецов Л.А. 
М.: Высшая школа, 1983г.

16. Высшая математика ч. 1-5. Жевняк P.M., Карпук А.А. Минск: Высшая шко­
ла, 1998г.

17. Высшая математика. Шипачев В. С. М: Высшая школа, 1985,1999г.
18. Сборник заданий по высшей математике. Минорский В.П. М.: Наука, 

1987г.
15.Типовые расчеты по высшей математике. 4.1-3. Хайруллин Е.М. Алматы, 

КазНТУ, 1982г.

138



Кужукеев Ж.М.

Учебное пособие

Математический анализ 
(для студентов информационных специальностей)

Технический редактор Кужукеев Ж.М.

Сдано в набор 28.05. 2015 г. 
Подписано в печать 04.06. 2015 г. 

Формат 60x84 1/8. Бумага «Снегурочка» 
Гарнитура Times New Roman 

Уел. печ. л. 4.8. Тираж 100 экз.

Отпечатано с готовых файлов заказчика 
в типографии КИнЭУ 

110007, г. Костанай, ул. Чернышевского, 59 
Т ел .8(7142)280259


